7. Analisi verticale del concetto di pendenza:
dalla scuola secondaria di primo grado
all’universita

di Alessandro Gambini, Simone Banchelli, Nicoletta Nolli

Si studia I’analisi in verticale degli errori ricorrenti effettuati da studenti
di diversi livelli scolastici relativi al concetto di pendenza, dalla scuola se-
condaria di | grado all’inizio della carriera universitaria. Tale analisi € basata
sullo studio dei risultati delle valutazioni standardizzate INVALSI di Mate-
matica effettuate a livello 8 e a livello 10 e su alcuni risultati di domande dei
pretest del livello 13 somministrate a un campione di matricole universitarie.
Tra le domande con una bassa percentuale di risposte corrette, si sono indi-
viduate caratteristiche comuni che forniscono una buona chiave di lettura
per alcuni concetti chiave di didattica della Matematica. In particolare, dalla
ricerca sono emerse difficolta in verticale relative alla gestione dei diversi
registri di rappresentazione degli oggetti matematici in questione. | risultati
della ricerca mostrano che il problema permane anche con passaggi di livelli
scolastici e porta, a livello universitario, a una misconcezione del concetto
di derivata.

1. Introduzione

In questi anni le rilevazioni su grande scala hanno assunto un ruolo sem-
pre piu significativo nella ricerca in didattica della Matematica; in particolare
in Italia i risultati delle prove standardizzate INVALSI stanno acquisendo
un’importanza sempre maggiore nel panorama della ricerca (Ferretti et al.,
2015, Garuti et al., 2017, Giberti et al., 2016). Ogni anno INVVALSI conduce
rilevazioni a carattere censuario, somministrando due prove (una di Italiano
e una di Matematica) in due classi della scuola primaria (in seconda e in
quinta), al terzo anno della scuola secondaria di primo grado e al secondo
anno della scuola secondaria di secondo grado. INVALSI restituisce i risul-
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tati dei test prima a livello nazionale relativamente a un campione rappresen-
tativo e successivamente alle singole scuole.

Grazie a questi risultati sono emerse diverse ricerche, alcune delle quali,
come quella presentata in questo contributo, hanno lo scopo di investigare
nodi didattici che persistono a tutti i livelli oggetto di indagine (Ferretti e
Gambini, 2017).

Da qualche anno INVALSI sta conducendo una campagna di pretest con
gli studenti delle classi terminali della scuola secondaria di secondo grado
con lo scopo di realizzare nelle classi quinte un test di Matematica volto a
verificare competenze e conoscenze matematiche a conclusione del ciclo di
studi superiori. Alcuni risultati di questi pretest sono oggetto di analisi di
questa ricerca. In particolare, le questioni indagate in questo contributo ri-
guardano le difficolta di gestione delle diverse rappresentazioni dello stesso
oggetto/concetto matematico (Duval, 2006) con particolare riferimento al
concetto di pendenza di una funzione.

2. Analisi verticale

La prima parte di questa ricerca é stata realizzata utilizzando il database
INVALSI Gestinv (www.gestinv.it) che ¢ gia stato utilizzato come strumento
di ricerca per esempio in (Bolondi, Ferretti e Gambini, 2017). Gestinv & un
database online che raccoglie tutte le domande INVALSI andate in campo in
Italia dal 2008 in poi (circa 1400 oggetti). Il database per ogni item fornisce
il testo della domanda, i riferimenti alle Linee guida e alle Indicazioni nazio-
nali, alcune parole chiave che caratterizzano il contenuto, la risposta corretta,
le percentuali di risposta e altre informazioni statistiche (/zem Response The-
ory). Gestinv consente di fare ricerche per ognuna di tutte queste categorie.

| risultati particolarmente negativi di alcuni quesiti somministrati nelle
classi quinte relativi al significato di derivata come pendenza della retta tan-
gente a una curva in un punto ci hanno indotto a indagare su quesiti che nei
livelli scolari precedenti esplorassero, in contesti differenti e in diversi regi-
stri di rappresentazione, il concetto di pendenza.

Utilizzando il database Gestinv abbiamo ricercato per parole chiave tutti
i quesiti riguardanti la pendenza di una funzione e piu in generale il concetto
di tasso di variabilita di una grandezza in funzione della variazione di un’al-
tra.

Questa ricerca € stata fatta su quesiti somministrati agli studenti del terzo
anno di scuola secondaria di primo grado (13 anni) e agli studenti del secon-
do anno della scuola secondaria di secondo grado (15 anni) utilizzando i dati
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del campione nazionale. Per quanto riguarda gli studenti della classe quinta
della scuola secondaria di secondo grado é stato utilizzato un campione di
474 studenti (18 anni) e per I’universita un campione di 300 matricole all’i-
nizio dell’anno accademico 2016/2017.

3. Analisi dei dati

Dalla ricerca abbiamo selezionato nove domande particolarmente signi-
ficative nel percorso di apprendimento del concetto di pendenza dalla scuola
secondaria di primo grado fino al primo anno di universita.

La seguente domanda € stata somministrata nell’a.s. 2010/11 agli studenti
di grado 8 durante I’esame conclusivo della scuola secondaria di primo gra-
do; il campione, da cui sono calcolati i dati statistici, era composto da 25892
studenti.

Fig. 1 — Domanda D17, grado 8, Test INVALSI, a.s. 2010/11

Tab. 1 — Dati relativi alla domanda D17, grado 8, Test INVALSI, a.s. 2010/11

A (corretta) 58,3%
B 25,4%
C 7,9%
D 4,3%
Mancanti/non valide 4,1%

Come mostra la tabella, la percentuale di risposte corrette (opzione A)

e del 58,3% mentre il distrattore piu scelto € I’opzione B. Gli studenti che

hanno scelto I’opzione B (25,4%) hanno compreso che la molla é corta, at-
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tribuendo il corretto significato a L (termine noto) ma hanno ragionato in
modo shagliato su K (pendenza della funzione), associando alla durezza del-
la molla un valore grande di K. Per comprendere quale equazione traduca
I’espressione verbale del testo e, quindi, fornire la risposta corretta & neces-
sario saper gestire il passaggio dal linguaggio naturale a quello algebrico;
conoscere e utilizzare differenti forme di rappresentazione e passare dall’una
all’altra rappresenta una difficolta per gli studenti, fatto noto in letteratura
internazionale (Duval, 2006).

Una domanda che indaga competenze simili alla precedente, ¢ stata som-
ministrata anche agli studenti di grado 10 nell’a.s. 2010/11; il campione, da
cui sono calcolati i dati statistici, era composto da 43458 studenti.

Fig. 2— Domanda D24, grado 10, Test INVALSI, a.s. 2010/11

La tabella 2 mostra la percentuale di risposte corrette, errate e mancanti e
le percentuali di scelta di ogni opzione.

Tab. 2 — Dati relativi alla domanda d24, grado 10, test INVALSI, a.s. 2010/11

A (corretta) 58,3%
B 25,4%
C 7,9%
D 4,3%
Mancanti/non valide 4,1%

La domanda era molto simile alla precedente, ma la percentuale di rispo-
ste corrette € solo il 38,1% (la risposta corretta & I’opzione C); I’opzione B &
stata scelta quasi dalla stessa percentuale degli studenti: il 33,2%. In questo
caso la scelta della risposta corretta non ¢ predominante. A differenza della
domanda precedente tra i distrattori sono presenti tre equazioni che rappre-
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sentano molle che, a riposo, possono essere considerate lunghe; chi ha scelto
I’opzione B ha effettivamente indicato 1’equazione che rappresenta una mol-
la lunga ma con un coefficiente k che non traduce il concetto di molla “molto
resistente alla trazione”.

L’ obiettivo di questo quesito & quello di proporre un argomento in con-
tinuita con scuola secondaria di primo grado adeguando la richiesta a una
platea di studenti all’inizio della scuola secondaria di secondo grado. Tut-
tavia, i risultati non mostrano un consolidamento del concetto di rapidita
di variazione della variabile dipendente rispetto alla variabile indipendente.

Nelle due domande successive il concetto di pendenza viene proposto
attraverso la richiesta della lettura di un grafico spazio-tempo: in queste do-
mande occorre passare dal registro grafico alla descrizione del fenomeno
interpretando la pendenza dei segmenti come velocita.

La seguente domanda é stata somministrata nell’anno scolastico 2009/10
agli studenti di grado 8; il campione, da cui sono stati calcolate le statistiche,
era composto da 25.626 studenti.

Fig. 3— Domanda D15, grado 8, Test INVALSI, a.s. 2009/10

La tabella 3 mostra la percentuale di risposte corrette, errate e mancanti
per ogni item.
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Tab. 3 — Dati della domanda D15, grado 8, Test INVALSI a.s. 2009/10

Corrette Errate Mancanti o non valide
A 79% 19,4% 1,6%
B 57,7% 39,8% 2,5%
C 74, 7% 23,3% 2%
D 50,9% 45% 4,1%

La seguente domanda é stata somministrata nell’anno scolastico 2013/14
agli studenti di grado 10; il campione, da cui sono stati calcolate le statisti-
che, era composto da 36.932 studenti.

Fig. 4 — Domanda D28, grado 10, Test INVALSI, a.s.2013/14
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La tabella 4 mostra la percentuale di risposte corrette, errate e mancanti e
le percentuali di scelta di ogni opzione.

Tab. 4 — Dati relativi alla domanda D28, grado 10, Test INVALSI, a.s.2013/14

A 15,4%
B 9,6%
C 5,7%
D (corretta) 65,0%
Mancanti/non valide 4,3%

In questo caso, in un contesto di natura fisica supportato da un grafico
spazio-tempo, la percentuale di risposte corrette degli studenti migliora sen-
sibilmente rispetto a quella delle domande precedenti; una possibile inter-
pretazione di questo fatto si puo ricondurre a una maggiore padronanza degli
studenti nel passaggio dal registro grafico a quello verbale piuttosto che da
quello verbale a quello algebrico richiesto dalle domande precedentemente
analizzate.

Nelle due domande successive, entrambe andate in campo nella classe
seconda della scuola secondaria di secondo grado, la richiesta & quella di
passare dal registro grafico a quello algebrico. Nei quesiti il contesto ¢ pura-
mente matematico.

La domanda seguente € stata somministrata nell’a.s.2014/15 agli studenti
di grado 10; il campione, da cui sono calcolati i dati statistici, era composto
da 27.207 studenti.
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Fig. 5— Domanda D5, grado 10, Test INVALSI, a.s. 2014/15

La tabella 5 mostra la percentuale di risposte corrette, errate e mancanti e

le percentuali di scelta di ogni opzione.

Tab. 5 — Dati relativi alla domanda D5, grado 10, Test INVALSI a.s. 2014/15

A (corretta) 30,6%
B 9,0%
C 10,2%
D 47,7%
Mancanti/non valide 2,5%

Per rispondere correttamente € necessario avere compreso il significato di
intercetta e di pendenza. La percentuale di risposte corrette (opzione A) é del
30,6%. L’opzione D (scelta dal 47,7% dei rispondenti) rappresenta I’opzione
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di risposta in cui pendenza e intercetta coincidono rispettivamente con ascis-
sa e ordinata dei punti di intersezione della retta con gli assi cartesiani, ma in
cui la retta in questione ha pendenza positiva.

La seguente domanda é stata somministrata nell’anno scolastico 2016/17
agli studenti di grado 10; il campione, da cui sono stati calcolate le statisti-
che, era composto da 38.120 studenti.

D21. Considera laretta passante peripuntiA({-1;3)e B8 (2; 1).

La pendenza (o coefficiente angolare) della retta AB &

A O 3
2
B. O 2
3
C B
3
D. 0 -2
2

Fig. 6 — Domanda D21, grado 10, Test INVALSI, a.s. 2016/17

La tabella 6 mostra la percentuale di risposte corrette, errate e mancanti e
le percentuali di scelta di ogni opzione.
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Tab. 6 — Dati relativi alla domanda D21, Grado 10, Test INVALSI a.s. 2016/17

A 23,7%
B 18,1%
C (corretta) 29,6%
D 24,1%
Mancanti/non valide 4,5%

La percentuale di risposte corrette (opzione C) e del 29,6% e i distrattori
pit scelti sono I’opzione A e I’opzione B. Anche in questo caso I’alta
percentuale di scelte dell’opzione A potrebbe rivelare una mancata com-
prensione del significato del coefficiente angolare. E possibile che la prassi
didattica piu diffusa sia quella di non trattare 1’argomento nel primo biennio
demandandolo agli anni successivi.

Le ultime due domande che riguardano il concetto di derivata sono state
somministrate rispettivamente in classi quinte della scuola secondaria di se-
condo grado e al primo anno di universita.

La seguente domanda é stata somministrata nell’a.s. 2016/17 a un cam-
pione di 474 studenti degli istituti tecnici economici e tecnologici.

Fig. 7—Domanda D1, pretest INVALSI, grado 13, a.s. 2016/17
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Tab. 7 — Dati relativi alla domanda D1, grado 13, pretest INVALSI a.s.2016/17

Item a Item b

Errate 31% Errate 57%
Corrette 43% Corrette 13%
Mancanti 26% Mancanti 30%

Nell’item b, viene chiesto il valore della derivata prima in un punto di
una funzione, data I’equazione della retta tangente alla funzione stessa. L’e-
quazione della retta nel testo della domanda € in forma esplicita ed e quindi
esplicitato il coefficiente angolare. Per rispondere correttamente ¢ sufficiente
individuare il coefficiente angolare della retta tangente senza effettuare alcu-
na manipolazione algebrica o grafica; le basse percentuali di risposte corrette
indicano quindi la mancanza di padronanza del concetto di pendenza di una
retta associata alla derivata di una funzione. L’alta percentuale di risposte
mancanti conferma la non familiarita degli studenti che hanno effettuato il
pretest con i contenuti in gioco.

La domanda seguente € stata somministrata nell’a.a. 2016/17 a un cam-
pione (da cui vengono calcolati i dati statistici) di circa 300 studenti. Questi
studenti provengono da diverse facolta universitarie: Ingegneria, Architettu-
ra, Scienze della formazione, Farmacia, Economia e statistica.

Fig. 8 — Domanda D24, pretest INVALSI, matricole universitarie, a.a. 2016/17
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La tabella 8 mostra la percentuale di risposte corrette, errate e mancanti
e le percentuali di scelta di ogni opzione.

Tab. 8 — Dati relativi alla domanda D24 — item ¢, matricole universitarie a.s. 2016/17

A 1,59%
B 22,71%
C 12,75%
D 16,73%
Mancanti/non valide 46,22%

Tutti e tre gli item della domanda sono inerenti alla derivata prima e
all’individuazione del suo valore estrapolandolo dal grafico. Per rispondere
correttamente ai primi due item gli studenti devono individuare il valore
della derivata in due punti stazionari mentre nel terzo item il punto in
guestione non € stazionario. Come nel quesito analizzato in precedenza
(tab. 8) la percentuale di risposte corrette € molto bassa (la risposta
corretta € I’opzione D ed ¢ stata scelta dal 16,73% degli studenti). In questo
caso la domanda é a scelta multipla e analizzando le altre opzioni e le
relative percentuali di scelta si estrapolano informazioni interessanti. L’op-
zione piu scelta é stata la B (22,71% degli studenti), opzione i cui valori
rappresentano il range dell’ordinata della funzione con ascissa 1.

Anche in questa situazione, I’alta percentuale di risposte mancanti con-
ferma ancora una volta che gli studenti hanno delle difficolta con la com-
prensione del significato di derivata come pendenza della retta tangente.
Un’analisi statistica pit approfondita attraverso I’approccio metodologico
IRT (Rasch, 1980) che pone I’abilita dello studente e la difficolta della do-
manda sulla stessa scala mostra che anche gli studenti con abilita maggiori
non rispondono correttamente.

La seguente domanda é stata somministrata nell’a.s. 2016/17 a un cam-
pione di 474 studenti degli istituti tecnici economici e tecnologici.
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Fig. 9— Domanda D7, pretest INVALSI, a.s. 2016/17

Tab. 9 — Dati relativi alla domanda D7, grado 13, Pretest INVALSI a.s. 2016/17

A 43,55%
B 18,18%
C 6,98%
D 22,41%
Mancanti/non valide 8,88%

Rispetto alle domande precedenti la percentuale di risposte corrette € de-
cisamente superiore, anche se la richiesta non e espressa in maniera standard.
Per rispondere correttamente non & necessario avere acquisito il concetto di
derivata in tutti i suoi significati ma occorre ricordare una regola di calcolo
che coinvolge soltanto il registro algebrico.

4. Conclusioni

I risultati particolarmente negativi che emergono dalle domande sulle de-
rivate (sia quelle analizzate in questo contributo ma anche quelle relative alle
indagini internazionali come il TIMSS Advanced) ci hanno spinti a indagare
su quei concetti fondanti che dovrebbero essere oggetto di studio nel percor-
so di istruzione obbligatoria. L’analisi in verticale effettuata su alcuni quesiti
delle prove INVALSI ha fatto emergere nodi didattici collegati al concetto
di pendenza di una funzione e, in particolare, a questioni relative alle sue
diverse rappresentazioni. Come mostrano altri studi (i.e. Ferretti e Gambini,
2017) le analisi in verticale forniscono una ricchezza di informazioni per
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ricercatori e insegnanti e permettono un’analisi piu approfondita dei processi
di insegnamento e apprendimento; tutte queste informazioni, risultati, analisi
e interpretazioni didattiche possono essere utilizzate per esempio anche nel
campo della formazione degli insegnanti (Martignone, 2016).

Il concetto di pendenza legato alla derivata di una funzione é stato gia og-
getto di alcuni studi (Font et al., 2007, Berry e Nyman, 2003); in particolare
il ruolo delle rappresentazioni nell’apprendimento del concetto di derivata
puo essere esemplificato dal diagramma (Hahkioniemi, 2006) rappresentato
in figura 10.

Fig. 10 — Embodied and Symbolic Word (The role of representations in learning the
derivative, Hihkioniemi)

Il diagramma prende spunto dalla teoria di Tall (2003) in cui vengono
considerati “tre mondi matematici”: il (conceptual) embodied world, il (per-
ceptual) symbolic world e il formal (axiomatic) world (Gray e Tall, 2001).
Questa teoria e particolarmente adatta sia a descrivere I’apprendimento lon-
gitudinale della Matematica prima nei mondi embodied e symbolic e poi nel
formal world, sia a interpretare il “viaggio” che gli studenti fanno attraverso
i differenti mondi per arrivare alla costruzione di un concetto.

Per quanto riguarda I’apprendimento della derivata si potrebbe partire
dallo studio del moto, in particolare esaminando i concetti di velocita media
e di velocita istantanea. In un primo approccio si puo supporre che gli stu-
denti siano in grado di considerare alcuni aspetti della velocita istantanea a
livello qualitativo. Per esempio, la maggior parte degli studenti e in grado
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di percepire quando la velocita di un oggetto in movimento € alta o bassa
(Hahkioniemi, 2006). All’inizio quindi si potrebbe lavorare nel mondo della
percezione per imparare a definire qualitativamente il tasso di variazione
di una funzione dal grafico della funzione stessa. Le funzioni spazio-tempo
potrebbero poi aiutare gli studenti ad attivare le loro esperienze passate. Le
domande analizzate in questo articolo sulla velocita sembrerebbero in ef-
fetti mostrare che questo concetto fa parte del bagaglio di esperienze che lo
studente sa gestire, almeno in un contesto grafico, attraverso la lettura di un
diagramma posizione-tempo.

Analizzando infatti le domande sulla velocita sembra che per poter ri-
spondere correttamente al quesito somministrato agli studenti di grado 8 sia
necessario lavorare sul concetto di velocita come rapporto tra una variazione
di posizione e variazione di tempo (symbolic world) mentre nel quesito som-
ministrato agli studenti di grado 10 sembra sia prevalente il fatto percettivo
che un tratto di grafico ¢ decisamente piu “pendente” dell’altro (embodied
world). E peraltro possibile che i due registri lavorino insieme e quindi ren-
dano il concetto di velocita abbastanza stabile nel corso del tempo.

Se si analizzano i dati relativi alle domande sulle molle otteniamo infor-
mazioni aggiuntive. Per rispondere correttamente uno studente della scuola
secondaria di primo grado ha come unica possibilita quella di ragionare in
maniera quantitativa: una volta compreso quale sia la molla pit corta per
stabilire quale K competa a quella che € anche piu rigida, deve comprendere
che se si moltiplicano due quantita, K e P, a parita di P, € minore (vedi minore
allungamento) il prodotto con K minore. Lo studente in questione quindi pud
lavorare sul quesito dando significato a grandezze che variano, ragionando
su di un piano strettamente numerico-quantitativo. Lo studente della scuola
secondaria di secondo grado (grado 10) sembra invece avere perso questo
modo di ragionare, non riuscendo piu a interpretare il modello algebrico pro-
postogli. Alla fine della secondaria di secondo grado dovrebbe perd essere
in grado di graficare una relazione del tipo 1 =1, + k - P attribuendo ai coeffi-
cienti in gioco un preciso significato.

Se cosi fosse non dovrebbe essere difficile stabilire che la retta con pen-
denza minore € quella che si allunga meno ma evidentemente la prassi sco-
lastica non & ancora quella di lavorare in questa direzione. Questa ipotesi
sembra essere ulteriormente confermata dalle due domande somministrate al
grado 10 sul riconoscimento del grafico associato a un’equazione del tipo y =
ax + b e sul calcolo del coefficiente angolare della retta per due punti; eserci-
zi, peraltro estremamente standard, che richiamano conoscenze interamente
interne alla Matematica. Ecco quindi che I’embodied world non viene, via
via che lo studente cresce, supportato da un’adeguata e tempestiva riflessione
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sul symbolic world: le strade si dividono e quello che accade é di assistere a
una perdita di competenze se non addirittura a uno “scollamento” tra i vari
aspetti (significati) dello stesso oggetto matematico.

Se infine si considerano i tre quesiti sulla derivata, alla luce di quanto
emerso dall’analisi delle domande precedenti, i risultati non dovrebbero piu
stupire. Le percentuali di risposta molto basse sul significato di derivata
come pendenza della retta tangente a fronte di una percentuale molto piu
alta di risposte esatte nella domanda in cui si chiede un calcolo simbolico,
confermerebbe un profondo scollamento tra aspetto simbolico e significato
che impedisce a una larga maggioranza di studenti di appropriarsi in maniera
consapevole dei vari aspetti del concetto di pendenza.
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