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3. ANALISI DELLE COMPONENTI PRINCIPALI 
 

di Leonardo Salvatore Alaimo, Istituto Nazionale di Statistica Istat 
e Carlotta Pacifici, Sapienza Università di Roma 

 
 
 
 
 
 
 
 

Lo studio dei fenomeni complessi pone spesso il ricercatore di fronte alla 
necessità di analizzare molteplici variabili, ognuna delle quali contribuisce 
in modo diverso a definire il fenomeno di interesse. La gestione di un numero 
elevato di variabili può rappresentare un problema, specialmente se si punta 
a una lettura sintetica dei dati di partenza.  

L’obiettivo del metodo delle componenti principali – concepito da Pear-
son nel 1901 e in seguito sviluppato da Hotelling dal 1933 – è quello di in-
dividuare, a partire da un set di variabili tra loro correlate, ulteriori nuove 
variabili, dette componenti, ottenute tramite una combinazione lineare delle 
variabili originarie. Una volta calcolate, le componenti forniranno la sintesi 
più fedele dei dati, e per questo entreranno nel modello in numero minore 
rispetto alle variabili di partenza. 

Nei seguenti paragrafi verrà presentata l’analisi delle componenti princi-
pali (3.1), che sarà formalizzata analiticamente dal punto di vista della popo-
lazione (3.2). Successivamente, verranno illustrati dei metodi utili alla scelta 
delle componenti (3.3) e alla loro interpretazione (3.4).  

 
 

3.1. Introduzione 
 
L’analisi delle componenti principali si configura come una delle tecni-

che di statistica multivariata usate per la riduzione dimensionale dei feno-
meni, che punta ad un trade-off ottimale tra riduzione della complessità e 
perdita di informazioni rilevanti. Si utilizza esclusivamente per variabili 
quantitative che siano correlate tra loro. Data la presenza di interdipendenza 
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tra variabili, le dimensioni effettive attraverso cui il fenomeno verrà spiegato 
saranno inferiori a quelle osservate. Per mezzo delle componenti principali, 
sarà quindi possibile sostituire lo spazio ℝ formato dalle p variabili origi-
narie, con uno di dimensioni ridotte, ℝ. Il nuovo spazio sarà caratterizzato 
dalla scelta delle prime k componenti (con 𝑘 ≪ 𝑝) che permetteranno una 
spiegazione esaustiva del fenomeno di interesse. Il parametro che permette 
di definire la potenza informativa di una componente è la sua variabilità, e 
l’indice statistico più usato per quantificarla è la varianza. 

Le componenti principali sono dunque delle variabili ausiliarie, non di-
rettamente osservate, che forniscono una misura complessiva delle variabili 
di partenza. Le componenti vengono espresse in funzione delle variabili ori-
ginarie tramite una combinazione lineare di cui si dovrà massimizzare la va-
rianza. 

Ogni componente dovrà mettere in luce un aspetto diverso del dataset 
originario: per questo motivo è necessario che esse siano fra loro in-correlate 
(ortogonali). Il procedimento che consente di individuare le componenti è di 
tipo iterativo. Le componenti vengono estratte in modo sequenziale così che 
la prima spieghi il massimo della varianza comune a tutte le variabili, la se-
conda, non correlata con la prima, spieghi il massimo della varianza comune 
residua e così fino alla spiegazione di tutta la varianza. Riassumendo, si punta 
alla stima di componenti principali tali che: 

 siano combinazioni lineari delle variabili di partenza; 
 abbiano varianza massima; 
 siano in-correlate tra loro. 
Prima di presentare nel dettaglio il funzionamento del modello, occorre 

precisare che si possono adottare due approcci: uno inferenziale, basato sulla 
risoluzione di un problema di ottimo e su aspetti statistici riguardanti la ma-
trice varianze-covarianze, e l’altro più geometrico, basato sugli indici di di-
stanza. A prescindere dall’approccio scelto, la sostanza del modello rimane 
la stessa. L’analisi che verrà realizzata in questo lavoro seguirà il primo ap-
proccio. 

 
 

3.2. Formalizzazione del modello  
 
Considerato il vettore delle variabili casuali, 
 

 (1) 
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con 𝑖 ൌ 1, … , 𝑝, si cerca una combinazione lineare che vada a formare la 
prima componente principale 𝐿ଵ con la massima varianza: 
𝐿ଵ ൌ 𝑎ଵଵ𝑋ଵ   𝑎ଵଶ𝑋ଶ ⋯ 𝑎ଵ𝑋 ൌ 𝒂𝟏

ᇱ 𝒙  (2) 
 

dove 𝑎ଵ ൌ ሺ𝑎ଵଵ,𝑎ଵଶ, … ,𝑎ଵሻ’ indica il vettore di coefficienti associati alle p 
variabili casuali. Il vettore dei coefficienti da individuare dovrà massimiz-
zare la varianza totale della combinazione lineare espressa nella formula (2). 
A tal fine, si definisce dapprima la matrice varianze-covarianze del vettore 
di variabili casuali : 

 

 (3) 
 

dove Σ è una matrice (p x p) avente sulla diagonale principale le varianze 
e nei termini extra-diagonali le covarianze, e 𝜇 ൌ  ሾ𝐸ሺ𝑋ଵሻ, … , 𝐸൫𝑋൯ሿ′ è 
il vettore dei valori attesi associato a ciascuna variabile casuale. 

Per le proprietà di linearità della varianza, essendo la prima componente 
principale il risultato di una combinazione lineare, anche la sua varianza sarà 
una combinazione lineare data dalla matrice nella formula (3) a cui verrà pre-
moltiplicato e post-moltiplicato il vettore di coefficienti 𝑎ଵ. 

 

𝑉𝑎𝑟ሺ𝐿ଵሻ ൌ 𝑉𝑎𝑟ሺ𝒂𝟏
ᇱ 𝒙ሻ ൌ 𝒂𝟏′𝚺𝒂𝟏 (4) 

 

La varianza della componente 𝐿ଵ sarà proprio la funzione obiettivo da 
massimizzare. Affinché la soluzione sia unica e finita, è necessario imporre 
il vincolo di normalizzazione sulla norma del vettore dei coefficienti: 

 

𝒂𝟏
ᇱ 𝒂𝟏 ൌ 1.  (5) 

 

Il problema di massimo vincolato diventa, quindi: 
 

൜
max ሺ𝒂𝟏

ᇱ 𝚺𝒂𝟏ሻ
𝑠𝑢𝑏 𝒂𝟏

ᇱ 𝒂𝟏 ൌ 1
  (6) 

 

da risolvere per mezzo della funzione Lagrangiana. Ponendo le derivate par-
ziali uguali a zero, si ottiene l’equazione caratteristica di 𝚺: 

 

ሺ𝚺 െ  λ𝐈ሻ𝒂𝟏 ൌ  0.  (7) 
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dove I è la matrice identità1 di dimensione (p x p). 
Le soluzioni dell’equazione, ottenute ponendo |𝚺 െ  λ𝐈| ൌ 0, sono pro-

prio gli autovalori della matrice 𝚺. Dato che la matrice è semi-definita posi-
tiva, avrà p autovalori non negativi che risultano essere le soluzioni del si-
stema lineare in p incognite. Tenendo a mente il problema di massimizza-
zione, si sceglierà dapprima l’autovalore maggiore (chiamato 𝜆ଵ) a cui cor-
risponderà l’autovettore 𝒂𝟏. 

Moltiplicando nella (7), la soluzione diventa: 
 

𝚺𝒂𝟏 ൌ 𝜆ଵ𝒂𝟏  (8) 
 
Data la condizione di normalizzazione vista in nella formula (5), molti-

plicando ambo i membri per 𝒂𝟏
ᇱ , si ottiene: 

 
𝒂𝟏
ᇱ 𝚺𝒂𝟏 ൌ 𝜆ଵ𝒂𝟏

ᇱ 𝒂𝟏 ൌ 𝜆ଵ ൌ 𝑉𝑎𝑟ሺ𝐿ଵሻ  (9) 
 

La varianza della prima componente principale coincide con l’autovalore 
𝜆ଵ, pertanto questa risulta essere massimizzata, dal momento che è stato 
scelto il massimo autovalore associato a 𝚺. 

Passando alla determinazione della seconda componente principale, il 
percorso logico da seguire resta analogo. Tuttavia, il sistema di vincoli viene 
ampliato, aggiungendo la condizione di in-correlazione tra le prime due com-
ponenti principali.  

Data 𝐿ଶ ൌ 𝑎ଶଵ𝑋ଵ   𝑎ଶଶ𝑋ଶ  ⋯ 𝑎ଶ𝑋 ൌ 𝒂𝟐′𝒙, 
 

𝐶𝑜𝑣ሺ𝐿ଶ, 𝐿ଵሻ ൌ 𝐶𝑜𝑣ሺ𝒂𝟐
ᇱ 𝒙,𝒂𝟏

ᇱ 𝒙ሻ ൌ 𝐸ሾ𝒂𝟐
ᇱ ሺ𝒙 െ 𝝁ሻሺ𝒙 െ 𝝁ሻᇱ𝒂𝟏ሿ ൌ 

ൌ 𝒂′𝟐𝐸ሾሺ𝒙 െ 𝝁ሻሺ𝒙 െ 𝝁ሻᇱሿ𝒂𝟏 ൌ 𝒂′𝟐𝚺𝒂𝟏 ൌ 0 (10) 
 

Il problema di massimo vincolato diventa quindi  
 

ቐ
𝑚𝑎𝑥 ሺ𝒂𝟐′𝜮𝒂𝟐ሻ 
𝑠𝑢𝑏 𝒂𝟐

ᇱ 𝒂𝟐 ൌ 𝟏
𝑠𝑢𝑏 𝒂′𝟐𝜮𝒂𝟏 ൌ 𝟎

  (11) 

 
Risolvendo in modo analogo a quanto visto per la prima componente, si 

giunge all’equazione caratteristica: 
 

 
1 La matrice identità è una matrice quadrata in cui tutti gli elementi sulla diagonale principale 
sono costituiti dal numero 1 e tutti gli altri dal numero 0.  
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ሺ𝚺 െ  λ𝐈ሻ𝒂𝟐 ൌ  0  (12) 
 

dove la soluzione che massimizzerà la varianza della componente 𝐿ଶ sarà 𝜆ଶ, 
il secondo più grande autovalore di 𝚺, avente come corrispondente autovet-
tore proprio 𝒂𝟐. Il sistema non può avere come soluzione 𝜆ଵ poiché altrimenti 
gli 𝒂𝟏 e 𝒂𝟐 coinciderebbero, violando così il primo vincolo. Generalizzando, 
per l’m-esima componente si avrà la seguente combinazione lineare: 

 
𝐿 ൌ 𝑎ଵ𝑋ଵ   𝑎ଶ𝑋ଶ  ⋯ 𝑎𝑋 ൌ 𝒂𝒎′𝒙  (13) 

 
la cui varianza sarà massimizzata risolvendo il seguente problema di mas-
simo vincolato: 

 

ቐ
𝑚𝑎𝑥ሺ𝒂𝒎′𝚺𝒂𝒎ሻ 
𝑠𝑢𝑏 𝒂𝒎ᇱ 𝒂𝒎 ൌ 1 

𝑠𝑢𝑏 𝒂ᇱ𝒎𝚺𝒂𝟏 ൌ 𝒂ᇱ𝒎𝚺𝒂𝟐 ൌ 𝒂ᇱ𝒎𝚺𝒂𝟑 ൌ ⋯ ൌ 𝒂′𝒎𝚺𝒂𝒑 ൌ 0
  (14) 

 
avente come soluzione l’autovalore 𝜆, rispettiva varianza di 𝐿. 

L’analisi finora condotta permette di elencare alcune proprietà algebriche 
associate alle componenti principali della popolazione: 

Dato che ad ogni generica componente si lega l’autovalore con varianza 
immediatamente maggiore rispetto alla componente precedente, si possono 
ordinare le varianze di ciascuna componente: 

 
𝑉𝑎𝑟ሺ𝐿ଵሻ   𝑉𝑎𝑟ሺ𝐿ଶሻ  ⋯  𝑉𝑎𝑟ሺ𝐿ሻ  (15) 

 
Come visto in precedenza, la varianza di ogni componente principale è 

pari all’autovalore corrispondente. Ne segue che la somma delle varianze 
delle componenti è uguale alla somma delle varianze delle variabili casuali 
di : 

 
∑ 𝑉𝑎𝑟ሺ𝐿ሻ

ୀଵ ൌ ∑ 𝜆 ൌ 𝑡𝑟ሺ𝚺ሻ ൌ

ୀଵ ∑ 𝑉𝑎𝑟ሺ𝑥ሻ

ୀଵ   (16) 

 
È, quindi, possibile costruire un indicatore che quantifica la quota di va-

rianza totale spiegata da ciascuna componente: 
 

𝑃𝑜𝑟𝑧𝑖𝑜𝑛𝑒 𝑑𝑖 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑛𝑧𝑎 𝑠𝑝𝑖𝑒𝑔𝑎𝑡𝑎 𝑑𝑎 𝜆 ൌ
ఒ
௧ሺ𝚺ሻ

  (17) 
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Un problema applicativo dell’ACP riguarda la dipendenza delle compo-
nenti principali dall’unità di misura delle variabili di partenza. Infatti, il con-
fronto tra componenti risulta alterato se: 

 le variabili originarie non hanno la stessa unità di misura; 
 si effettuano cambiamenti di scala sulle variabili originarie; 
 la variabilità di una variabile è maggiore delle altre. 
Tutto ciò altererà la matrice varianze-covarianze e di conseguenza varie-

ranno anche i risultati dell’ACP. In riferimento all’ultimo punto, considerato 
che l’obiettivo dell’ACP è quello di riprodurre la variabilità del dataset ori-
ginario, la variabile che avrà maggior peso nel determinare le componenti, 
sarà senz’altro quella con maggiore variabilità. 

Per ovviare a questi problemi, prima di condurre un’ACP, si suggerisce 
l’uso di un campione che abbia variabili espresse in percentuale, sotto forma 
di numeri indici, oppure variabili standardizzate. Nel caso di quest’ultime, la 
matrice varianze-covarianze diventa la matrice di correlazione campionaria R: 
 

𝐑 ൌ ቌ
1 ⋯ 𝑟ଵ
⋮ ⋱ ⋮
𝑟ଵ ⋯ 1

ቍ  (18) 

 
Il problema di massimizzazione vincolata avrà, quindi, come matrice cen-

trale R anziché 𝐒. È utile notare che, nel caso delle variabili standardizzate, 
𝑡𝑟ሺ𝑹ሻ ൌ ∑ 1

ୀଵ ൌ 𝑝. 
 

 

3.3. Scelta delle componenti principali 
 
Una volta definite le componenti principali, l’obiettivo è ridurre lo spazio 

della matrice dei dati di partenza, prendendo il numero minore di componenti 
che, allo stesso tempo, ricostruisce quasi integralmente l’informazione ini-
ziale. Come già accennato nel paragrafo introduttivo, si cerca un numero di 
componenti k, con 𝑘 ≪ 𝑝, la cui varianza totale non sia eccessivamente in-
feriore a quella iniziale e sia tale da sintetizzare in modo esaustivo lo spazio 
p-dimensionale originario. 

Esistono diversi metodi di supporto alla decisione sul numero di componenti 
da selezionare. In questo contesto ne prenderemo in considerazione quattro:  

 stabilire una soglia minima sulla quota di varianza spiegata da un 
gruppo di componenti; 

 scree-graph; 
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 regola di Kaiser; 
 test d’ipotesi. 
Il primo metodo consiste nello stabilire una soglia minima Q* sulla 

quota di varianza totale che si vorrebbe spiegare tramite le prime k compo-
nenti principali (spesso 𝑄∗ ൎ 80% della varianza totale). Si sceglie il più 
piccolo numero delle componenti k il cui potere informativo sia maggiore o 
uguale della soglia stabilita. 

 
భାమା⋯ାೖ

௧ሺ𝐒ሻ
 𝑄∗               

భାమା⋯ାೖ


 𝑄∗  (19) 

                                       per variabili standardizzate 
 
Può risultare utile alla scelta rappresentare graficamente la percentuale di 

varianza spiegata da ciascuna componente, attraverso un grafico simile a 
quello riportato in Figura 1. 

 
Fig. 1 – Percentuale di varianza spiegata da ciascuna componente 

 
 
Questo metodo può risultare fuorviante nel caso in cui solo poche varia-

bili influiscono sulla determinazione delle componenti, portando a compo-
nenti poco rappresentative del dataset originario oppure troppo specifiche del 
campione considerato.  
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Lo scree-graph è un grafico che mette in relazione il numero di compo-
nenti principali (in ascissa) e gli autovalori corrispondenti (in ordinata). La 
Figura 2 riporta un esempio del grafico in questione con variabili standardiz-
zate. 

 
Fig. 2 – Esempio di scree-graph 

 
 
Per scegliere il numero ottimale di componenti principali si utilizza la c.d. 

regola del gomito. Il numero di componenti k da scegliere è quello in corri-
spondenza del quale l’andamento degli autovalori risulta essere fortemente 
decrescente a sinistra di k e circa costante a destra. Se a ridosso di k c’è una 
brusca variazione dell’andamento della spezzata, allora k è una valida soglia 
e tutte le componenti principali dopo questo valore sono considerate trascu-
rabili. Nell’esempio in figura 2, prenderemo in considerazione le prime due 
componenti. Tuttavia, può accadere che lo scree-graph presenti un anda-
mento decrescente, ma in modo non così evidente. In questi casi questo me-
todo risulta essere eccessivamente soggettivo e non attendibile. 

La regola di Kaiser si applica sia alle variabili non standardizzate che a 
quelle standardizzate. Nel primo caso, si sceglierà un numero di componenti 

k i cui autovalori sono maggiori della media, calcolata come: 
ଵ


∑ 𝑙

ୀଵ . Nel 

caso di variabili standardizzate, la media è pari a 1, dunque verranno consi-
derate solamente le componenti che hanno autovalori maggiori di 1, perché 
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spiegano una quota di varianza maggiore rispetto a quella di una singola va-
riabile. Nell’esempio riportato in Figura 2, si prenderanno soltanto le prime 
due componenti, perché presentano un autovalore maggiore di 1. 

L’ultimo metodo che viene presentato è di tipo inferenziale e si fonda 
sull’ipotesi di distribuzione multinormale della variabile casuale 𝑋. Questo 
metodo consiste nel testare che tutti gli autovalori della popolazione dopo k 
siano piccoli e uguali tra loro, e quindi trascurabili. Formalizzando il con-
cetto seguendo, avremo la seguente ipotesi nulla: 

 
𝐻: 𝜆ିାଵ ൌ 𝜆ିାଶ ൌ ⋯ ൌ 𝜆  (20) 

 
Se l’ipotesi nulla è vera, allora sarà possibile effettivamente ridurre la 

complessità di partenza e tenere solamente le prime k componenti che cattu-
rano la struttura sottostante ai dati. 

Per testare 𝐻, è necessario calcolare la statistica test a partire dalla me-
dia 𝑙 ̅degli ultimi k autovalori della matrice di varianze-covarianze campio-

naria: 𝑙 ̅ ൌ
ଵ


∑ 𝑙

ୀିାଵ . 

La statistica test v sarà: 
 

𝑣 ൌ ቀ𝑛 െ
ଶାଵଵ


ቁ ൫𝑘 ln 𝑙 ̅ െ ∑ ln

ୀିାଵ 𝑙൯  (21) 

 
Sotto l’ipotesi nulla, 𝑣 assume una distribuzione Chi-Quadrato con w 

=
ଵ

ଶ
ሺ𝑘 െ 1ሻ ሺ𝑘  2ሻ gradi di libertà; verrà rifiutata se sarà maggiore del valore 

critico associato ad un Chi-Quadrato con w gradi di libertà, fissato ad un dato 
livello di significatività. 

Per capire quale sia il numero ottimale di componenti da scegliere, si pro-
cede testando le componenti a partire dalle ultime, fino ad arrivare al valore 
k per cui si rifiuta l’ipotesi nulla di uguaglianza tra gli autovalori. Ad esem-
pio, si comincia col testare 𝐻ଶ: 𝜆ିଵ ൌ 𝜆, se non la si rifiuta, allo step suc-
cessivo si testerà 𝐻ଷ: 𝜆ିଶ ൌ 𝜆ିଵ ൌ 𝜆; se non si rifiuta neanche questa, 
allora si ingloberà l’altro autovalore 𝜆ିଷnell’ipotesi 𝐻ସ, e così via. Ci si 
fermerà solamente quando si avrà quel k che implica il rifiuto di 𝐻. Da ciò 
deriva che: 𝑙 sarà il primo autovalore di S statisticamente significativo, e 
quindi 𝐿 è la prima componente da considerare sul totale delle p compo-
nenti. 
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3.4. Interpretazione delle componenti principali 
 
L’interpretazione delle componenti principali dipende molto dal grado di 

conoscenza che si possiede del fenomeno oggetto di studio. Esistono tuttavia 
dei metodi oggettivi che sono di supporto all’individuazione del contesto se-
mantico in cui si inserisce ciascuna componente. I metodi principali sono 3: 

 interpretazione in base ai pesi delle variabili; 
 correlazione tra variabile e componente; 
 biplot. 
Una volta che il vettore di variabili casuali si è realizzato in un cam-

pione di n unità statistiche, il vettore 𝑳𝒗 rappresenta il punteggio della v-
esima componente principale lungo tutte le n unità: 

 

𝑳𝒗 ൌ ൭
𝐿ଵ௩
⋮
𝐿௩

൱ ൌ 𝑎௩ଵ𝒙.ଵ  𝑎௩ଶ𝒙.ଶ  ⋯ 𝑎௩𝒙. ⋯ 𝑎௩𝒙.,  (22) 

 
dove 𝒙.𝒎 ൌ ሺ𝑥ଵ ,⋯ , 𝑥,⋯ , 𝑥ሻ′. 

I coefficienti associati a ciascun vettore colonna di variabili osservate 
൫𝒙.𝟏, 𝒙.𝟐, ⋯ ,𝒙.𝒑൯, rappresentano i pesi assunti da ciascuna variabile nella 
determinazione delle componenti. Ad esempio, 𝑎௩ è il peso che il vettore 
delle realizzazioni della variabile 𝒙.𝒎 ha nella definizione della v-esima com-
ponente. 

Per far sì che i pesi aiutino nell’interpretazione delle componenti principali, 
è bene guardare al loro segno e ammontare. Il segno indica il verso della rela-
zione che esiste tra la m-esima variabile e la v-esima componente: se questo è 
positivo, la relazione è diretta, altrimenti sarà inversa. In aggiunta, valutare 
l’ammontare dà un’idea generica sull’entità della relazione: maggiore, in va-
lore assoluto, sarà il coefficiente, maggiore è l’influenza della m-esima varia-
bile sulla v-esima componente. Analizzando soltanto i pesi, quindi, si è già in 
grado di capire quali variabili di partenza caratterizzano in misura maggiore, e 
in quale direzione, la componente di interesse. Questo metodo presenta dei 
limiti, poiché il valore dei pesi è espresso in termini assoluti, pertanto, leg-
gendo solo un valore non si riesce a dedurre il grado di importanza di una spe-
cifica variabile, finché non lo si confronta con altri pesi. 

L’analisi della correlazione tra variabile e componente risolve il limite 
del metodo precedente perché si basa sui coefficienti di correlazione tra va-
riabili e componenti. Nel caso di variabili non standardizzate, la correlazione 
tra la v-esima componente e la m-esima variabile sarà pari a: 
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𝑟ೡ,௫ ൌ
௩ሺೡ,௫ሻ 

ඥ௩ሺೡሻൈඥ௩ሺ௫ሻ
ൌ

ೡೡ
ඥೡൈ௦

ൌ
ඥೡ
௦
𝑎௩  (23) 

 

dove 𝑠 ൌ ටଵ


∑ ሺ𝑥 െ 𝑥ሻ

ୀଵ . 

 
Nel caso di variabili standardizzate, la correlazione sarà 

 
𝑟ೡ, ൌ ඥ𝑙௩𝑎௩  (24) 

 
dato che, sulla diagonale principale della matrice di correlazione, tutte le 

varianze, e quindi tutte le deviazioni standard, sono pari a 1. 
Siccome l’indice di correlazione varia fra -1 e 1, non è più necessario 

leggere un valore di concerto con altri per trarre conclusioni sul legame tra 
variabili e componenti: infatti, se l’indice di correlazione 𝑟ೡ,௭/௫ è pros-
simo in valore assoluto ad 1, si potrà dire con sicurezza (ossia a prescindere 
dal comportamento delle altre variabili) che la variabile m-esima influenza 
molto la v-esima componente principale e, il segno indicherà la direzione di 
questa relazione. 

Il biplot è un metodo grafico di supporto all’interpretazione simultanea 
di componenti, variabili e unità. Deriva dalla scomposizione in valori singo-
lari della matrice dei dati standardizzati, procedura che non verrà trattata in 
questo paragrafo. Gli elementi utili alla costruzione del biplot sono: 

 i punteggi standardizzati delle unità per le componenti principali da 
inserire nel biplot. Nella formula (19) è stato illustrato il punteggio in 
termini assoluti della componente 𝐿௩, per standardizzarlo è necessario 
dividerlo per la radice quadrata del rispettivo autovalore 𝑙௩, che rap-
presenta la soluzione del problema di massimizzazione: 

 

𝑳௩ሖ ൌ
𝑳𝒗
ඥೡ

ൌ ൬భೡ
ඥೡ

,
మೡ
ඥೡ

,⋯ ,
ೡ
ඥೡ
൰
ᇱ
  (25) 

 
Questi punteggi sono definiti punti-unità e sono rappresentati nel gra-
fico tramite dei puntini. 

 I coefficienti di correlazione tra componenti principali e variabili, detti 
punti-variabile. Le correlazioni sono rappresentate tramite una freccia 
uscente dall’origine degli assi. La direzione della freccia indicherà il 
segno della relazione con le componenti. 

 La porzione di varianza di ciascuna variabile spiegata dalle compo-
nenti principali. La lunghezza delle frecce associate ad ogni variabile 
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dipende proprio da questo parametro: più lunga sarà la freccia, mag-
giore sarà la quota di varianza spiegata dalle componenti inserite nel 
biplot. 

Per semplicità si considera, solitamente, una rappresentazione bidimen-
sionale comprendente le sole prime due componenti: in tal caso, le coordi-
nate dei punti-unità saranno date dai punteggi delle unità per le prime due 
componenti, mentre le coordinate dei punti-variabile rappresentano le corre-
lazioni tra una specifica variabile e le due componenti. Di conseguenza, la 
quota di varianza della variabile catturata dall’ACP sarà calcolata solamente 
sulle prime due componenti. I confronti che possono essere fatti tramite 
l’analisi del biplot permettono di interpretare i punti-unità e i punti-variabile 
tra loro ma anche rispetto alle componenti principali. 

Si procede dapprima con l’interpretazione dei punti-unità. Se più unità 
risultano vicine tra loro nel biplot, queste avranno una composizione simile 
sia in termini di componenti principali, che in termini di variabili di partenza. 
Nel caso dei punti-variabile, si può analizzare sia la correlazione tra variabili 
e componenti principali, ma anche la correlazione delle variabili tra loro. Ini-
ziando col primo concetto, si può affermare che, se la freccia associata ad 
una variabile è parallela all’asse indicante una componente, la correlazione 
tra questi due elementi è forte. Se, al contrario, la freccia è perpendicolare 
all’asse di una componente, la correlazione sarà prossima a zero. Il segno 
della correlazione sarà dato dalla direzione della freccia. 

Passando al secondo concetto, due variabili sono tanto più positivamente 
correlate quanto più le loro frecce formano un angolo piccolo; al contrario, 
se le frecce formano un angolo prossimo a quello piatto, le due variabili sono 
correlate negativamente. Se, invece, le frecce formano un angolo retto, le 
variabili possono ritenersi in-correlate. Infine, è interessante guardare alla 
relazione simultanea tra punti-unità e i punti-variabile. Se un’unità si posi-
ziona oltre la freccia associata ad una variabile, si può affermare che l’unità 
presenta valori della variabile in questione superiori alla media. Se, al con-
trario, un’unità è prossima all’origine degli assi, assumerà valori delle varia-
bili originarie rispettivamente prossimi alla media. 

La Figura 3 riporta un esempio di biplot, che descrive la relazione tra le 
20 regioni italiane (punti-unità) e 7 variabili (punti-variabile) che mirano a 
sintetizzare la qualità del lavoro. 
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Fig. 3 – Biplot 

 
 
Per quanto concerne l’interpretazione dei punti-unità, è possibile indivi-

duare almeno tre gruppi che racchiudono le regioni italiane: il primo è quello 
che comprende la maggior parte delle regioni del Sud (Sardegna, Puglia, 
Campania, Sicilia e Calabria); il secondo ingloba le regioni del Nord e del 
Centro-nord (Valle d’Aosta, Lombardia, Piemonte, Veneto, Friuli–Venezia 
Giulia, Emilia Romagna, Liguria e Toscana); infine l’ultimo gruppo, meno 
numeroso, è formato dalle regioni Lazio, Basilicata ed Abruzzo. Le regioni 
appartenenti a ciascuna di queste tre macro-aree sono caratterizzate dalla 
stessa composizione in termini di componenti principali e di variabili origi-
narie. Riguardo i punti-variabile, la prima componente è fortemente e posi-
tivamente correlata con le variabili che rappresentano una condizione con-
trattuale del lavoratore particolarmente precaria (occupati a termine, bassa 
paga, part-time involontario, occupati non regolari, percezione di insicurezza 
del lavoro); le suddette variabili sono anche positivamente correlate fra loro 
perché l’angolo che formano a due a due è molto piccolo. Al contrario, è 
possibile notare come la percezione di insicurezza del lavoro e la soddisfa-
zione per il lavoro svolto siano negativamente correlate perché formano pres-
soché un angolo piatto. La seconda componente principale, invece, è corre-
lata negativamente con la variabile riferita agli occupati sovraistruiti. Infine, 
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quanto alla relazione tra punti-unità e punti-variabile, si può affermare che 
la Sicilia e la Calabria sono caratterizzate da una presenza di lavoro precario 
maggiore in media rispetto a tutte le altre regioni, e che, invece, i valori delle 
variabili originarie assunti dalle regioni Liguria e Molise sono pressoché 
nella media. 
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