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Il presente manuale è una raccolta collettanea di contributi che presen-
tano una nuova chiave di lettura dello sviluppo locale, declinando in pro-
spettiva scientifico-divulgativa “nuove” teorie e tematiche classiche che
hanno costituito da sempre lo schema di ciò che normalmente viene iden-
tificato sviluppo locale. Vi è, quindi, una multiformità di tematiche che po-
trebbero, a primo impatto, apparire eterogenee e distanti dagli obiettivi di
sviluppo: come il tema della salute e della sanità. Il Covid-19 ha confer-
mato, però, che immaginare oggi uno sviluppo locale a prescindere dalle
tematiche sanitarie di un territorio rappresenta sicuramente un’assurdità.
Ma nelle vecchie teorie dello sviluppo locale questa tematica non è ri-
scontrabile. Questa declinazione dello sviluppo locale è inserita all’interno
della nuova vision della cosiddetta “Economia di Francesco” che è il chia-
ro riferimento all’evoluzione dell’economia civile di A. Genovesi arricchita
dalle suggestioni francescane e benedettine compendiate nella “Laudato
Sii” di San Francesco e nella “Regola” di San Benedetto. L’occasione di
questo manuale è data dalla presentazione degli atti del progetto SKIN
(Short supply chain Knowledge and Innovation Network, finanziato nel-
l’ambito del programma Horizon 2020) che ha avuto come Lead Partner
l’Università di Foggia (Dipartimento di Economia) e si è appena concluso
dando alla luce un’importante rete tematica europea sulla filiera corta.
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5. ANALISI DISCRIMINANTE 
 

di Leonardo Salvatore Alaimo, Istituto Nazionale di Statistica – Istat 
e Federica Nobile, Sapienza Università di Roma 

 
 
 
 
 
 
 

L’analisi discriminante rientra tra le metodologie statistiche dell’analisi 
multivariata per risolvere problemi di classificazione. Nel dettaglio, viene 
considerata l’attribuzione di un’unità o di un’osservazione a una e una sola 
popolazione di appartenenza, tra tutte le possibili, in base alle caratteristiche 
specifiche.  

L’analisi discriminante è stata introdotta da R. A. Fisher nel 1936 in uno 
studio condotto con l’obiettivo di individuare l’appartenenza di reperti fossili 
a due gruppi alternativi, quello delle scimmie o quello degli umanoidi.  

Questa procedura comprende numerose tecniche, che possono essere rag-
gruppate in due grandi categorie: le tecniche non parametriche, in cui non si 
ipotizza alcuna distribuzione per le popolazioni di interesse, e quelle para-
metriche, in cui le distribuzioni possono essere completamente o parzial-
mente specificate. 

 
 

5.1. Introduzione 
 
L’analisi discriminante può porsi due obiettivi: 
 obiettivo descrittivo: individuare la combinazione lineare di variabili, 

detta funzione discriminate, che meglio distingue i diversi gruppi, per-
seguendo l’omogeneità interna e l’eterogeneità tra i gruppi; 

 obiettivo predittivo: attribuire un’unità futura ai gruppi osservati sulla 
base di una discriminazione già esistente. 

Qualsiasi procedura, nella pratica, viene stimata su dataset di training, 
avendo prefissato inizialmente un intento descrittivo; in un secondo mo-
mento, validato il modello su un dataset di test, questo può essere applicato 
con fini predittivi. 
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Per una corretta interpretazione dei risultati delle classificazioni ottenute, 
è necessario valutare e confermare le ipotesi alla base dei modelli che si uti-
lizzeranno (come ad esempio, l’assenza di multi-collinearità tra le variabili 
indipendenti o l’omoschedasticità1), oltre a verificare che il gruppo meno nu-
meroso contenga almeno 20 unità e che il numero delle variabili indipendenti 
prese in esame sia inferiore alle osservazioni in ogni gruppo. 

 
 

5.2. Funzione discriminante 
 

Come già anticipato, le combinazioni lineari di p variabili indipendenti 
X1, X2, …, Xp che permettono di diversificare i gruppi sono dette funzioni 
discriminanti e hanno la seguente equazione per l’individuo imo: 

 
Yi = a1 Z1i + a2 Z2i + … + ap Zpi  (1) 
 
dove: 

 Yi è il punteggio riportato dall’unità i sulla funzione discriminante; 
 Z1i, Z2i, …, Zpi sono i punteggi standardizzati delle p variabili indipen-

denti X1, X2, …, Xp relativi all’individuo i; 
 a1, a2, …, ap sono i coefficienti della funzione discriminante per le p 

variabili indipendenti X1, X2, …, Xp. 
 
Attraverso il ricorso ai diversi metodi vengono stimati i coefficienti a in 

modo da rendere la devianza, definita rispetto alle X, massima tra i gruppi e 
minima entro i gruppi. 

La scelta della funzione discriminante che meglio si adatta ai dati a di-
sposizione dipende, dunque, dalla sua capacità discriminatoria. È necessario, 
infatti, all’inizio dell’analisi verificare se effettivamente possa esistere una 
funzione discriminante. Può essere utile a questo scopo, successivamente a 
una preliminare analisi grafica del dataset, calcolare l’indice Lambda di 
Wilks (2), un valore legato ad un test multivariato in cui viene testata l’ipotesi 
nulla di mancanza di differenze statisticamente significative tra due o più 
popolazioni: 

 

𝛬ௐ௜௟௞௦ ൌ  ∏
ଵ

ଵା ఒ೔
௜   (2) 

 
1 Si parla di multi-collinearità quando due o più variabili indipendenti sono correlate fra loro 
(a due a due o a gruppi). Due o più variabili sono omoschedastiche se hanno la stessa varianza.  
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dove i 𝜆௜ rappresentano gli autovalori ordinati, che saranno trattati nel pros-
simo paragrafo. Se non è possibile rifiutare l’ipotesi nulla, la procedura di 
ricerca della funzione discriminante può arrestarsi perché quest’ultima non 
esiste (o meglio non esiste quella con le caratteristiche ottimali che si vo-
gliono perseguire). Se, al contrario, l’ipotesi nulla può essere rifiutata, si 
estrae la prima funzione discriminante e si elimina il suo contributo dalle 
variabili indipendenti, per poi ripetere il test con l’ipotesi nulla riguardante 
le restanti funzioni. 

Per ogni funzione discriminante, inoltre, è possibile calcolare il coeffi-
ciente di correlazione canonica, che fornisce una misura per la correlazione 
tra la funzione discriminante stessa e l’appartenenza delle osservazioni ai K 
gruppi individuati. Questo aspetto è rappresentato attraverso K variabili di-
cotomiche, pari a 1 se l’unità appartiene al gruppo kmo oppure a 0 se non vi 
appartiene. Il coefficiente è dato dalla (3): 

 
𝜂௜ ൌ  ඥሾ 𝜆௜ / ሺ1 ൅  𝜆௜ ሻ ሿ  (3) 

 
Dunque, più questo valore è alto e maggiore è la capacità discriminante 

della funzione presa in esame. 
 
 

5.3. Metodologie d’analisi 
 
5.3.1. Approccio non parametrico 
 

Nell’approccio non parametrico, comunemente definito fisheriano, non 
viene ipotizzata alcuna distribuzione per le popolazioni considerate. Sarà 
presentato inizialmente il caso di due popolazioni, esteso poi a generiche p 
popolazioni. 

Vengono supposte due popolazioni X1 e X2, rappresentate da due variabili 
casuali di dimensione K, in cui il generico elemento Xj1 (o in modo analogo 
Xj2) indica il valore della componente jma (con j=1, …, K). Dalle popolazioni 
di origine si osservano due campioni casuali, di numerosità n1 e n2, che co-
stituiscono a loro volta due vettori di osservazioni, in cui il generico elemento 
xij1 (o in modo analogo xij2) indica la ima osservazione per la jma componente 
dalla popolazione X1. 

Le osservazioni vengono registrate in matrici di lavoro n1 x K e n2 x K, 
che possono essere anche congiunte in un’unica di dimensione (n1 + n2) x K: 
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𝑥ଵଵଵ 𝑥ଵଶଵ …… 𝑥ଵ௄ଵ 

…… ……. …… …… 

𝑥௡భଵଵ 𝑥௡భଶଵ …… 𝑥௡భ௄ଵ 

𝑥ଵଵଶ 𝑥ଵଶଶ …… 𝑥ଵ௄ଶ 

 …… …… …… …… 

𝑥௡మଵଶ 𝑥௡మଶଶ …… 𝑥௡మ௄ଶ 

 
Occorre innanzitutto individuare i due vettori delle medie campionarie, 

𝑥̅ଵe 𝑥̅ଶ, il cui generico elemento 𝑥̅௝௣ indica la media per la jma componente 
(con j=1, …, K) della popolazione p (con p=1, 2): 

 

𝑥̅௝௣ ൌ  
ଵ

௡೛
 ∑ 𝑥௜௝௣

௡೛
௜ୀଵ   (4) 

 
La funzione discriminante, in questo caso lineare, presa in considerazione 

è del tipo (5): 
 

∑ 𝑎௝𝑋௝ ൌ 𝒂ᇱ𝑿௄
௝ୀଵ   (5) 

 
dove a rappresenta il vettore dei coefficienti e X il vettore delle K compo-
nenti. 

L’idea di base è quella di attribuire l’osservazione x a una popolazione in 
modo tale da rendere minima la distanza tra l’osservazione e la media cam-
pionaria della popolazione rispetto alle varie componenti. Nel caso di X1 
deve essere valido che: 

 
|𝒂ᇱ𝒙 െ 𝒂′𝒙ഥ𝟏| ൏  |𝒂ᇱ𝒙 െ 𝒂′𝒙ഥ𝟐|  (6) 
 
mentre nel caso di X2: 
 
|𝒂ᇱ𝒙 െ 𝒂′𝒙ഥ𝟏| ൐ |𝒂ᇱ𝒙 െ 𝒂′𝒙ഥ𝟐|  (7) 
 

Prima di procedere alla definizione della quantità da massimizzare per il 
calcolo dei coefficienti a1, a2, …, aK, bisogna definire il vettore delle medie 
“totali” 𝑥 ഥe la matrice delle varianze e covarianze “totali” S, considerando 
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come numerosità totale n = n1 + n2. Nel primo caso il generico elemento è 
dato da (8): 

 

𝑥̅௝ ൌ  
௡భ
௡

 𝑥௝ଵ ൅  
௡మ
௡

 𝑥௝ଶ ൌ  
ଵ

௡
 ሺ∑ 𝑥௜௝ଵ ൅  ∑ 𝑥௜௝ଶ

௡మ
௜ୀଵ

௡భ
௜ୀଵ ሻ  (8) 

 
Nel caso della varianza, il generico elemento è dato da (9): 
  

𝑠௝
ଶ ൌ  

ଵ

௡
 ൣ∑ ሺ𝑥௜௝ଵ െ  𝑥̅௝  ሻଶ ൅  ∑ ሺ𝑥௜௝ଶ െ  𝑥̅௝ሻଶ

௡మ
௜ୀଵ

௡భ
௜ୀଵ ൧  (9) 

 
mentre per la covarianza (∀ j≠h j,h=1, …, K) è dato da (10): 
 

𝑠௝௛ ൌ  
ଵ

௡
ൣ∑ ൫𝑥௜௝ଵ െ  𝑥̅௝൯ሺ𝑥௜௛ଵ െ  𝑥̅௛ሻ ൅ ௡భ

௜ୀଵ ∑ ൫𝑥௜௝ଶ െ  𝑥̅௝൯ሺ𝑥௜௛ଶ െ  𝑥̅௛ሻ 
௡మ
௜ୀଵ ൧ (10) 

 
Si vuole massimizzare la distanza in modulo tra i vettori delle medie cam-

pionarie delle due popolazioni moltiplicati per il vettore dei coefficienti a; il 
problema di massimo si formalizza nel seguente modo (11): 

 
௡భ௡భ
௡మ

ሺ𝒂′𝒙ഥ𝟏 െ 𝒂′𝒙ഥ𝟐ሻଶ ൌ  
௡భ௡మ
௡మ

 ሾ𝒂ᇱሺ𝒙ഥ𝟏 െ  𝒙ഥ𝟐ሻሿଶ ൌ  
௡భ௡మ
௡మ

 𝒂′ሺ𝒙ഥ𝟏 െ  𝒙ഥ𝟐ሻሺ𝒙ഥ𝟏 െ  𝒙ഥ𝟐ሻ′𝒂 (11) 

 
È necessario porre un vincolo sul vettore a così da poter ottenere un’unica 

soluzione di massimo determinata (12): 
 

𝒂ᇱ𝑆𝒂 ൌ 1  (12) 
 
Mettendo insieme queste due espressioni e definendo 𝑆௕ ൌ  

௡భ௡మ
௡మ

ሺ𝑥̅ଵ െ
 𝑥̅ଶሻሺ𝑥̅ଵ െ  𝑥̅ଶሻᇱ, il problema di massimo vincolato è il seguente (13): 

 

൜ max𝒂ᇱ𝑆௕𝒂
𝑠. 𝑣.𝒂ᇱ𝑆𝒂 ൌ 1

  (13) 

 
Definendo la matrice delle varianze e covarianze within come una “me-

dia” ponderata per le numerosità delle matrici di varianza e covarianza cam-

pionaria per i due campioni di osservazioni 𝑆௪ ൌ
௡భ
௡
𝑆ଵ ൅  

௡మ
௡
𝑆ଶ, si dimostra 

che (14): 
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𝑆 ൌ  𝑆௪ ൅  
௡భ௡మ
௡మ

ሺ𝑥̅ଵ െ  𝑥̅ଶሻሺ𝑥̅ଵ െ  𝑥̅ଶሻᇱ ൌ  𝑆௪ ൅  𝑆௕  (14) 

 
Si ricava, dunque, la relazione 𝒂ᇱ𝑆௕𝒂 ൌ 𝒂ᇱ𝑆𝒂 െ 𝒂′𝑆௪𝒂; fissato 𝑎ᇱ𝑆𝑎, 

massimizzare 𝒂ᇱ𝑆௕𝒂 equivale a minimizzare 𝒂′𝑆௪𝒂, quindi il problema di 
massimo vincolato diventa: 

 

ቊmax
௡

௡భ௡మ

𝒂ᇲௌ್𝒂

𝒂ᇱௌೢ𝒂
ൌ  

𝒂ᇱሺ௫̅భି ௫̅మሻሺ௫̅భି ௫̅మሻᇲ𝒂

𝒂ᇲሺ௡భௌభା ௡మௌమሻ𝒂

𝑠. 𝑣.  𝒂ᇱ𝑆𝒂 ൌ 1 
  (15) 

 
Ricorrendo alla tecnica dei moltiplicatori di Lagrange, si ha la funzione (16): 
 
𝑙 ൌ 𝒂ᇱ𝑆௕𝒂 െ  𝝀ሺ𝒂ᇱ𝑆𝒂 െ 1ሻ  (16) 
 

da cui si ricava l’uguaglianza 𝑆௕𝒂 ൌ  𝜆𝑆𝒂. Moltiplicando entrambi i 
membri per S-1 si ottiene: 

 
𝑆ିଵ𝑆௕𝒂 ൌ 𝜆𝒂  (17) 
 
che rappresenta un’equazione agli autovalori, in cui λ è un autovalore della 
matrice 𝑆ିଵ𝑆௕. Considerando il vincolo e moltiplicando entrambi i membri 
per 𝒂ᇱ, si ha (18): 

 
𝒂ᇱ𝑆௕𝒂 ൌ  𝜆 𝒂ᇱ𝑆𝒂 ൌ  𝜆  (18) 

 
In particolare, 𝜆 è il massimo autovalore della matrice 𝑆ିଵ𝑆௕, che ha 

rango pari a 1 dal momento che rangoሺ𝑆௕ሻ ൌ 1 (essendo la matrice 𝑆௕ ge-
nerata dalla moltiplicazione di un vettore colonna per il suo trasporto). La 
matrice 𝑆ିଵ𝑆௕ ha, quindi, un solo autovalore non nullo. L’autovalore 𝜆 può 
essere calcolato, fra i vari metodi possibili, nel seguente modo: 

 porre 𝒚 ൌ √௡భ௡మ
௡

 ሺ𝒙ഥ𝟏 െ 𝒙ഥ𝟐ሻ, quindi 𝑆௕ ൌ 𝒚𝒚′ e di conseguenza 

𝑆ିଵ𝒚𝒚ᇱ𝒂 ൌ  𝜆𝒂; 
 moltiplicare entrambi i membri per y’ in modo da avere 

ሺ𝒚ᇱ𝑆ିଵ𝒚ሻ𝒚ᇱ𝒂 ൌ 𝜆𝒚′𝒂. 
È evidente che:  

 

𝜆 ൌ  𝒚ᇱ𝑆ିଵ𝒚 ൌ  
௡భ௡మ
௡𝟐

 ሺ𝒙ഥ𝟏 െ 𝒙ഥ𝟐ሻᇱ𝑆ିଵሺ𝒙ഥ𝟏 െ 𝒙ഥ𝟐ሻ  (19) 
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Facendo ricorso all’equazione agli autovalori 𝑆௕𝒂 ൌ 𝜆𝑆𝒂, si ha (20): 
 

𝑆𝒂 ൌ
ଵ

ఒ
 𝑆௕𝒂 ൌ

ଵ

 ఒ
 𝒚ሺ𝒚ᇱ𝒂ሻ ൌ

𝒚ᇱ𝒂

 ఒ
 𝒚  (20) 

 

e ponendo γ pari allo scalare 
𝒚ᇱ𝒂

 ఒ
 , 

 
𝒂 ൌ 𝛾𝑆ିଵ𝒚 ൌ 𝑐𝑆ିଵሺ𝒙ഥ𝟏 െ 𝒙ഥ𝟐ሻ  (21) 
 

Affinché venga rispettato il vincolo del problema di massimizzazione, si 
ricava facilmente che: 
 

𝛾 ൌ
ଵ

√ఒ
 e 𝑐 ൌ √௡భ௡మ

௡√ఒ
  (22) 

 
È possibile estendere questa trattazione al caso di p popolazioni X1, X2, 

…, Xp. I procedimenti iniziali sono i medesimi, con l’ovvia accortezza di 
estendere i calcoli a tutti i p campioni generati dalle variabili casuali X1, X2, 
…, Xp. La differenza sostanziale, però, risiede nella possibilità, in questo 
caso specifico, di non individuare una sola funzione discriminante, bensì 
tante funzioni discriminanti quanti sono gli autovalori non nulli della matrice 
𝑆ିଵ𝑆௕, numerosità stabilita dal rango della matrice stessa: 

 
𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜ሺ𝑆ିଵ𝑆௕ሻ ൑ minሼ𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜ሺ𝑆ିଵሻ, 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜ሺ𝑆௕ሻሽ ൌ minሼ𝐾,𝑝 െ 1ሽ 

 
dal momento che 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜ሺ𝑆ିଵሻ ൌ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜ሺ𝑆ሻ ൌ 𝐾 e si dimostra che se 

𝐾 െ 1 ൒ 𝑝 allora 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜ሺ𝑆௕ሻ ൌ 𝑝 െ 1, dove K corrisponde alla numerosità 
delle componenti prese in esame e p alle popolazioni considerate. Dunque, 
poiché 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜ሺ𝑆ିଵ𝑆௕ሻ ൌ 𝑔, si hanno g autovalori non nulli 𝜆ଵ, 𝜆ଶ, …, 𝜆௚ 
ordinati in modo non decrescente. 

È importante sottolineare che, man mano che si tenta di determinare suc-
cessive funzioni discriminanti, nel problema di massimizzazione vincolato 
bisogna aggiungere un nuovo vincolo che indichi l’ortogonalità tra le fun-
zioni discriminanti lineari. Ad esempio, per determinarne la seconda fun-
zione discriminante, il problema di massimo vincolato sarà il seguente (23): 
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ቐ
max𝒂ଶ′𝑆௕𝒂ଶ

𝑠. 𝑣.  𝒂ଶ
ᇱ 𝑆𝒂ଶ ൌ 1 

𝑠. 𝑣.  𝒂ଵ
ᇱ 𝑆𝒂ଶ ൌ 0 

  (23) 

 
Non è però sempre conveniente determinate tutti i g autovalori non nulli: 

è auspicabile estrarre t funzioni discriminanti lineari e fermarsi quando il 
contributo della successiva non è notevole. Un rapporto che indica la capa-
cità discriminante delle prime t funzioni sul totale è il seguente (24): 

 
∑ ఒ೜
೟
೜సభ

∑ ఒ೜
೒
೜సభ

ൌ  
∑ ఒ೜
೟
೜సభ

௧௥ሺௌషభௌ್ሻ
  (24) 

 
 

5.4. Approccio parametrico: metodo della massima verosimi-
glianza 

 
L’approccio parametrico all’analisi discriminante è basato su un’ipotesi 

distributiva circa le p popolazioni rappresentate da variabili casuali X1, X2, 
…, Xp, le cui funzioni di densità o le masse di probabilità sono indicate ge-
nericamente con p1(x), p2(x), …, pp(x). 

Si supponga inizialmente che queste funzioni siano completamente note. 
Anche in questo caso un’osservazione x è attribuita a una popolazione in 
modo da rendere minimo l’errore di classificazione: si vuole massimizzare 
pl(x), intendendo con pl(x) la probabilità a priori con cui l’osservazione sia 
stata generata dalla popolazione l data. Specificando la suddetta ipotesi ri-
spetto alla famiglia multinormale, la funzione di densità della variabile Xl 

(con l=1, 2, …, p) sarà (25): 
 

𝑝௟ሺ𝑥ሻ ൌ
ଵ

ሺଶగሻೖ/మ|∑೗|భ/మ  exp ሼെ
ଵ

ଶ
ሺ𝑥 െ 𝜇௟ሻ′∑௟

ିଵሺ𝑥 െ 𝜇௟ሻ  (25) 

 
Massimizzare pl(x) equivale a massimizzare ln pl(x): 
 

ln 𝑝௟ሺ𝑥ሻ ൌ െ
௞

ଶ
lnሺ2𝜋ሻ െ

ଵ

ଶ
𝑙𝑛|∑௟| െ

ଵ

ଶ
ሺ𝑥 െ 𝜇௟ሻᇱ∑௟

ିଵሺ𝑥 െ 𝜇௟ሻ ≅  𝜏௟ െ
ଵ

ଶ
ሺ𝑥 െ

𝜇௟ሻᇱ∑௟
ିଵሺ𝑥 െ 𝜇௟ሻ  (26) 
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L’ultima approssimazione è definita funzione discriminante quadratica: 
un’osservazione x è attribuita alla popolazione Xl se e solo se è massima la 
corrispondente funzione discriminante quadratica. 

Un caso semplificato è quello in cui tutte le popolazioni hanno la stessa 
matrice di varianze e covarianze ∑ e per questo la funzione discriminante 
quadratica da massimizzare ha la seguente forma (27): 

 

𝜏 െ
ଵ

ଶ
ሺ𝑥 െ 𝜇௟ሻᇱ∑ିଵሺ𝑥 െ 𝜇௟ሻ ൌ  𝜏 െ

ଵ

ଶ
𝑥′∑ିଵ𝑥 െ

ଵ

ଶ
𝜇௟′∑ିଵ𝜇௟ ൅ 𝑥′∑ିଵ𝜇௟  ≅

  ≅  െ
ଵ

ଶ
𝜇௟′∑ିଵ𝜇௟ ൅ 𝑥′∑ିଵ𝜇௟   (27) 

 
Si giunge, in questo modo, ad approssimare nuovamente una funzione 

discriminante lineare. 
Tuttavia, la situazione più frequente è quella in cui uno o più parametri 

delle funzioni di densità sono incogniti: si utilizza la procedura di massima 
verosimiglianza appena descritta, considerando al posto dei parametri inco-
gniti le relative stime. Ipotizzando sempre per semplicità una distribuzione 
di densità multinormale, consideriamo il vettore delle medie 𝜇௟ e la matrice 
di varianze e covarianze ∑௟ incogniti. Il caso più semplice è quello in cui le 
matrici ∑௟ siano tutte uguali per le p popolazioni. Estraiamo dalle p popola-
zioni i rispettivi campioni tra loro indipendenti di numerosità nl, per i quali 
calcoliamo il vettore delle medie campionarie 𝑥௟ഥ  e la matrice di varianze e 
covarianze campionarie 𝑆௟. Considerandole come variabili casuali multiple è 
noto che il vettore delle medie campionarie ha distribuzione multinormale 
con valore atteso 𝜇௟ e matrice di varianze e covarianze pari a ሺ1 𝑛⁄ ሻ∑, mentre 
𝑛௟𝑆௟ ha distribuzione Wk di Wishart di parametri ∑ e ሺ𝑛௟ െ 1ሻ. Prima di poter 
procedere con la stima di massima verosimiglianza, però, è necessario veri-
ficare che tutte le funzioni di densità p1(x), p2(x), …, pp(x) e che, quindi, tutti 
i vettori delle medie 𝜇ଵ, 𝜇ଶ, … , 𝜇௣ siano diversi, nonostante l’ipotesi di ugua-
glianza delle matrici di varianze e covarianze. Il test d’ipotesi è dunque il 
seguente (28): 

 

൜
𝐻଴: 𝜇ଵ ൌ  𝜇ଶ  ൌ  …  ൌ  𝜇௣

𝐻ଵ: non tutti i vettori 𝜇ଵ, 𝜇ଶ, … , 𝜇௣ sono uguali  (28) 

  
Questa verifica d’ipotesi può essere svolta sia con il test T2 di Hotteling 

nel caso di p=2, sia con il test del rapporto delle massime verosimiglianze 
con p>2. 
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Per concludere, considerando 𝑥̅௟ la stima del vettore delle medie e 𝑆௪ ൌ
 ∑

௡೗
௡

 𝑆௟
௣
௟ୀଵ  la stima della matrice di varianze e covarianze, l’osservazione x 

sarà attribuita alla popolazione Xl in modo da massimizzare: 
 

ଵ

ଶ
 𝑥̅௟′𝑆௪ିଵ𝑥̅௟ ൅  𝑥௟′𝑆௪ିଵ𝑥௟  (29) 

 
 

5.5. Accuratezza della classificazione 
 

Un’analisi preliminare dell’accuratezza della classificazione ottenuta 
dall’analisi discriminante si ha considerando la matrice di confusione2. Per 
semplicità, consideriamo il caso di due popolazioni: 
 
 

 
 
 

REALTÀ  

POP. 1 POP. 2 TOT 

M
O

D
EL

LO
 

POP. 1 Classificati corretta-
mente alla pop. 1 

Classificati erronea-
mente alla pop. 1 
piuttosto che alla 

pop. 2 

𝑛ଵ
௦௧௜௠௔௧௢ 

POP. 2 

Classificati erronea-
mente alla pop. 2 
piuttosto che alla 

pop. 1 

Classificati corretta-
mente alla pop. 2 

 
 

𝑛ଶ
௦௧௜௠௔௧௢ 

 
 

 
 

TOT 𝑛ଵ 𝑛ଶ 𝑛 

  
 
L’errore di classificazione è dato dal rapporto tra la somma dei misclas-

sificati (classificati male) per entrambe le popolazioni e la numerosità totale 
delle osservazioni. A questa misura è possibile accostare anche quella 
dell’accuratezza (il suo complemento), data dal rapporto tra le unità classifi-
cate correttamente per entrambe le popolazioni e la numerosità totale. 

Esistono, inoltre, indici più specifici per valutare la procedura dell’analisi 
discriminante rispetto all’assegnazione casuale ai gruppi definiti. Il criterio 

 
2 La matrice di confusione restituisce una rappresentazione dell’accuratezza di classificazione 
statistica. Ogni riga della matrice rappresenta i valori predetti, mentre ogni colonna rappre-
senta i valori reali. Attraverso questa matrice è osservabile se vi è “confusione” nella classifi-
cazione di diverse classi. 
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proporzionale è dato dalla differenza tra le unità classificate casualmente 
(He) e quelle ben classificate attraverso il modello (Ho), che corrispondono 
alla misura di accuratezza già descritta: 
 
𝐻𝑒 ൌ ∑ 𝑛௝ 𝐾⁄௄

௝ୀଵ   (30) 

 
dove K indica il numero dei gruppi e 𝑛௝ la numerosità di ogni gruppo. 

Queste due quantità possono essere valutate alla luce della statistica z di 
Huberty (zH), che ha una distribuzione normale standard: 
 

𝑧𝐻 ൌ
ሺு௢ିு௘ሻ√௡

ඥு௘ ሺ௡ିு௘ሻ
  (31) 

 
Un altro indice utilizzabile per valutare l’accuratezza della classificazione 

è il criterio di miglioramento rispetto al caso (Improvement Over Chance 
Criterion – IOCC): 
 

𝐼𝑂𝐶𝐶 ൌ  
ሺ
ಹ೚
೙
ି
ಹ೐
೙
ሻ

ሺଵି
ಹ೐
೙
ሻ

  (32) 

 
Questo è pari a 1 nel caso di classificazione perfetta; più si allontana da 

questa soglia e minore è il vantaggio rispetto a una classificazione del tutto 
casuale. 

È corretto calcolare questi indici sulla base di una classificazione ottenuta 
attraverso procedure di cross-validation (per esempio, leave-one-out o k-fold 
cross validation). 

 
 
5.6. Ulteriori sviluppi 

 
Grazie alla sempre maggiore disponibilità di dati, si sono diffuse meto-

dologie che rientrano nel campo del Machine Learning (che appartiene 
all’intelligenza artificiale). In questo ambito sono varie le tecniche sviluppate 
per risolvere problemi di classificazione. Nel seguente paragrafo ne verranno 
riportate con intento esemplificativo due: il K-nearest neighbor classifier e 
le support vector machines. 
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K-nearest neighbor classifier 
L’idea alla base di questo metodo non parametrico è quella di classificare 

osservazioni future rispetto a gruppi determinati considerando il criterio della 
somiglianza: il riferimento è il calcolo della distanza euclidea al quadrato tra 
le nuove unità e quelle già prese in esame (33):  

 
𝑑ሺ𝑝, 𝑞ሻ ൌ ඥ∑ ሺ𝑝௜ െ 𝑞௜ሻଶ

௡
௜ୀଵ   (33) 

 
Una volta determinata la classe di appartenenza in base ai vicini più vicini, 

l’etichetta viene stabilita considerando il “voto di maggioranza” delle unità 
che compongono il vicinato, la cui importanza può essere anche ponderata 
con l’inverso della distanza al quadrato 𝑤 ൌ 1 𝑑ଶ⁄ . Questo è un modello con 
un unico parametro k, che può rappresentare sia la scelta del numero di vicini 
da confrontare che il raggio dell’intorno con centro la nuova osservazione. Il 
problema, però, si complica quando: 

 le covariate rispetto alle quali generare la classificazione sono sia qua-
litative che quantitative perché questo modello è applicabile solo a va-
riabili quantitative; 

 i dati da trattare sono di grandi dimensioni così da far perdere il signi-
ficato effettivo della distanza euclidea. 

La complessità, inoltre, dipende molto anche dalla scelta di k, che in-
fluenza fortemente la capacità previsiva del modello: se k è troppo piccolo il 
modello è eccessivamente sensibile a valori anomali; se, invece, è troppo 
grande, c’è il rischio di includere in un gruppo unità che dovrebbero appar-
tenere ad altri. 

I problemi della distanza euclidea sono, dunque, di due ordini: il curse of 
dimensionality, già accennato, e la possibilità di ottenere risultati simili con 
configurazioni molto diverse. Una soluzione potrebbe essere quella di norma-
lizzare i vettori delle covariate in modo da ottenere vettori a somma unitaria. 
Una semplificazione è quella di considerare due variabili quantitative e il pa-
rametro k pari a 1: in questo modo si ottiene un diagramma, detto Voronoi 
diagram, considerando un solo vicino alla volta e dividendo la superficie in 
spazi con forma poligonale che inglobino una sola osservazione (Figura 1).  
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Fig. 1 – Voronoi diagram 

 
 

Support vector machines: margine di decisione non lineare 
Le support vector machines (SVM) sono tecniche molto sofisticate da un 

punto di vista matematico e si fondano sulla “Statistical learning theory” di 
Vapnik (1995), che comprende metodi di ottimizzazione in campo statistico.  

Si considerino per semplicità i problemi di classificazione binaria, dei 
quali, però, si tralascia la trattazione del caso di classi linearmente separabili, 
dal momento che questa tipologia di problema è facilmente risolvibile anche 
con gli strumenti della statistica classica. Il passo avanti delle SVM sta 
nell’individuazione, ove necessario, di funzioni di separazione non lineari. 
In questo caso, l’idea è aumentare la dimensionalità dello spazio di input 
considerato perché si ritiene che due gruppi, non separabili linearmente nello 
spazio a due dimensioni (input space), potrebbero esserlo in uno spazio tra-
sformato (feature space) (Figura 2). 
 
Fig. 2 – Trasformazione dell’input space in feature space (esempio grafico) 
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L’obiettivo è, dunque, individuare le trasformazioni giuste tra tutte le pos-
sibili. Il problema di ottimizzazione di partenza è lo stesso che si ottiene nel 
caso di classi linearmente separabili. Definendo il margine m, come l’am-
piezza della fascia che si generare tra le rette caratteristiche delle due classi, 
lo scopo della procedura è quello di massimizzare questa quantità (34): 

 

𝑚 ൌ
ଵ

‖௪‖
  (34) 

 
Il margine, dunque, dipende dai pesi w che devono essere determinati fa-

cendo riferimento all’equazione della retta ottimale 𝒘ᇱ𝒙 ൅ 𝑏 ൌ 0. Il pro-
blema di ottimizzazione è vincolato perché bisogna individuare il margine 
più largo possibile senza che all’interno ci siano unità: 

 

ቊ
min

ଵ

ଶ
‖𝑤‖ଶ

𝑠. 𝑣.𝑦௜ሺ𝒘′𝑥௜ ൅ 𝑏ሻ ൒ 1 ∀𝑖 
  (35) 

 
dove 𝑦௜ ൌ ሼെ1, 1ሽ in base all’appartenenza dell’unità i-ma a una delle due 
classi. 

Sviluppando la funzione lagrangiana e derivandola, il problema può esser 
posto anche nella forma duale: 

 

ቐ
max𝑊ሺ𝛼ሻ ൌ ∑ 𝛼௜

௡
௜ୀଵ െ

ଵ

ଶ
∑ ∑ 𝛼௜𝛼௝𝑦௜𝑦௝𝒙௜′𝒙௝

௡
௝ୀଵ

௡
௜ୀଵ

𝑠. 𝑣.  𝛼௜ ൒ 0 
𝑠. 𝑣.∑  𝛼௜𝑦௜ ൌ 0௡

௜ୀଵ  

  (36) 

 
In questa formulazione i parametri da individuare sono gli 𝛼௜ e per ridurne 

la numerosità vengono introdotte le condizioni di Karush Kuhn Tucker: di 
tutti gli 𝛼௜ vengono presi in considerazione quelli tali per cui 

 
𝛼௜  ሾ𝑦௜ሺ𝒘ᇱ𝑥௜ ൅ 𝑏ሻ െ 1ሿ ൌ 0  (37) 

 
cioè tutti quei punti 𝛼௜ sulle rette estreme che delimitano il margine. I 

vettori 𝛼 così determinai vengono definiti vettori di supporto (Figura 3). 
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Fig. 3 – Rappresentazione grafica in cui vengono evidenziati i vettori di supporto 

 
 
Nel caso particolare che si vuole sviluppare nel presente paragrafo, il pro-

blema di ottimizzazione vincolato è il seguente (38):  
 

ቐ
max𝑊ሺ𝛼ሻ ൌ ∑ 𝛼௜

௡
௜ୀଵ െ

ଵ

ଶ
∑ ∑ 𝛼௜𝛼௝𝑦௜𝑦௝𝒙௜′𝒙௝

௡
௝ୀଵ

௡
௜ୀଵ

𝑠. 𝑣.  𝐶 ൒ 𝛼௜ ൒ 0
𝑠. 𝑣.∑  𝛼௜𝑦௜ ൌ 0௡

௜ୀଵ  

  (38) 

 
dove il valore C è scelto a priori e controlla il trade-off tra l’ampiezza del 

margine e il numero di punti all’interno in una situazione di minore rigidità. 
Il prodotto 𝒙௜′𝒙௝, definito inner product, è un prodotto scalare: tanto più è 
elevato quanto più i vettori si somigliano. Con l’introduzione della trasfor-
mata 𝜑ሺ. ሻ questo scalare può essere sostituito dalla funzione Kernel, che non 
è altro che il prodotto scalare3 tra i vettori unità tramite le variabili trasfor-
mate: 

 
𝐾ሺ𝑥௜ ,𝑦௜ሻ ൌ 𝜑ሺ𝑥௜ሻ′𝜑ሺ𝑦௜ሻ  (39) 

 
Questa sostituzione rientra nella procedura definita Kernel trick: indivi-

duare la funzione Kernel permette di non dover risalire alle trasformazioni 
da valutare sui dati, che richiederebbe un iter molto più complesso. Ciò è 
possibile soprattutto perché le funzioni Kernel sono limitate, in quanto de-
vono rispettare le condizioni di Mercer (40): 

 

 
3 Numero reale frutto del prodotto fra due vettori.  
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𝐾ሺ𝑥,𝑦ሻ 𝑡. 𝑐.∑ 𝐾ሺ𝑥௜ ,𝑦௜ሻ𝑐௜𝑐௝ ൒ 0 ∀𝑖, 𝑗௜,௝   (40) 

 
Alcune tipologie di funzioni Kernel da poter considerare sono: 
 Kernel polinomiale: 𝐾ሺ𝑥, 𝑦ሻ ൌ ሺ𝑥ᇱ𝑦 ൅ 1ሻௗ; 
 Kernel basato sui radiali: 𝐾ሺ𝑥,𝑦ሻ ൌ exp ሺെ‖𝑥 െ 𝑦‖ଶ/ሺ2𝜎ଶሻ; 
 Kernel sigmoide: 𝐾ሺ𝑥,𝑦ሻ ൌ tanhሺ𝑘𝑥ᇱ𝑦 ൅ 𝜃ሻ. 

 
Dunque, la scelta della procedura da seguire nel caso di un problema di 

classificare dipende molto dalla tipologia e dalla numerosità dei dati a dispo-
sizione: si può optare per le tecniche della statistica classica oppure per le 
tecniche più innovative del Machine Learning, ove possibile, soprattutto nel 
caso di grandi moli di dati. 
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