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Sommario

In questa tesi si è contribuito all’avanzamento delle conoscenze sull’utilizzo di un
innovativo dispositivo chiamato Inerter nel controllo delle vibrazioni di strutture
tipiche dell’Ingegneria civile.

L’Inerter, nel caso ideale, è in grado di generare una forza proporzionale alla
differenza di accelerazione tra i due suoi terminali e a una massa inerziale, chia-
mata inertanza. La principale caratteristica del dispositivo risiede nel fatto che la
massa inerziale può essere anche ordini di grandezza maggiore rispetto a quella gra-
vitazionale. Questo dispositivo è stato sviluppato per migliorare le prestazioni delle
sospensioni nelle auto da corsa in Formula 1 e quindi per applicazioni tipiche dell’In-
gegneria meccanica. Solo recentemente diversi autori ne hanno proposto l’utilizzo
anche nell’Ingegneria civile che, a differenza di quella meccanica, è caratterizzata
da sistemi di grandi dimensioni, con masse elevate.

In questa tesi in particolare, è stato studiato l’utilizzo dell’Inerter in strutture
civili soggette ad azioni indirette alla base come quelle indotte dai terremoti. Il
disaccoppiamento tra massa inerziale e massa gravitazione legato all’Inerter, infatti,
risulta particolarmente interessante nel caso di azioni inerziali come quelle sismiche.
Lo studio ha affrontato questo tema nella prima parte da un punto di vista teorico
e nella seconda parte da un punto di vista sperimentale.

Nella prima parte, dal punto di vista teorico l’Inerter è stato studiato come ele-
mento aggiuntivo ai tradizionali sistemi per il controllo delle vibrazioni al fine di
migliorarne le prestazioni in termini di efficacia e robustezza. In particolare sono
state studiate tre diverse configurazioni strutturali per le quali i tradizionali siste-
mi di controllo possono presentare degli inconvenienti e/o prestazioni non elevate,
ovvero strutture multipiano a base fissa, strutture multipiano isolate alla base e
strutture adiacenti.

Nel caso di strutture multipiano a base fissa è stato proposto l’utilizzo del dispo-
sitivo Inerter (massa gravitazionale piccola, ma inerziale elevata) insieme ai tradi-
zionali sistemi Tuned Mass Damper (TMD) di tipo convenzionale (massa gravitazio-
nale piccola) nella configurazione definita in letteratura come Tuned Mass Damper
Inerter, TMDI. In letteratura sono presenti numerosi studi che dimostrano, sia da
un punto di vista teorico sia sperimentale, come per avere sistemi TMD efficaci e
robusti è necessaria un’elevata massa inerziale che si traduce in una massa gravita-
zionale elevata (TMD non convenzionale). Quindi attraverso l’utilizzo dell’Inerter
è possibile ottenere un innovativo sistema a massa accordata, il TMDI, che risulta
leggero, ma anche robusto ed efficace a seguito dell’elevato rapporto di massa iner-
ziale. In questa configurazione, lo studio ha affrontato, attraverso la definizione di
un sistema ridotto, il tema dell’allocazione ottimale, della progettazione ottimale
e della valutazione delle prestazioni sia con azioni semplificate (rumore bianco) sia
con azioni più realistiche (terremoti far-field e near-fault).

Nel caso di strutture multipiano isolate alla base (BIS) si propone l’utilizzo
del sistema TMDI al fine di limitare gli spostamenti laterali del basamento senza
incrementarne in modo significativo le accelerazioni. Lo studio ha affrontato i te-
mi della progettazione ottimale e della valutazione delle prestazioni sia nel caso di
azioni di tipo stocastico (rumore bianco e rumore bianco colorato) che nel caso di
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accelerogrammi naturali (relativi a terremoti di tipo far-field e near-fault). L’atten-
zione è stata in inoltre rivolta all’influenza sia dello smorzamento del BIS sia delle
caratteristiche dinamiche della sovrastruttura.

Infine, è stato studiato l’Inerter come elemento di collegamento di strutture
adiacenti. In particolare è stata valutata l’influenza che tale dispositivo ha sulle
caratteristiche dinamiche del sistema nel caso sia posto in parallelo a una con-
nessione viscoelastica. L’attenzione è stata anche rivolta allo studio da un punto
di vista analitico di sistemi difettivi, ovvero sistemi caratterizzati dalla coalescen-
za degli autovalori. Questi sistemi godono di proprietà dinamiche particolarmente
interessanti al fine del controllo strutturale.

Nella seconda parte, sulla base degli studi teorici condotti, sono stati presen-
tati i risultati legati a due diverse sperimentazioni dinamiche. In letteratura in-
fatti le evidenze sperimentali legate all’utilizzo dell’Inerter per applicazioni tipiche
dell’Ingegneria civile risultano limitate.

La prima sperimentazione è stata orientata alla caratterizzazione di un prototipo
in scala di Inerter a pignone e cremagliera mediante test a spostamento armonico
imposto. Sono stati indagati range di ampiezze e frequenze tipiche dell’Ingegne-
ria civile al fine di poter valutare in che modo il comportamento meccanico del
dispositivo si allontana rispetto a quello ideale.

La finalità della seconda sperimentazione su tavola vibrante è stata invece quella
di valutare l’applicabilità, la fattibilità, la robustezza e l’efficacia del sistema di
controllo TMDI nel ridurre lo spostamento di un sistema isolato senza incrementarne
le accelerazioni. Il sistema di controllo è stato testato in diverse configurazioni e
con diverse forzanti sia al fine di studiarne la risposta dinamica che di valutare
l’influenza dei parametri inerziali.

Per entrambe le sperimentazioni sono stati definiti modelli numerici non lineari
interpretativi e predittivi delle evidenze sperimentali.
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Capitolo 1

Introduzione

1.1 Il controllo strutturale

Negli ultimi decenni, il tema del controllo strutturale sta suscitando sempre maggio-
re interesse nello studio di sistemi in grado di ridurre la risposta dinamica di edifici
e ponti soggetti ad azioni esterne come il vento e i terremoti. Inoltre, gli sforzi
intrapresi al fine di far diventare questi sistemi di controllo una tecnologia prati-
cabile ne hanno permesso una notevole diffusione in un’ampia varietà di strutture.
La nuova filosofia progettuale infatti si sta orientando sempre di più all’utilizzo di
sistemi di controllo strutturale e non più all’affidamento esclusivo delle prestazione
dei materiali costruttivi come invece avveniva in passato.

Il controllo strutturale prevede l’utilizzo di sistemi in grado di ridurre la risposta
dinamica di strutture soggette ad azioni come ad esempio quella sismica. Anche
se la suddivisione tra le diverse tecnologie di controllo strutturale non è univoca
[Symans e Constantinou, 1999 e Soong e Spencer, 2002], generalmente i sistemi di
controllo strutturale vengono classificati in sistemi di controllo passivo, attivo, ibido
e semi-attivo.

I sistemi per il controllo passivo, opportunamente allocati nella struttura, non
richiedono una sorgente di energia esterna per il loro funzionamento, ma sviluppano
forze di controllo utilizzando esclusivamente il movimento relativo tra le parti in cui
è posizionato prodotte dal moto della struttura. In Fig. 1.1 si riporta lo schema di
un sistema dotato di un generico sistema passivo di dissipazione di energia (Passive
Energy Dissipation, PDE).

AZIONE SISTEMA RISPOSTA

PED

Figura 1.1. Schema del sistema con controllo passivo.

I sistemi per il controllo attivo, Fig. 1.2, invece richiedono una significativa sor-
gente di potenza esterna per il loro funzionamento. L’energia viene utilizzata per
applicare alla struttura forze di controllo variabili nel tempo al fine di contrastare
le forze derivanti dall’azione esterna e quindi ottenerne riduzioni sostanziali della
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risposta dinamica. Le forze di controllo sono generate da un sistema di attuato-
ri comandati da un algoritmo di controllo le cui decisioni si basano sul feedback
proveniente da un sistema di sensori che misurano in tempo reale la risposta della
struttura e/o sulle informazioni feedforward provenienti dalla misura dell’eccitazio-
ne. Il sistema è complesso e richiede notevoli erogazioni di potenza durante l’azione
di controllo.

AZIONE SISTEMA RISPOSTA

COMPUTERSENSORI SENSORI

ATTUATORE

Figura 1.2. Schema del sistema con controllo attivo.

I sistemi di controllo ibrido sono generalmente sistemi che utilizzano in maniera
combinata sistemi di controllo attivo e passivo.

Infine i sistemi di controllo semi-attivo, Fig. 1.3, richiedono per operare piccole
sorgenti di potenza esterna (ordini di grandezza più basse rispetto a quelle che
si usano nel controllo attivo) necessarie per regolare nel tempo le caratteristiche
meccaniche dei dispositivi che lo compongono e quindi la corrispondente forza di
controllo. Resta quindi necessario l’algoritmo di controllo, il feedback proveniente
dal sistema di sensori che misurano in tempo reale la risposta della struttura e/o le
informazioni feedforward provenienti dalla misura dell’eccitazione.

AZIONE SISTEMA RISPOSTA

COMPUTERSENSORI SENSORI

ATTUATORE

PED

Figura 1.3. Schema del sistema con controllo semi-attivo.

1.2 Sistemi di controllo passivo
Per applicazioni tipiche dell’Ingegneria civile, risultano tipicamente praticabili i soli
sistemi i controllo passivo e semi-attivo. Nel seguito si farà riferimento solo ai sistemi
passivi, lasciando da parte quelli semi-attivi che, a fronte del vantaggio di richiedere
piccole erogazioni di potenza, mantengono comunque una elevata complessità di
gestione e manutenzione.
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Le tecnologie di controllo passivo si possono dividere in:

• sistemi di isolamento [Soong e Costantinou, 2014, Basili e De Angelis, 2014,
Reggio e De Angelis, 2013 e Reggio e De Angelis, 2014];

• dissipazione di energia [Basili e De Angelis, 2007b, Basili e De Angelis, 2007a,
Basili, De Angelis e Fraraccio, 2013, Symans, Charney et al., 2008 e Ciampi
et al., 1995];

• sistemi a massa accordata (o Tuned Mass Damper, TMD) [Housner et al.,
1997 e Soong e Costantinou, 2014].

(a) (b) (c)

(d) (e)

Figura 1.4. Schema dei tradizionali sistemi di controllo passivo: (a) Isolamento alla base,
(b) TMD convenzionale, (c) TMD non convenzionale, (d) controventi dissipativi e (e)
strutture adiacenti.

1.2.1 Sistemi di isolamento

Negli ultimi tre decenni, l’isolamento alla base è diventata una strategia di controllo
delle vibrazioni passiva ampiamente diffusa per proteggere i ponti (ad es. [Kunde
e Jangid, 2003]), gli edifici (ad es. [Warn e Ryan, 2012 e Reggio e De Angelis,
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2015), strutture strategiche (ad es. [De Angelis, Giannini et al., 2010, Paolacci
et al., 2013 e Whittaker e Kumar, 2014]) e componenti sensibili sensibili secondari
posizionati all’interno di strutture (ad es. [Reggio e De Angelis, 2013 e Reggio e De
Angelis, 2014]) da vibrazioni orizzontali indotte dal terremoto. Si basa sulla discon-
nessione mediante isolatori elastomerici e/o a scorrimento tra la struttura/oggetto
da proteggere (sovrastruttura) e il suo basamento/fondazione al fine di di limita-
re il trasferimento dell’energia di input sulla sovrastruttura, Fig. 1.4 (a). Questa
disposizione realizza un sistema isolato alla base (BIS) con un periodo naturale
fondamentale significativamente più grande rispetto alla struttura a base fissa (cioè
non isolata). Di conseguenza, il BIS, rispetto a strutture non isolate, risulta eccitato
da azioni sismiche/inerziali sensibilmente inferiori con valori massimi delle accele-
razioni notevolmente ridotte nel caso delle tipiche eccitazioni indotte dai terremoti.
Inoltre, il lungo periodo fondamentale di vibrare tipico dei BIS comporta che il si-
stema isolamento e struttura si comportino come un unico corpo rigido, riducendo
quindi anche le deformazioni nella sovrastruttura (ad esempio, i drift di interpiano
negli edifici). Tuttavia, tutti questi vantaggi di cui sopra comportano considerevoli
spostamenti del basamento che possono essere dannosi per la stabilità degli isolatori
e per l’integrità generale dei BIS.

Questi elevati spostamenti del basamento possono risultare critici nel caso di
terremoti caratterizzati da un elevato contenuto energetico alle basse frequenze che
possono entrare in risonanza con il periodo fondamentale del BIS (ad esempio, [Jan-
gid e Kelly, 2001]), mentre l’uso di un supplementare smorzatore viscoso per mitiga-
re questi spostamenti eccessivi comporta un incremento dell’accelerazione massima
sulla sovrastruttura [Kelly, 1999]. Una maggiore risposta in accelerazione, infatti, è
dannosa per le apparecchiature secondarie (sensibili) ospitate in edifici isolati dalla
base, per i veicoli che viaggiano sui ponti durante gli eventi sismici e per le risposte
di oggetti isolati dalla base. L’isolamento alla base, quindi, è una strategia ben
nota e matura per ridurre le vibrazioni di edifici multipiano, ma può incontrare,
in pratica, importanti limitazioni tecniche come la larghezza del giunto sismico ne-
cessario per consentire i grandi spostamenti laterali e l’impraticabilità nel caso di
edifici medio-alti a causa della loro flessibilità [Naeim e Kelly, 1999].

1.2.2 Dissipazione di energia

I sistemi di controllo basati sulla dissipazione di energia convogliano l’energia di
input in specifici dispositivi (denominati dissipatori o smorzatori), opportunamente
collocati nella struttura, al fine di essere dissipata in modo stabile ed efficace anche
per piccole ampiezze di vibrazione. Infatti l’incremento artificiale delle capacità
dissipative della struttura ha tipicamente un effetto favorevole di riduzione della
risposta strutturale.

In particolare i dissipatori possono essere inseriti all’interno della stessa struttu-
ra o fra strutture contigue (ovvero parti strutturalmente indipendenti della stessa
struttura, ma caratterizzate da proprietà dinamiche diverse). Relativamente alla
prima situazione i dissipatori sono collegati in opportune posizioni della struttura
al fine di essere sottoposti a spostamenti e velocità relative (il caso più tipico è
quello dei cosiddetti controventi dissipativi, Fig. 1.4 (d), in cui i dissipatori sono
inseriti in sistemi di controvento e dissipano energia nello spostamento relativo fra
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due piani successivi di una struttura intelaiata [Ciampi et al., 1995]). Nella seconda
situazione i dissipatori sono inseriti in modo tale da dissipare energia nel moto re-
lativo tra le due strutture (i casi più tipici sono le connessioni di strutture adiacenti
[Basili e De Angelis, 2007b], Fig. 1.4 (e)).

L’idea di accoppiare strutture adiacenti con dispositivi in grado di ridurne la
loro risposta dinamica nel caso di eccitazioni esterne è ampiamente diffusa nella
teoria del controllo. In questo contesto, diversi autori affrontano il problema con
modelli completi, [Zhu et al., 2011, Bigdeli et al., 2016, Basili, De Angelis e Fra-
raccio, 2013, Palacios-Quiñonero et al., 2014 e Basili e De Angelis, 2017] mentre
altri assumono modelli ridotti [Basili e De Angelis, 2007b e Greco e Marano, 2016].
La connessione è generalmente descritta con modelli reologici in grado di simulare
il comportamento reale dei dispositivi industriali. In genere, in caso di dispositivi
passivi, il collegamento è studiato con elementi molla e smorzatore, con comporta-
mento lineare o non lineare [Vittozzi et al., 2017, Reggio e De Angelis, 2013 e Zhang
e Xu, 2000].

1.2.3 Sistemi Tuned Mass Damper (TMD)

Il Tuned Mass Damper (TMD), tipicamente lineare e realizzato attraverso una mas-
sa ausiliaria, una molla e uno smorzatore viscoso, permette di convertire l’energia
di input in energia cinetica legata al movimento della massa ausiliaria e/o in ener-
gia dissipata dallo smorzatore viscoso. Questo sistema di controllo ha ricevuto, nel
corso degli anni, una notevole attenzione, grazie agli indiscutibili vantaggi che offre,
come il funzionamento e la manutenzione, l’affidabilità e l’efficacia, e i bassi costi
di implementazione [Soong e Costantinou, 2014]. Frahm ha proposto la prima ap-
plicazione di un sistema TMD [Frahm, 1909]: una massa secondaria collegata con
una molla lineare a un sistema ad un grado di libertà eccitato armonicamente. Con
l’opportuna accordatura, tale sistema è stato in grado di ridurre le vibrazioni di
un oscillatore elementare anche se in una banda di frequenze molto ristretta. Per
superare questo inconveniente, Ormondroyd e Den Hartog [Ormondroyd e Den Har-
tog, 1946] hanno proposto di collegare la massa secondaria al sistema ad un grado
di libertà mediante una connessione in parallelo di una molla e di uno smorzato-
re viscoso e in questo caso il TMD è risultato efficace in una banda di frequenze
maggiore. Tra le diverse metodologie per l’accordatura e la progettazione ottimale
di una TMD, una delle più comuni è quella basata sulla teoria dei punti fissi [Den
Hartog, 1985]. Per un fissato valore della massa secondaria, i parametri meccanici
della molla e dello smorzatore sono accordati riducendo al minimo lo spostamen-
to della struttura primaria, schematizzata come un oscillatore elementare, eccitata
armonicamente. Di conseguenza, le funzioni di risposta in frequenza dello sposta-
mento sono caratterizzate da due punti fissi la cui posizione è indipendente dallo
smorzamento. Nel 2002, Nishihara e Asami [Nishihara e Asami, 2002] determinano
una soluzione in forma chiusa dei parametri ottimali del TMD per la metodologia
di accordatura ottimale basata sulla teoria dei punti fissi.

Per estendere il concetto del TMD alle applicazioni dell’Ingegneria civile, è stato
necessario sviluppare metodologie di progettazione ottimale che tengano in conto la
natura non deterministica e multifrequenza delle azioni esterne come quelle ambien-
tali, il vento e il terremoto. In questi casi, di solito per la progettazione ottimale si
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ipotizza che l’input sia di tipo rumore bianco e si minimizza una funzione obiettivo
di tipo statistico (varianza, valore quadratico medio, ecc...) relativa ad una gran-
dezza di risposta della struttura primaria (spostamento, accelerazione). Soluzioni a
forma chiusa in caso di sistemi primari non smorzati possono essere trovati in [War-
burton, 1982]. Invece, esistono teorie diverse in merito all’efficacia dei sistemi TMD
nel ridurre la risposta nel caso di azioni sismiche. Gli autori indicano tre importanti
limitazioni in merito all’efficacia sismica della TMD: (i) la mancanza di robustezza
nel caso di variazioni dei parametri di progetto [Soto-Brito e Ruiz, 1999]; (ii) l’e-
levata dipendenza dal contenuto di frequenza dei terremoti [C. Lin et al., 2001]; e
(iii) la natura impulsiva dei terremoti [Song e Dargush, 1997].

In letteratura i sistemi a massa accordata possono essere distinti in TMD conven-
zionali e non convenzionali. Diversamente da un TMD convenzionale, che consiste
nell’aggiunta di una piccola massa ausiliaria, Fig. 1.4 (b), un TMD non conven-
zionale è realizzato utilizzando o convertendo masse già presenti sulla struttura (ad
esempio sistemi a tetto scorrevole [Tian et al., 2008 e Tronci et al., 2017], piani
superiori segmentati [Ziyaeifar e Noguchi, 1998]) in masse accordate [De Angelis,
Perno et al., 2012 e Reggio e De Angelis, 2015], Fig. 1.4 (c). Un TMD non conven-
zionale è in grado di raggiungere elevati valori di rapporto massa, valori che è stato
dimostrato essere in grado di aumentare l’efficacia e la robustezza del TMD in am-
bito sismico; risulta, infatti, particolarmente robusto alle variazioni dei parametri
di progetto e alle variazioni del contenuto in frequenza del terremoto [De Angelis,
Perno et al., 2012 e Reggio e De Angelis, 2015].

1.3 Il dispositivo Inerter
Recentemente è stato proposto un nuovo dispositivo meccanico a due terminali, Fig.
1.5, chiamato Inerter [Smith, 2002]. Nel caso ideale, l’Inerter è in grado di generare
una forza fB proporzionale alla differenza di accelerazione tra i due suoi terminali
e ad una massa inerziale, chiamata inertanza b:

fB = b (ü2 − ü1) (1.1)

dove u1 e u2 sono le coordinate di spostamento dei due terminali e il punto sopra
il simbolo indica la differenziazione rispetto al tempo t. La principale caratteristica
del dispositivo risiede nel fatto che la massa inerziale può essere anche ordini di
grandezza maggiore rispetto a quella gravitazionale.

1 2

f
B

f
B

u
1 u

2

b

Figura 1.5. Rappresentazione schematica del dispositivo Inerter.

Dal punto di vista tecnologico i prototipi di Inerter si possono dividere in di-
spositivi passivi e semi-attivi. Alla categoria dei dispositivi passivi appartengono



1.3 Il dispositivo Inerter 7

gli Inerter meccanici (a pignone e cremagliera [Papageorgiou et al., 2009], a vite
a ricircolo di sfere [F. Wang et al., 2009 e Papageorgiou et al., 2009] e a volano
planetario [Ge e W. Wang, 2018]), mentre a quella dei dispositivi semi-attivi ap-
partengono quelli elettro-idraulici [Li e Liang, 2012 e Gartner e Smith, 2013] e gli
Inerter elettro-magnetici [Nakamura et al., 2014].

Nell’Ingegneria Civile risultano attrattivi gli Inerter meccanici di tipo passivo,
dal momento che non richiedono l’apporto di energia esterna per il loro funziona-
mento.

Nel caso di Inerter meccanici a pignone e cremagliera, Fig. 1.6, e a vite a
ricircolo di sfere 1.7, l’inertanza è ottenuta dalla rotazione di un volano. Nel primo
caso la traslazione relativa tra i terminali viene convertita in una rotazione del
volano utilizzando un meccanismo a pignone e cremagliera, mentre nel secondo
caso mediante una vite a ricircolo di sfere.

1lanimret2lanimret gear

rack pinions

flywheel

Figura 1.6. Inerter meccanico a pignone e cremagliera: Schema (a sinistra) e foto del
prototipo (a destra) [Papageorgiou et al., 2009].

t 1lanimret2lanimre screwnut flywheel

Figura 1.7. Inerter meccanico a vite a ricircolo di sfere: Schema (a sinistra) e foto del
prototipo (a destra) [Papageorgiou et al., 2009].

Invece, l’Inerter meccanico a volano planetario, Fig. 1.8, è composto da una
serie di ingranaggi planetari montati sull’asse del volano. Quando l’asse del volano
ruota, guidato dal sistema a vite e a ricircolo di sfere, ogni ingranaggio planetario
genera una forza legata al moto di rotazione e rivoluzione dello stesso che risulta
proporzionale alla differenza di accelerazione tra i due terminali del dispositivo.
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Figura 1.8. Inerter meccanico a volano planetario: Sezione (in alto) e foto del prototipo
(in basso) [Ge e W. Wang, 2018].

1.4 I sistemi di controllo basati sull’Inerter

Le potenzialità del dispositivo Inerter lo rendono particolarmente interessante nel
controllo delle vibrazioni insieme a sistemi a masse accordate.

Infatti, nel 2012, Ikago et al. [Ikago et al., 2012] hanno proposto il sistema di
controllo Tuned Viscous Mass Damper (TVMD), Fig. 1.9 (a), per a una struttura
ad un grado di libertà soggetta ad un’eccitazione armonica alla base, ottenendo
una soluzione in forma chiusa per la progettazione ottimale del sistema di controllo.
Nel 2013, Garrido et al. [Garrido et al., 2013] hanno proposto il Rotational Inertia
Double-Tuned Mass Damper (RIDTMD) per un sistema ad un grado di libertà con
forzante armonica, ricavando numericamente i parametri di progetto ottimale del
sistema. Nel 2014, Lazar et al. [Lazar et al., 2014] ha proposto il Tuner Inerter
Damper (TID), Fig. 1.9 (b) con mT = 0, all’interno di un edificio multipiano. In-
fine, aggiungendo ad un TMD convenzionale (massa ausiliaria gravitazione piccola
e uguale a quella inerziale) un dispositivo Inerter (massa gravitazionale piccola, ma
inerziale elevata) è possibile ottenere un sistema di controllo leggero, denominato
in letteratura Tuned Mass Damper Inerter, TMDI [Marian e Giaralis, 2014 e Pie-
trosanti et al., 2017], Fig. 1.9 (b), ad elevato rapporto di massa inerziale, robusto e
con prestazioni superiori a quelle dei sistemi TMD non convenzionali.

Al momento da un punto di vista teorico, le principali applicazioni dei sistemi
di controllo basati sull’Inerter, sono: (i) strutture multipiano soggette ad azioni
sismiche a base fissa [Lazar et al., 2014 e Giaralis e Taflanidis, 2018] e isolata [De
Domenico e Ricciardi, 2018], (ii) controllo delle vibrazioni di strutture adiacenti
[Basili, De Angelis e Pietrosanti, 2017 e Basili, De Angelis e Pietrosanti, 2018], (iii)
edifici alti soggetti ad azioni del vento [Giaralis e Petrini, 2017], (iv) controllo delle
vibrazioni di stralli di ponti strallati [Lazar et al., 2016] e (iv) protezione sismica di
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Figura 1.9. Sistemi di controllo basati sull’Inerter: (a) Tuned Viscous Mass Damper
(TVMD e Viscous Mass Damper, VMD, per kT → ∞) e (b) Tuned Mass Damper
Inerter (TMDI e Tuned Inerter Damper, TID, per mT = 0 ).

statue [Siami et al., 2018].
Dal momento che l’utilizzo del dispositivo Inerter per applicazioni tipiche l’In-

gegneria civile è stato solo recentemente proposto, lo stato dell’arte su sperimen-
tazioni di prototipi di Inerter o sistemi di controllo basati sull’Inerter orientatati a
questo genere di applicazioni è abbastanza limitato. Infatti sono presenti evidente
sperimentali su prototipi di Inerter per applicazioni tipiche l’Ingegneria meccanica
che però risulta caratterizzata da dimensioni dei dispositivi, range di frequenza e
ampiezze dell’azione molto diverse.

L’obiettivo di questa tesi è quello di contribuire all’avanzamento delle conoscen-
ze sull’utilizzo dell’Inerter nelle tradizionali tecniche passive per il controllo delle
vibrazioni, ovvero i sistemi TMD, l’isolamento alla base e la dissipazione di energia
nelle strutture adiacenti. In particolare nella Parte I verranno trattati gli aspetti
teorici legati a questi tre diversi sistemi di controllo, mentre nella Parte II verranno
presentati i risultati dei sperimentazioni condotte al fine di validare i risultati teo-
rici, dal momento che le evidenze sperimentali orientate all’utilizzo dell’Inerter per
applicazioni tipiche dell’Ingegneria civile sono limitate.
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Parte I

Studi Teorici
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Capitolo 2

Configurazioni strutturali,
metodi di analisi e
progettazione ottimale di
sistemi basati sull’Inerter

2.1 Premessa

Nella prima parte della tesi si riportano i risultati relativi agli studi teorici condotti
sull’utilizzo dell’Inerter, insieme ai tradizionali sistemi per il controllo strutturale,
al fine di ridurre la risposta di strutture eccitate alla base. Infatti, il disaccoppia-
mento tra la massa inerziale e quella gravitazionale legata all’utilizzo dell’Inerter
rendono questo dispositivo particolarmente attrattivo nel caso di azioni indirette
come quelle sismiche. In particolare è stato studiato l’utilizzo dell’Inerter nelle tre
diverse configurazioni strutturali riportate in Figura 2.1.

Nelle prime due configurazioni studiate, ovvero strutture multipiano a base fissa
e isolate alla base, Figg. 2.1 (a-b), si propone l’aggiunta del dispositivo Inerter a
un tradizionale sistema TMD al fine di realizzare un sistema di controllo TMDI
caratterizzato da un elevato rapporto di massa inerziale e un modesto rapporto di
massa gravitazionale.

A differenza dei tradizionali sistemi a massa accordata, il TMDI è caratterizzato
da due terminali esterni e uno interno nel quale è presente una massa ausiliaria (se
la massa tende a zero il sistema di controllo degenera nel sistema noto in letteratu-
ra come Tuned Inerter Damper, TID) che possono essere collegati in modo modo
opportuno nella struttura da proteggere. In questo studio, nel caso di strutture a
base fissa il TMDI è collegato tra due diversi piani della struttura da proteggere,
mentre nel caso di strutture isolate alla base il sistema di controllo è collegato tra
il basamento e con un terminale dell’Inerter collegato a terra.

Nel caso di strutture multipiano a base fissa (presentata nel Capitolo 3), Fig.
2.1 (a), l’obiettivo che si vuole perseguire è quello di ridurre la risposta dinamica
mediante l’utilizzo di sistemi a masse accordate innovati e basati sull’Inerter (come il
TMDI o il TID) che, rispetto ai tradizionali sistemi TMD, risultano leggeri, efficaci
e robusti. Invece, nel caso di strutture multipiano isolate alla base (presentata nel
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Figura 2.1. Configurazioni strutturali dotate di sistemi di controllo basati sull’Inerter: (a)
strutture multipiano a base fissa, (b) strutture multipiano isolate alla base, (c) strutture
multipiano adiacenti.

Capitolo 4), Fig. 2.1 (b), l’obiettivo è quello di ridurre gli spostamenti laterali del
basamento che in alcune situazioni possono risultare eccessive.

Infine, la terza configurazione (presentata nel Capitolo 5), Fig. 2.1 (c), si riferisce
al caso di strutture adiacenti nelle quali al fine di ridurne la risposta dinamica si
propone il collegamento mediante il dispositivo Inerter posto in parallelo ad una
tradizionale connessione viscoelastica.

Nel seguito, prima di procedere alla trattazione dei temi in precedenza descritti,
sono state riassunte le metodologie di analisi e di progettazione ottimale del sistema
di controllo che risultano comuni a questa prima parte.
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2.2 Metodi di analisi

2.2.1 Formulazione nello spazio di stato e analisi modale complessa

Le equazioni del moto di un sistema dinamico lineare stazionario, anche detto si-
stema lineare tempo-invariante possono essere formulate nello spazio di stato nel
seguente modo:

ż̇żz(t) = AAAzzz(t) +BBBe(t)
θθθ(t) = CCCzzz(t) +DDDe(t)

(2.1)

dove AAA, BBB, CCC e DDD sono rispettivamente la matrice di stato, il vettore degli input, la
matrice degli output e il vettore di legame diretto input-output (in questi problemi
tipicamente nullo), zzz(t) e θθθ(t) sono rispettivamente il vettore di stato e il vettore
degli output e e(t) è l’azione applicata al sistema.

I sistemi dinamici studiati nei successivi capitoli generalmente risultano essere
sistemi non classicamente smorzati. Per tali sistemi per ottenere le proprietà modali,
si è ricorsi all’analisi modale complessa attraverso la formulazione al primo ordine
in precedenza descritto, definita come:

ż̇żz(t) = AAAzzz(t) (2.2)

che ammette soluzione in forma esponenziale zzz(t) = ψψψest. La soluzione del problema
agli autovalori è:

(AAA− sIII)ψψψ = 0 (2.3)
dove si, s̄i = αi ± jδi e ψψψi, ψ̄̄ψ̄ψi = φφφi ± jχχχi sono rispettivamente l’autovalore e l’au-
tovettore definiti come in [Chopra, 2015], con i = 1, ..., N , dove N corrisponde al
numero di gdl del sistema, e con j l’unità immaginaria (j =

√
−1). A partire dagli

autovalori è possibile ricavare le pseudo-frequenze naturali γi e gli pseudo-fattori di
smorzamento ηi associate all’i-esimo modo di vibrare, valutate come γi =

√
sis̄i e

ηi = −Re(si)/
√
sis̄i.

Le pseudo-frequenze naturali, nel seguito chiamate frequenze naturali per bre-
vità, sono ordinate dalla più piccola alla più grande e gli pseudo-fattori di smor-
zamento, chiamati fattori di smorzamento, sono ordinati in accordo alle frequenze
naturali.

2.2.2 Modelli dell’azione sismica e risposta del sistema

In alcune situazioni, modellare l’accelerazione al suolo üg come un processo sto-
castico stazionario di rumore Gaussiano bianco (white noise, WN) a media nulla,
caratterizzato da una densità spettrale di potenza costante e pari a Süg = S0, può
fornire importanti indicazioni sull’influenza dei parametri del sistema, oltre ad es-
sere ritenuto un input adeguato per la fase di progettazione del sistema di controllo
[Reggio e De Angelis, 2015].

Se il processo di input è stazionario e ha media nulla come in questo caso, e, se le
condizioni iniziali sono nulle, il vettore di risposta zzz(t) associato al processo Gaus-
siano è completamente descritto dalla matrice di covarianza GzzGzzGzz = E[zzz(t)zzz(t)T ],
dove il simbolo E[·] è l’operatore valore atteso. Concentrandosi sulla risposta allo
stazionario, la matrice di covarianza soddisfa l’equazione di Lyapunov [Y. Lin, 1967]

AAAGzzGzzGzz +GzzGzzGzzAAA
T + 2πS0BBBBBB

T = 000 (2.4)
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Risolvendo numericamente l’Eq. 2.4, è possibile valutare la matrice di covarianza
GzzGzzGzz dalla quale è possibile ricavare le varianze σ2

θj della j-esima variabile di output
contenuta nel vettore θθθ(t) attraverso la seguente relazione:

σ2
θj = nnnjCCCGzzGzzGzzCCC

TnnnTj (2.5)

dove nnnj è un vettore riga di zeri ad eccezione del j-esimo elemento che invece risulta
pari ad uno.

Modellare l’azione come rumore bianco tiene in conto la natura probabilistica
di un terremoto, ma trascura la dipendenza dall’eccitazione dal contenuto in fre-
quenza, quindi al fine di valutare le prestazioni dei sistemi di controllo progettati
con l’azione di tipo rumore bianco, si può ricorrere ad input più realistici ovvero si
può modellare l’azione come un processo stocastico stazionario di rumore Gaussiano
colorato (colored noise, CN) a media nulla. Nel seguito la funzione densità spettrale
di potenza del rumore colorato, nel dominio della frequenza circolare ω è espressa
come:

Sg(ω) = SKT (ω)SCP (ω)S0 (2.6)

dove SKT (ω) e SCP (ω) sono rispettivamente i filtri Kanai-Tajimi [Kanai, 1957 e
Tajimi, 1960] e Clough-Penzier [Clough e Penzien, 1993] definiti dalle seguenti
relazioni:

SKT (ω) =
ω4
g + 4ζ2

gω
2
gω

2

(ω2
g − ω2)2 + 4ζ2

gω
2
gω

2 ; SCP (ω) = ω4

(ω2
f − ω2)2 + 4ζ2

fω
2
fω

2 (2.7)

Nella precedente equazione i parametri del filtro Kanai-Tajimi ωg e ζg rappresentano
rispettivamente la frequenza circolare di risonanza e il fattore di smorzamento dello
strato di suolo, modellato come un oscillatore ad 1 gdl lineare smorzato, sottoposto
ad un’azione, ipotizzata di tipo rumore bianco con intensità spettrale S0, provenien-
te dallo strato roccioso sottostante. Inoltre, i parametri del filtro Clough-Penzier ωf
e ζf controllano la frequenza di taglio e la "pendenza" del filtro passa alto utilizzato
per sopprimere il contenuto a bassa frequenza presente nel filtro Kanai-Tajimi che
risulta non realistico per le azioni sismiche. Il modello di eccitazione nell’Eq. 2.6
può essere scritto nello spazio di stato come:

ẋ̇ẋx(t) = AAAgxxx(t) +BBBgw(t)
q̈g(t) = CCCgxxx(t)

(2.8)

dove xxx(t) = [xg xf ẋg ẋf ]T è il vettore di stato del modello di azione del suolo
con xg la risposta/uscita del primo filtro (Kanai-Tajimi) e xf la risposta/uscita del
secondo filtro (Clough-Penzier), w(t) è l’azione di tipo rumore Gaussiano bianco
dello strato roccioso a varianza unitaria e a media nulla, e

AAAg =


0 1 0 0
−ω2

g −2ζgωg 0 0
0 0 0 1
−ω2

g −2ζgωg −ω2
f −2ζfωf

 , BBBg =


0
1
0
0

 (2.9)

e CCCg = S0/g
2[−ω2

g − 2ζgωg ω2
f 2ζfωf ].
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I precedenti modelli del sistema e di azione del suolo, definiti rispettivamente
dalle Equazioni 2.1 e 2.8, possono essere facilmente combinati nello spazio di stato
in un unico modello definito delle seguenti relazioni

ẏ̇ẏy(t) = AAAcyyy(t) +BBBcw(t)
ϕϕϕ(t) = CCCcyyy(t)

(2.10)

dove yyy(t) = [zzzT (t) xxx(t)T ]T è il vettore di stato del sistema con il modello di azione
del suolo definito nell’eq. (2.6), ϕϕϕ(t) = θθθ(t) è il vettore di output e

AAAc =
[
AAA BBBCCCg
000 AAAg

]
, BBBc =

[
000
BBBg

]
, CCCc =

[
CCC DDDCCCg

]
. (2.11)

Il modello combinato definito nell’equazione (2.10) risulta eccitato da un’azione
di tipo rumore bianco e per questo, la corrispondente matrice di covariaza, GyyGyyGyy =
E[yyy(t)yyy(t)T ]T , soddisfa la seguente equazione di Lyapunov nel caso di condizioni
iniziali nulle

AAAcGyyGyyGyy +GyyGyyGyyAAA
T
c + 2πS0BBBcBBB

T
c = 000. (2.12)

L’ultima equazione può essere risolta numericamente al fine di calcolare GyyGyyGyy e la
varianza σ2

ϕj
relativa alla j-esima variabile di output di interesse può essere calcolata

come
σ2
ϕj = mmmjCCCcGyyGyyGyyCCC

T
cmmm

T
j (2.13)

nello stesso modo descritto in precedenza per l’azione di tipo rumore bianco, dove
mmmj è un vettore riga di zeri ad eccezione del j-esimo elemento che invece risulta pari
ad uno.

2.2.3 Valutazione dell’efficacia sismica dei sistemi di controllo

Nel seguito l’efficacia sismica dei sistema di controllo sono state valutate non solo
con azioni stocastiche di tipo rumore bianco o colorato, ma anche attraverso ac-
celerogrammi naturali registrati durante i ground motions (GMs). La lista degli
accelerogrammi registrati è riportata in Tabella 2.1.

Evento Magnitudo Stazione di PGA Tipologia
registrazione GM

Irpinia, Italy (1980) 6.9 Sturno 0.232 Near-fault

Cape Mendocino, CA (1992) 7.0 Petrolia 0.615 Near-fault

Northridge, CA (1994) 6.7 Sylmar - Olive View 0.568 Near-fault

Kobe, Japan (1995) 6.9 KJMA 0.345 Near-fault

Imperial Valley, CA (1940) 7.0 El Centro Array # 9 0.315 Far-field

Tokachi-Oki, Japan (1968) 7.9 Hachinohe 0.229 Far-field

Tabella 2.1. Lista degli accelerogrammi registrati durante i ground motions (GMs)
utilizzati al fine di valutare l’efficacia sismica dei sistemi di controllo.
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2.3 Metodologie di progettazione ottimale del sistema
di controllo

In questo paragrafo verrà discussa la metodologia di progettazione ottimale del si-
stema di controllo (TMDI, TID e TMD) al fine di mitigare la risposta dinamica
del sistema primario da proteggere soggetto ad una azione alla base. Nei succes-
sivi capitoli la progettazione del sistema di controllo è condotta su modelli ridotti
ed eccitati da azioni stocastiche stazionarie a media nulla di tipo rumore bianco.
Come tipicamente fatto in letteratura, si assumono che i parametri del sistema da
proteggere risultino noti, mentre quelli relativi al sistema di controllo assumono il
significato di parametri di progetto. In particolare, facendo riferimento al sistema di
controllo più generale TMDI, il problema di progettazione ottimale coinvolge quat-
tro parametri di progettazione tra loro indipendenti, ovvero il rapporto di frequenza
e il fattore di smorzamento raggruppati nel vettore uuu1 = [ν, ξT ]T , e i rapporti di
massa e di inertanza raggruppati nel vettore uuu2 = [µ, β]T . Il problema di otti-
mizzazione consiste nel determinare i parametri di progettazione ottimale uuu1 che
minimizzano/massimizzano una determinata funzione obiettivo (objective function,
OF) per fissati valori dei parametri uuu2. Da un punto di vista matematico questo
problema di ottimizzazione può essere formulato nel seguente modo:

find min/max
uuu1

[OF (uuu1|uuu2)] con uuumin1 ≤ uuu1 ≤ uuumax1 (2.14)

ed è stato risolto numericamente, utilizzando algoritmi di ricerca numerica imple-
mentati in MATLAB® [The MathWorks Inc., 2019], per determinare i parame-
tri di progettazione ottimali in uuu1 delimitati all’interno di un intervallo di ricerca
predefinito [uuumin1 , uuumax1 ] per diversi valori dati dei parametri in uuu2.

Nel seguito, sono state considerate tre diverse tre diverse metodologie di proget-
tazione ottimale, definite da un criterio di minimizzazione/massimizzazione di una
determinata funzione obiettivo (OF) nello spazio dei parametri uuu1 e uuu2. Gli indici
di ciascuna metodologia di progettazione ottimale posso essere formulati in forma
sintetica nel seguente modo:

Jj = min/max [OFj(uuu1|uuu2)] con j = 1− 3 (2.15)

In particolare sono state utilizzate le seguenti tre funzioni obiettivo:

(a) Varianza dello spostamento relativo del sistema primario, OF1 = dI

La prima metodologia minimizza la varianza dello spostamento relativo del si-
stema primario che significa ridurre gli sforzi nel sistema. I parametri ottimali
sono selezionati minimizzando dI :

J1 = min [OF1(uuu1|uuu2)] (2.16)

(b) Varianza dell’accelerazione assoluta del sistema primario, OF2 = aI

La seconda metodologia minimizza la varianza dell’accelerazione assoluta del
sistema primario, che ha come obiettivo incrementare i livelli di confort nella
struttura. I parametri ottimali sono selezionati minimizzando aI :

J2 = min [OF2(uuu1|uuu2)] (2.17)
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(c) Indice di dissipazione di energia (Energy dissipation index), OF3 = EDI

La terza metodologia è ispirata su un criterio di tipo energetico [Reggio e
De Angelis, 2015]. L’idea è quella che le performance del sistema si controllo
risultano le migliori se questo riesce a dissipare la maggiore energia rispetto
all’energia totale di input indotta dall’azione dinamica. I parametri ottimali
sono selezionati massimizzando l’indice EDI:

J3 = max [OF3(uuu1|uuu2)] (2.18)

dove l’indice EDI risulta quindi definito come:

EDI = EDT

ED
≤ 1 (2.19)

dove ED è l’energia totale di input, mentre EDT è l’energia dissipata nel
sistema di controllo.
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Capitolo 3

Strutture multipiano a base
fissa dotate di TMDI

3.1 Premessa

In questo capitolo è presentato lo studio sull’utilizzo dell’innovativo sistema di con-
trollo TMDI al fine di mitigare la risposta dinamica di strutture civili come edifici
multipiano a base fissa soggetti ad accelerazioni applicate alla base (sisma).

Nello studio è stato definito un sistema ridotto generalizzato a due gradi di li-
bertà attraverso il quale è stato possibile definire una procedura per l’allocazione
ottimale e la progettazione ottimale del sistema di controllo mediante tre meto-
dologie di progettazione ottimale (due di letteratura ed una di tipo energetico).
Le prestazioni del sistema TMDI sono state confrontate con quelle dei tradizionali
sistemi TMD sia convenzionali e non convenzionali.

Tale ricerca ha prodotto il seguente lavoro che è stato pubblicato sulla rivista
internazionale Earthquake Engineering and Structural Dynamics [Pietrosanti et al.,
2017]1.

3.2 Definizione di un sistema ridotto generalizzato a
2-GDL

3.2.1 Equazioni del moto

Al fine di controllare la risposta dinamica della struttura multipiano a N livelli, Fig.
3.1, si propone l’inserimento del sistema di controllo TMDI collegato al j-esimo
livello della struttura attraverso una molla e uno smorzatore lineare e collegato al
k-esimo livello della struttura attraverso un Inerter lineare.

Le equazioni del moto, considerando solo la componente di traslazione orizzon-
tale, relative alla struttura multipiano (ipotizzata piana, di tipo shear-type e con
masse concentrate ai livelli) dotata di TMDI e soggetta ad una accelerazione alla
base üg possono essere scritte nel seguente modo:

1D. Pietrosanti, M. De Angelis and M. Basili, Optimal design and performance evaluation
of systems with Tuned Mass Damper Inerter (TMDI), Earthquake Engineering and Structural
Dynamics (2017); 46 (8): 1367–1388. DOI: 10.1002/eqe.2861.
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Figura 3.1. Struttura multipiano a N livelli dotata di sistema di controllo TMDI.

MMMSü̈üuS +LLLSu̇̇u̇uS +KKKSuuuS = −MMMSτττS üg +BBBkfB +BBBjfT

mT üT = −mT üg − fB − fT
fB = b(üT − ük) fT = cT (u̇T − u̇j) + kT (uT − uj)

(3.1)

dove per la struttura MMMS , LLLS e KKKS indicano rispettivamente le matrici (N × N)
di massa, smorzamento e rigidezza e uuuS è il vettore (N × 1) degli spostamenti
relativi al suolo. Invece b, mT , cT e kT sono rispettivamente l’inertanza, la massa,
il coefficiente di smorzamento e la rigidezza del sistema di controllo TMDI e uT (t)
indica lo spostamento relativo della massa mT rispetto al suolo. Inoltre, τττS è il
vettore (N × 1) di trascinamento i cui elementi in questo caso sono tutti unitari,
fB(t) è la forza trasmessa dal dispositivo Interter sul k-esimo grado di libertà della
struttura, fT (t) è la forza trasmessa dalla connessione visco-elastica sul j-esimo
grado di libertà della struttura e BBBk e BBBj sono i corrispondenti vettori(N × 1) di
allocazione. Il punto sopra i simboli indica la derivata rispetto al tempo t.

Assumendo che la struttura sia classicamente smorzata e che il vettore dello
spostamento della struttura possa essere approssimato come uuuS = (φφφSi/φSij)uSj(t),
dove φφφSi è l’ i-esimo modo di vibrare della struttura normalizzato rispetto il suo
j-esimo elemento φSij e uSj è lo spostamento del j-esimo grado di libertà della
struttura, è possibile ottenere il sistema generalizzato a 2 gdl riportato in Fig. 3.2
del sistema a N gdl dotato del TMDI.

Le equazioni del moto per un tale sistema possono essere scritte come:

mI üI + cI u̇I + kIuI = −mI ÿg + φkfB + fT

mT üT = −mT ÿg − fB − fT
fB = b(üT − φküI) fT = cT (u̇T − u̇I) + kT (uT − uI)

(3.2)
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Figura 3.2. Sistema generalizzato ad 1-GDL dotato di sistema di controllo TMDI.

dove φk = φSik/φSij è il k-esimo elemento dell’autovettore φφφSi, mentre le proprietà
e le grandezze di risposta del sistema generalizzato a 2 gdl sono legate a quelle del
sistema a N gdl con TMDI attraverso le relazioni riportate in Tabella 3.1.

Parametro generalizzato Sistema Sistema
N-GDL+TMDI 1-GDL+TMDI

massa (φφφTSiMMMSφφφSi)/φ2
Sij mI

coefficiente di smorzamento (φφφTSiLLLSφφφSi)/φ2
Sij cI

rigidezza (φφφTSiKKKSφφφSi)/φ2
Sij kI

spostamento uSj uI

accelerazione alla base φSij(φφφTSiMMMSτττS)üg/(φφφTSiMMMSφφφSi) ÿg

Tabella 3.1. Proprietà e grandezze di risposta del sistema generalizzato ad 1-GDL+TMDI

Definendo ωI =
√
kI/mI e ωT =

√
kT /(mT + b) rispettivamente le pulsazioni

naturali del sistema ad 1-GDL e del TDMI disaccoppiati, le equazioni dimensionali
3.2 possono essere scritte in forma adimensionale nel seguente modo:

q̈I + 2ξI q̇I + qI = −q̈g + φk
fB
mIg

+ fT
mIg

µq̈T = −µq̈g −
fB
mIg

− fT
mIg

fB
mIg

= β(q̈T − φkq̈I)
fT
mIg

= 2ξT νµE(q̇T − q̇I) + ν2µE(qT − qI)

(3.3)

in termini delle adimensionali coordinate di spostamento qqq = uuu/(g/ω2
I ), velocità q̇̇q̇q =

u̇̇u̇u/(g/ωI) e accelerazione q̈̈q̈q = ü̈üu/g relative al suolo, con uuu = [uI uT ]T , e l’accelerazione
alla base normalizzata q̈g = ÿg/g, dove g è l’accelerazione di gravità. Nelle precedenti
equazioni, i fattori di smorzamento ξI e ξT rispettivamente della struttura primaria
e del TDMI, il rapporto di frequenze ν, il rapporto di massa µ, il rapporto di
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inertanza β, sono stati definiti come:

ξI = cI
2mIωI

ξT = cT
2(mT + b)ωT

ν = ωT
ωI

µ = mT

mI
β = b

mI
(3.4)

e con µE = µ+ β il rapporto di massa equivalente.

Definizione degli indici di prestazione

Le prestazioni del sistema TMDI, nel sistema ridotto generalizzato ad 2 gdl soggetto
ad azione di tipo rumore bianco, sono state valutate attraverso i seguenti indici di
prestazione cinematica:

dI =
σ2
qI

σ2
qI0

, aI =
σ2
q̈

(tot)
I

σ2
q̈

(tot)
I0

, dT =
σ2
qT

σ2
qI0

, dTI =
σ2
qT I

σ2
qI0

(3.5)

dove σ2
qI0 e q̈(tot)

I0 sono rispettivamente le varianze dello spostamento relativo e del-
l’accelerazione assoluta del sistema non controllato. Inoltre, l’indice di dissipazione
di energia EDI risulta pari a:

EDI = EDT

EDI + EDT
≤ 1 (3.6)

con EDI e EDT i valori attesi dell’energia dissipata nell’intervallo di tempo ∆t
dagli smorzatori viscosi rispettivamente del BIS e del TMDI definiti come:

EDI = 2ξIσ2
q̇I

∆t, EDT = 2µEξT νTσ2
q̇T I

∆t (3.7)

Gli indici di prestazione riportati nelle Eqq. 3.5 e 3.6 sono stati valutati per
l’eccitazione di tipo rumore bianco attraverso l’Eq. 2.5. È importante sottolinea-
re che sono indipendenti dall’intensità dell’azione e non dipendono dal contenuto
in frequenza dell’eccitazione. Inoltre gli indici di prestazione cinematica definiti
nell’Eq. 3.5 permettono di valutare le prestazioni del sistema di controllo. Infine,
l’EDI definito nell’Eq. 3.6 quantifica la quota parte di energia che viene dissipata
dal TMDI rispetto all’energia totale di input (cioè, ED = EDI + EDT ).

L’efficacia sismica è valutata con due gruppi di indici di prestazione Îi e Ii, con
i = 1−4, relativi rispettivamente ai valori quadratici medi (rms) e di picco e definiti
come:

Î1 = q̂I
q̂I0

Î2 =
ˆ̈q(tot)
I

ˆ̈q(tot)
I0

Î3 = q̂T
q̂I0

Î4 = q̂TI
q̂I0

(3.8)

I1 = qI,max
q̂I0,max

I2 =
q̈

(tot)
I,max

q̈
(tot)
I0,max

I3 = qT,max
qI0,max

I4 = qTI,max
qI0,max

(3.9)

dove qI0 e q̈(tot)
I0 sono rispettivamente lo spostamento relativo e l’accelerazione asso-

luta del sistema primario in assenza di sistema di controllo, e le quantità con l’apice
∧ indicano i valori quadratici medi (rms), mentre quelle con il pedice max indicano
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i valori di picco. Si noti che, se gli indici Î1 − Î4 e I1 − I4 assumono valori inferiori
all’unità, il sistema di controllo è efficace nel ridurre la risposta strutturale rispetti-
vamente in termini di valori quadratici medi e di picco. I risultati sono stati ottenuti
ipotizzando per la struttura primaria una pulsazione naturale ωI = 6.28 rad/s e un
rapporto di smorzamento ξI = 0.02.

3.2.2 Allocazione ottimale del sistema di controllo

In questo sottoparagrafo si descrive la procedura necessaria per l’allocazione otti-
male del sistema di controllo all’interno di una struttura multipiano basata sia sulle
precedenti equazioni sia sulle indicazioni fornite dai successivi risultati numerici.
Una volta fissata una forma di vibrare che si vuole controllare, infatti, è possibile
definire l’allocazione ottimale del sistema di controllo senza la necessità di svolgere
analisi. L’allocazione ottimale consiste nella opportuna scelta della posizione dei
terminali (j e k nel caso di sistemi TMDI e TID e j nel caso di sistemi TMD) in
modo tale da massimizzare le prestazioni del sistema di controllo.

Osservando l’equazione del moto, Eq. 3.3, e i parametri del sistema generaliz-
zato ad 1-GDL, Tab. 3.1, si evince come la posizione del terminale j del sistema di
controllo, governata dal parametro φSij , influenza esclusivamente l’accelerazione al-
la base normalizzata q̈g e i rapporti di massa e inertanza µ e β (ovvero il rapporto di
massa equivalente µE). In particolare l’accelerazione alla base risulta direttamente
proporzionale all’autovettore φSij (vedere Tab. 3.1), mentre il rapporto di massa
equivalente µE = φ2

Sij(mT + b)/(φφφTSiMMMSφφφSi) è direttamente proporzionale al qua-
drato dell’autovettore. Per tale ragione, uno dei modi per incrementare il rapporto
di massa equivalente µE , che come si vedrà nelle successive sezioni incrementa le
prestazioni del sistema di controllo (TMDI, TID e TMD), è necessario allocarne il
terminale j in corrispondenza del massimo valore assoluto della forma di vibrare da
controllare.

Una volta definita la posizione del terminale j, nel caso dei sistemi di controllo a
due terminali come il TMDI e il TID, è necessario definire in che modo scegliere l’al-
locazione ottimale del terminale k. In questo caso al fine di migliorare le prestazioni
del sistema di controllo, come si vedrà nel Paragrafo 3.6, la scelta deve essere fatta
in modo tale che la differenza di forma modale tra i due terminali ∆φSi = φSij−φSik
risulti massima (ovvero il parametro φk risulti il più piccolo possibile).

In conclusione, sulla base delle precedenti considerazioni, al fine di allocare in
modo ottimale un sistema di controllo (TMDI, TID e TMD) su una struttura
multipiano, i terminali (j ed eventualmente k) devono essere scelti in modo tale
che: {

max{µE} −→ max{| φSij |}
max{∆φSi} −→ min{φk}

(3.10)

Infine al variare del parametro φk il sistema ridotto generalizzato a 2 gdl può dege-
nerare in due casi particolari: il caso di sistema TMDI collegato a terra o in un nodo
in cui la forma di vibrare è nulla φk = 0, Fig. 3.3 (a), e il caso in cui i due terminali
sono collegati allo stesso nodo, o nodi con la stessa forma di vibrare φk = 1, Fig.
3.3 (b).

Nel seguito per il caso particolare, ma di notevole interesse, di sistema ridotto
(φk = 0) è stata prima studiata la progettazione ottimale del sistema di controllo,
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Figura 3.3. Casi particolari (a) φk = 0 e (b) φk = 0 del sistema generalizzato ad 1-GDL
dotato di sistema di controllo TMDI.

Paragrafo 3.3, poi è stata valutata l’efficacia e la robustezza del sistema di controllo
nel caso di azione di tipo rumore bianco, Paragrafo 3.4 e, infine, sono state valutate
le prestazioni del sistema di controllo nel caso di accelerogrammi naturali, Paragrafo
3.5. Successivamente, è stata valutata l’influenza sia sulla progettazione ottimale
che sulle prestazioni dell’allocazione del sistema di controllo, Paragrafo 3.6.

3.3 Progettazione ottimale del sistema di controllo

In questo paragrafo, saranno discussi in dettaglio i risultati della progettazione
ottimale eseguita per le tre metodologie di progettazione ottimale, definite nel Pa-
ragrafo 2.3, allo scopo di valutare come la progettazione ottimale dei sistemi TMDI
cambia al variare della metodologia utilizzata. In tutti i casi si ottengono i para-
metri ottimali uuu1 = [ν, ξT ]T avendo assunto per le altre grandezze i valori: φk = 0,
ξI = 0.02 e i rapporti di massa e inertanza uuu2 = [µ, β]T compresi nell’intervallo
uuumin2 = [0, 0]T e uuumax2 = [1, 1]T , dove il sistema TMDI quando β = 0 degenera nel
sistema TMD e quando µ = 0 degenera nel sistema TID. Al fine di confronto con
i tradizionali sistemi TMD, nel seguito si intendono per TMD convenzionali e non
convenzionali sistemi di controllo TMD caratterizzati rispettivamente da rapporti
di massa relativamente bassi (µ < 0.10) e relativamente elevati (µ ≥ 0.10).

3.3.1 Minimizzazione della varianza dello spostamento del sistema
primario

La Figura 3.4(a) riporta l’indice J1, definito nel Paragrafo 2.3, al variare del rap-
porto di inertanza β per diversi valori del rapporto di massa µ, mentre le Figg.
3.4(b-c) riportano rispettivamente per ciascuna coppia µ− β i valori dei parametri
ottimali di progetto, ovvero il rapporto di frequenza νopt e il fattore di smorzamento
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ξTopt. L’indice J1 è normalizzato rispetto al sistema non controllato, quindi valori
inferiori dell’unità significano che il sistema di controllo è efficace nella riduzione
dello spostamento.
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Figura 3.4. Progettazione ottimale del sistema di controllo con OF = dI al variare del
parametro β e per diversi valori del rapporto di massa µ: (a) valore minimo della OF
raggiunto J1 e parametri di progetto ottimali (b) νopt e (c) ξT opt.

I grafici riportati nelle Figg. 3.4(a-c) possono essere utilizzati nel seguente modo:
(i) dal grafico di Fig. 3.4(a) si definisce un livello di efficacia del sistema TMDI,
(ii) si seleziona una coppia, non unica, dei parametri uuu2 = [µ, β]T e (iii) per la
coppia di parametri uuu1 dalle Figg. 3.4(b-c) si ricavano i parametri ottimali uuu1opt =
[νopt, ξTopt]T . Un modo alternativo per utilizzare i precedenti grafici è quello di:
(i) si assume un rapporto di massa µ e per un determinato livello di efficacia del
sistema TMDI, (ii) si ricava il corrispondente valore del rapporto di inertanza β e
poi si procede in modo analogo con il passaggio (iii) sopra descritto.

L’indice di progetto J1, Fig. 3.4(a), per ogni coppia µ − β è sempre inferiore
all’unità, questo a dimostrazione di come i sistemi TMDI (e i rispettivi casi partico-
lari TMD e TID) risultano efficaci nel ridurre lo spostamento del sistema primario.
Quando β = 0, ovvero assenza del dispositivo Inerter, è possibile osservare le pre-
stazioni di un TMD tradizionale e si nota come l’efficacia aumenta con il rapporto
di massa µ. Questo significa che un TMD non convenzionale risulta più efficace di
un TMD convenzionale; questi risultati sono confermati anche da studi di lettera-
tura [De Angelis, Perno et al., 2012 e Reggio e De Angelis, 2015]. Quando β > 0
e µ 6= 0, si può notare come, all’aumentare di β, il TMDI è più efficace nel ridurre
lo spostamento della struttura primaria rispetto ai tradizionali TMD con lo stesso
rapporto µ. L’aggiunta del dispositivo Inerter ai tradizionali sistemi TMD, produce
forti riduzioni in termini di spostamento, soprattutto quando i rapporti di massa µ
sono piccoli. Infine, quando β = 0, ovvero assenza di massa ausiliaria, è possibile
osservare le prestazioni del sistema TID e si nota come il sistema risulta più efficace
all’aumentare del rapporto di inertanza β.

Per valori piccoli di inertanza, le migliori prestazioni si ottengono con rapporti
di massa µ relativamente elevati (tipici dei sistemi TMDNC), mentre per valori
elevati dell’inertanza, il sistema di controllo risulta più efficace quando rapporti di
massa µ sono relativamente piccoli (tipici del TMDC). Quindi il TMDI risulta più
performante del TID quando il rapporto di inertanza è relativamente piccolo, mentre
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quando β assume valori elevati, l’aggiunta di massa secondaria risulta peggiorativa e
quindi il TID risulta più efficace, nel ridurre lo spostamento della struttura primaria,
rispetto al TMDI. Questo cambiamento di tendenza si verifica per β ∼= 0.2, dove
l’indice J1 è quasi indipendente sul rapporto di massa µ. Le maggiori riduzioni
dell’indice J1 si hanno per µ piccoli o al limite zero (sistema TID) e β > 0.2.
Quindi, l’aggiunta di un dispositivo Inerter in un sistema di controllo TMD risulta
più vantaggioso quando i valori del rapporto di massa µ risultano relativamente
piccoli. Questo risultato è stato osservato anche in [Marian e Giaralis, 2014] e
comporta che, attraverso l’aggiunta del dispositivo Inerter, è possibile ridurre la
massa secondaria di un sistema TMD, e ottenere un sistema di controllo (TMDI o
al limite TID) più leggero ma con prestazioni addirittura superiori.

Osservando i parametri ottimali riportanti nelle Figg. 3.4(b-c), si può notare
come νopt diminuisce all’aumentare dei rapporti di inertanza e massa β e µ, viceversa
ξTopt aumentano all’aumentare di β e di µ. Inoltre a parità di β, quando i valori
del rapporto di massa risultano piccoli µ ≤ 0.01, i parametri ottimali non variano
significativamente rispetto a quelli del sistema di controllo TID.

3.3.2 Minimizzazione della varianza dell’accelerazione del sistema
primario

Valori inferiori all’unità dell’indice J2, definito nel Paragrafo 2.3, indicano che il
sistema di controllo risulta efficace nella riduzione dell’accelerazione del sistema
primario. La Figura 3.5(a) riporta l’indice J2 al variare di β e per diversi valori
del rapporto di massa µ, mentre le Figg. 3.5(b-c) riportano rispettivamente i corri-
spondenti valori ottimali del rapporto di frequenza νopt e il rapporto di smorzamento
ξTopt.
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Figura 3.5. Progettazione ottimale del sistema di controllo con OF = aI al variare del
parametro β e per diversi valori del rapporto di massa µ: (a) valore minimo della OF
raggiunto J2 e parametri di progetto ottimali (b) νopt e (c) ξT opt.

L’uso di questi grafici di progettazione è analogo a quello presentato nel prece-
dente sottoparagrafo. Osservando la Figura 3.5(a) si nota come l’indice di progetto
J2 per ogni coppia µ−β è sempre inferiore all’unità, a dimostrazione del fatto che il
sistema di controllo risulta efficace nel ridurre l’accelerazione del sistema primario.
Quando β = 0 (TMD tradizionale), le prestazioni del sistema di controllo aumen-
tano con il rapporto di massa µ. Inoltre, se ad un sistema TMD si inserisce un
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dispositivo Inerter, β > 0, il sistema TMDI risultante risulta sempre più efficace ri-
spetto al corrispondente sistema TMD con lo stesso rapporto di massa µ. L’efficacia
del sistema TMDI aumenta all’aumentare di β fino a un valore limite (β = 0.6) oltre
al quale l’incremento delle prestazioni risulta poco significativo. Inoltre a parità di
β, l’efficacia dei sistemi di controllo TMDI aumentano all’aumentare del rapporto
di massa µ e quindi, per questa metodologia di progetto, il TMDI risulta più per-
formante del TID nel ridurre l’accelerazione del sistema primario. Questi aspetti
non sono stati osservati nel caso la metodologia di progetto scelta è stata quella di
minimizzazione della varianza dello spostamento del sistema primario.

Per i parametri ottimali νopt e ξTopt, Figg. 3.5(b-c), possono essere fatti analoghi
commenti a quelli riportati per la metodologia di minimizzazione della varianza dello
spostamento del sistema primario in quanto le tendenze risultano simili a quelle
osservate in precedenza. La differenza principale è legata al fatto che, a fissato
rapporto di massa µ, le curve νopt − β, nel caso precedente risultano convesse, Fig.
3.4(b), mentre in questo caso risultano concave, Fig. 3.5(b). Inoltre si può notare
come, per elevati valori del rapporto di inertanza β ≥ 0.8, i valori ottimali del
rapporto di smorzamento ξTopt risultano circa indipendenti dal rapporto di massa
µ.

3.3.3 Massimizzazione dell’Indice di Dissipazione di Energia (EDI)

L’indice J3 = EDI, Eq. 3.6, per definizione può variare tra zero e l’unità e aumenta
all’aumentare delle capacità dissipative del sistema di controllo. La Figura 3.6(a)
riporta l’indice J3 al variare di β, per diversi valori del rapporto di massa µ, mentre le
Figg. 3.6(b-c) riportano rispettivamente i corrispondenti valori ottimali del rapporto
di frequenza νopt e del rapporto di smorzamento ξTopt.
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Figura 3.6. Progettazione ottimale del sistema di controllo con OF = EDI al variare del
parametro β e per diversi valori del rapporto di massa µ: (a) valore minimo della OF
raggiunto J2 e parametri di progetto ottimali (b) νopt e (c) ξT opt.

I grafici di progettazione, Fig. 3.6, hanno un significato analogo a quelli descritti
nelle precedenti Figg. 3.4 e 3.5, e quindi può esserne fatto lo stesso uso. La Figu-
ra 3.6(a) mostra come l’indice J3 risulti sempre maggiore di zero, a dimostrazione
dell’efficacia del sistema di controllo. Quando β = 0, si nota come un tradizionale
TMD è efficace nel dissipare l’energia totale di input e le sue prestazioni risultano
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migliori se si assume un valore più elevato del rapporto di massa µ. Infatti, assu-
mendo valori molto piccoli di µ si hanno piccole capacità di dissipazione di energia
da parte del sistema di controllo.

Se il dispositivo Inerter è utilizzato in combinazione con il sistema TMD, le
prestazioni aumentano notevolmente quando i rapporti di massa µ sono piccoli (al
limite zero, TID). L’indice J3 aumenta con µ, ma per valori di massa elevati, l’ag-
giunta dell’Inerter non produce significati incrementi in termini di prestazioni (le
curve non variano significativamente con β). Tutte le curve tendono a un valore
limite <1 crescente β. Quindi come nei casi precedenti, si evince come l’incorpora-
zione di un dispositivo Inerter in un sistema TMD risulta più vantaggiosa per valori
relativamente più piccoli del rapporto di massa µ, mentre risulta poco significativa
quando questi ultimi assumono valori elevati. Al fine di avere un sistema di controllo
efficace e leggero, una buona scelta dei rapporti di massa e inertanza, che sfruttano
le potenzialità dell’Inerter, possono essere quelle di scegliere β ∼= 0.4 e un piccolo
valore di µ (al limite µ = 0, TID). La performance di un TMD classico è quindi
completamente migliorata, più che raddoppiata.

Le Figure 3.6(b-c) riportano rispettivamente i parametri ottimali νopt e ξTopt
assumendo l’indice J3 come funzione obiettivo. Si può notare come, anche in questo
caso, non si hanno sostanziali differenze rispetto alle metodologie di progetto in pre-
cedenza analizzate; infatti, le curve di Figg. 3.4(b-c), 3.5(b-c) e 3.6(b-c) risultano
molto simili. In particolare per ciascuna coppia di parametri µ e β, i parametri
ottimali ottenuti massimizzando l’indice di dissipazione di energia EDI risultano
intermedi a quelli ottenuti rispettivamente minimizzando la varianza dello sposta-
mento (generalmente più piccoli) e dell’accelerazione (generalmente più grandi) della
struttura primaria.

3.4 Discussione dei risultati

In questo paragrafo verranno discussi e confrontati i risultati ottenuti per le tre
metodologie di progettazione ottimale in precedenza presentate. Inoltre, verran-
no confrontate le prestazioni ottenute con i sistemi di controllo TMDI rispetto ai
convenzionali e non convenzionali sistemi TMD. L’attenzione è stata focalizzata
non solo sulle quantità di risposta del sistema primario, ma anche sulle principali
quantità di risposta del sistema secondario di controllo.

3.4.1 Confronto tra diverse metodologie di progettazione ottimale

Per le tre metodologie di progetto studiate, i parametri ottimali, rapporto di fre-
quenza νopt e rapporto di smorzamento ξTopt, risultano abbastanza simili come
osservato nelle Figg. 3.4(b-c), 3.5(b-c) e 3.6(b-c). La principale differenza osservata
è nella scelta dei parametri µ e β che possono essere diversi a seconda della meto-
dologia di progettazione ottimale selezionata e del livello di prestazione desiderato,
Figg. 3.4(a), 3.5(a) e 3.6(a). In generale, il sistema di controllo è risultato più
efficace quando il rapporto di massa µ risulta relativamente piccolo (al limite zero,
TID) e il rapporto di inertanza β compreso nell’intervallo 0.2 - 0.4. Quindi, con un
dispositivo Inerter, è possibile incrementare in modo significativo le prestazioni di
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un sistema TMD addirittura riducendo la massa del sistema di controllo. Indipen-
dentemente dalla metodologia di progetto adottata, si è visto che, il TMDI è sempre
più efficace del tradizionale TMD con lo stesso rapporto di massa µ. Inoltre, è stato
osservato che un TMDNC risulta sempre più efficace di un TMDC.

Tuttavia, confrontando in dettaglio i risultati tra le diverse metodologie di pro-
gettazione ottimale, alcuni ulteriori aspetti possono essere indagati. La Tabella 3.2
riporta i valori dei parametri ottimali per sette casi esemplificativi che rappresen-
tano situazioni di un sistema TMD convenzionale, µ = 0.01, di tre sistemi TMD
non convenzionali, µ = 0.1, 0.2 e 0.5, e di tre sistemi TMDI caratterizzati dallo
stesso rapporto di massa equivalente µE dei sistemi TMDNC, mantenendo costante
il rapporto di massa µ = 0.01 e variando il rapporto di inertanza β.

Confrontando le tre metodologie di progettazione, si osserva come i valori dei
parametri ottimali per l’indice J1 risultano tipicamente i più piccoli, quelli per l’in-
dice J2 risultano tipicamente i più grandi, mentre quelli per l’indice J3 risultano
generalmente intermedi tra quelli ottenuti per le altre due metodologie. La meto-
dologia basata sull’indice J3, essendo di tipo energetico, non privilegia quantità di
risposta locali come gli spostamenti o le accelerazioni, ma quantità di risposta glo-
bali e quindi sembra essere un buon compromesso rispetto alle altre due. Per questo
motivo, salvo diversa indicazione, nel seguito sarà utilizzata questa metodologia per
la progettazione ottimale del sistema di controllo.

Nel caso dei sistemi TMD tradizionali, le diverse metodologie di progettazione
conducono a valori dei parametri sostanzialmente coincidenti quando i rapporti di
massa µ risulatno piccoli. All’aumentare di questo parametro, i valori ottimali del
rapporto di frequenze νopt tendono a differenziarsi, mentre quelli relativi al rapporto
di smorzamento ξTopt rimangono abbastanza simili. In particolare per µ = 0.5, il
valore del rapporto di frequenze per J1 risulta più piccolo del 25% rispetto alla
metodologia che ha J2 come funzione obiettivo. Nel caso dei sistemi TMDI, le
diverse metodologie di progettazione portano a parametri ottimali più diversi, dove
le differenze risultano maggiormente evidenti per i rapporti di smorzamento ξTopt
rispetto ai rapporti di frequenze νopt e aumentano con µE . Infatti tra i casi riportati,
si ha per µE = 0.5 una riduzione dei valori dei parametri ottimali νopt e ξTopt
rispettivamente del 15% e 33% per la metodologia che ha come funzione obiettivo
J1 rispetto a J2.

In Tabella 3.2 si riportano tra parentesi e per il sistema TMDI i valori dei pa-
rametri ottimali che rispetto alla definizione riportata nel Paragrafo 3.2.1 risultano
definiti come: ν̃ = ω̃T /ωI e ξ̃T = cT /(2mT ω̃T ), dove ω̃T =

√
kT /mT e si può

facilmente dimostrare come le due definizioni sono legate dalle seguenti relazioni:
ν̃ = ν

√
µE/µ e ξ̃T = ξT

√
µE/µ. Quindi i valori dei parametri ottimali ottenuti con

questa definizione risultano maggiori rispetto alla precedente per i sistemi TMDI
(µE > µ), mentre risultano coincidenti per i sistemi tradizionali TMD (µE = µ).
Inoltre, si è preferita la precedente definizione perchè quest’ultima non permette di
studiare il sistema di controllo TID (µ = 0). Infine sono state condotte ulteriori
analisi, qui non riportate per brevità, che hanno evidenziato come i parametri ot-
timali νopt e ξTopt non sono influenzati dal rapporto di smorzamento del sistema
primario ξI , mentre l’efficacia del sistema di controllo si riduce all’aumentare di
questo parametro.
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Caso Parametri ottimali
µ β µE Criterio νopt ξTopt

0.01 0 0.01 J1 0.9819 0.0498

TMDC
J2 0.9916 0.0498
J3 0.9868 0.0497

0.01 0.09 0.10 J1 0.9228 (2.9181) 0.1526 (0.4824)

TMDI J2 0.9780 (3.0926) 0.1702 (0.5382)
J3 0.9507 (3.0063) 0.1586 (0.5017)

0.10 0 0.10 J1 0.8714 0.1528

TMDNC
J2 0.9289 0.1526
J3 0.9006 0.1503

0.01 0.19 0.20 J1 0.8653 (3.8695) 0.2088 (0.9336)

TMDI J2 0.9547 (4.2698) 0.2565 (1.1469)
J3 0.9116 (4.0766) 0.2252 (1.0069)

0.20 0 0.20 J1 0.7721 0.2099

TMDNC
J2 0.8709 0.2087
J3 0.8229 0.2033

0.01 0.49 0.50 J1 0.7371 (5.2124) 0.3029 (2.1421)

TMDI J2 0.8724 (6.1688) 0.4539 (3.2096)
J3 0.8170 (5.7768) 0.3579 (2.5310)

0.50 0 0.50 J1 0.5548 0.3133

TMDNC
J2 0.7422 0.3028
J3 0.6550 0.2870

Tabella 3.2. Parametri ottimali per diversi valori delle coppie µ e β. Tra parentesi sono
riportati, rispettivamente i corrispondenti valori dei parametri ν̃opt e ξ̃T opt.

3.4.2 Valutazione delle prestazioni rispetto ai tradizionali sistemi
TMD

In questo sottoparagrafo si è investigata l’efficacia del sistema TMDI, progettato
massimizzando l’indice EDI, osservando le quantità di risposta del sistema primario
e secondario. La Figura 3.7 (a-b) riporta rispettivamente la varianza dello sposta-
mento relativo dI e la varianza dell’accelerazione assoluta aI del sistema primario,
mentre la Figura 3.7 (c-d) riporta rispettivamente la varianza degli spostamenti re-
lativi del sistema di controllo rispetto al suolo dT e tra il sistema primario e quello
di controllo dTI . Le precedenti quantità di risposta sono normalizzate rispetto a
quelle del sistema primario non controllato, quindi il sistema di controllo risulta
efficace se i valori delle risposte sono inferiori all’unità.

Un sistema TMDI, progettato secondo la metodologia in precedenza descritta,
risulta sempre efficace nel ridurre lo spostamento e l’accelerazione del sistema pri-
mario rispetto alla situazione in assenza di controllo. Inoltre, le risposte risultano
notevolmente ridotte anche rispetto ai tradizionali sistemi TMD, infatti, a parità
di µ, il sistema TMDI è sempre di più efficace del sistema TMD. Se, ad esempio, si



3.4 Discussione dei risultati 33

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
10-2

100

102

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
10-2

100

102

Figura 3.7. Varianza dello spostamento dI (a) e dell’accelerazione aI del sistema primario
e varianza degli spostamenti relativi dT I (c) e dT (d) del sistema di controllo al variare
del parametro β e per diversi valori del rapporto di massa µ.

assume un piccolo rapporto di massa, µ=0.01, e il rapporto di inertanza è assunto
pari a β=0.19, Fig. 3.7 (a-b), lo spostamento e l’accelerazione sono entrambi ridotti
circa dell’85% rispetto al caso non controllato, e tali risposte sono ridotte circa del
70% rispetto al corrispondente sistema TMD con uguale rapporto di massa µ.

Inoltre, un sistema TMDI progettato in modo ottimale risulta anche efficace nel
controllare le risposte del sistema di controllo dT e dTI , se si assume un rapporto
di inertanza β > 0.15, indipendentemente dal rapporto di massa µ, Fig. 3.7 (c-d).
In alternativa, per valori del parametro β inferiore a 0.15, dovrebbe essere scelto
un rapporto di massa elevato (µ ≥ 0.5). Con riferimento agli stessi valori assunti
in precedenza, µ = 0.01 e β = 0.19, si osserva una riduzione intorno al 60% di
entrambe le risposte relative al sistema di controllo rispetto al caso non controllato.
Diversamente, un TMD tradizionale non è sempre in grado di controllare la risposta
della massa del sistema di controllo. Infatti, per controllare le risposte dT e dTI ,
deve essere assunto un rapporto di massa µ elevato (µ ≥ 0.5). Di conseguenza, solo
per i sistemi TMD non convenzionali è possibile ottenere riduzioni delle risposte
paragonabili a quelli ottenuti con sistemi TMDI progettati in modo ottimale.

I grafici degli spostamenti dI , dT e dTI , Figg. 3.7 (a, c e d), possono essere
divisi in due parti dalla retta β = 0.15, identificando due regioni caratterizzate da
un diverso comportamento che varia con µ. Per β < 0.15, le risposte diminuiscono
all’aumentare del rapporto di massa µ, mentre per β > 0.15 le risposte diminuiscono
al diminuire di µ. L’unica eccezione a questa tendenza è il caso µ = 1. Per β = 0.15,
lo spostamento del sistema primario dI , lo spostamento del sistema di controllo dT
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e lo spostamento relativo tra la massa del sistema di controllo e quello primario dTI
sono quasi indipendenti da µ. Diversamente, per l’accelerazione assoluta del sistema
primario aI , Fig. 3.7 (b), le migliori prestazioni si ottengono sempre aumentando il
rapporto di massa µ, indipendentemente dal rapporto di inertanza β.

Al fine di valutare l’efficacia del sistema TMDI, in Tabella 3.3 sono sintetizzate
le quantità di risposta del sistema primario e di controllo per le tre metodologie
di progettazione ottimale. A scopo di confronto, è stato riportato anche il valore
dell’indice EDI, calcolato per i valori dei parametri ottimali ottenuti con le tre
metodologie di progetto. La Tabella 3.3 riporta, come la Tabella 3.2, i sette casi
scelti al fine di confrontare i sistemi TMDI con i sistemi TMD convenzionali e non
convenzionali.

Caso Sistema primario Sistema di controllo
µ β µE OF dI aI dT dTI EDI

0.01 0 0.01 J1 0.496 0.492 22.714 21.839 0.512

TMDC
J2 0.499 0.489 22.961 21.499 0.512
J3 0.497 0.490 22.921 21.751 0.513

0.01 0.09 0.10 J1 0.213 0.213 1.283 1.148 0.793

TMDI J2 0.224 0.203 1.315 0.958 0.793
J3 0.216 0.205 1.321 1.068 0.796

0.10 0 0.10 J1 0.241 0.221 2.057 1.653 0.796

TMDNC
J2 0.254 0.210 2.198 1.513 0.796
J3 0.244 0.213 2.159 1.609 0.799

0.01 0.19 0.20 J1 0.157 0.158 0.566 0.478 0.851

TMDI J2 0.173 0.144 0.595 0.346 0.851
J3 0.161 0.147 0.596 0.419 0.854

0.20 0 0.20 J1 0.201 0.171 1.319 0.971 0.853

TMDNC
J2 0.223 0.155 1.414 0.815 0.853
J3 0.207 0.159 1.396 0.914 0.857

0.01 0.49 0.50 J1 0.102 0.106 0.215 0.165 0.908

TMDI J2 0.124 0.087 0.244 0.090 0.909
J3 0.109 0.092 0.239 0.125 0.914

0.50 0 0.50 J1 0.178 0.126 1.199 0.850 0.909

TMDNC
J2 0.226 0.100 1.137 0.522 0.910
J3 0.191 0.107 1.189 0.686 0.916

Tabella 3.3. Quantità di risposta del sistema primario e di controllo e indice EDI per
diverse metodologie di progetto e per diversi valori delle coppie µ e β.

Osservando i casi relativi al sistema TMDI, si può osservare come il sistema di
controllo riduce in modo significativo le risposte del sistema primario con riduzioni
che variano, in base al rapporto di inertanza β ipotizzato, tra l’80 e il 90% rispetto
al caso non controllato.

Generalmente, le prestazioni di termini di accelerazione risultano migliori rispet-
to a quelle in termini di spostamento, e le risposte si riducono all’aumentare di β.
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Inoltre, anche le risposte del sistema di controllo sono generalmente ben controllate,
con valori inferiori all’unità, soprattutto se si assume β > 0.15, come già osservato
in Fig. 3.7. I valori dell’indice EDI sono generalmente elevati e aumentano all’au-
mentare di β. Inoltre, la metodologia di progettazione (J1, J2 o J3) non sembra
influenzarne in modo significativo il valore.

Considerando i sistemi TMD tradizionali progettati in modo ottimale, si nota
come un TMDC è in grado di ridurre la risposta del sistema primario, con ridu-
zioni intorno al 50% rispetto al caso non controllato, ma di contro le risposte del
sistema di controllo risultano notevolmente amplificate. Inoltre, la metodologia di
progettazione ottimale non influisce sulle risposte o sull’indice EDI.

Un sistema TMDNC invece, se si assume un valore piuttosto elevato del rapporto
di massa µ (µ ≥ 0.2), consente di controllare in modo efficace sia le risposte del
sistema primario che di controllo. All’aumentare di µ, le risposte e l’indice EDI
vengono maggiormente influenzati dalla metodologia di progettazione ottimale.

In tutti i casi, tuttavia, un sistema di controllo TMDI ha sempre prestazioni
superiori se confrontato con il corrispondente TMD tradizionale con uguale rapporto
di massa µE . Gli incrementi di riduzione in percentuale possono raggiungere oltre
il 40% per il sistema primario e oltre l’80% per il sistema di controllo.

3.4.3 Analisi di sensitività

Gli obiettivi principali dell’analisi di sensitività sono la valutazione della robustezza
del sistema di controllo TMDI a variazioni dei parametri di progetto ν e ξT e il
confronto rispetto ai sistemi TMD convenzionali e non convenzionali. L’attenzione è
focalizzata sia sul sistema primario che su quello di controllo. Un sistema di controllo
è definito robusto quando anche significative variazioni dei parametri di progetto
rispetto a quelli ottimali non producono significative variazioni sulla risposta.

La Figura 3.8 (a-g) mostra le curve di livello della varianza di spostamento del
sistema primario dI al variare dei parametri ν e ξT in un ampio intervallo, per i
sette casi esemplificativi descritti nel Sottoparagrafo 3.4.1 (Tabelle 3.2 e 3.3).

Curve di livello analoghe per le varianze dell’accelerazione del sistema primario
aI , dello spostamento relativo al suolo del sistema di controllo dT e dello spostamen-
to relativo tra sistema di controllo e sistema primario dTI , e per l’indice EDI sono
mostrati rispettivamente nelle Figg. 3.9-3.12. In ogni grafico, i simboli triangolo,
quadrato e cerchio indicano la coppia dei parametri ottimali νopt e ξTopt progettati
con le metodologie di progetto Ji, i = 1− 3.

La Fig. 3.8 (a) relativa a dI per il sistema TMDC evidenzia come la superficie
descritta dalle curve di livello presenta un minimo confinato all’interno di una valle
molto stretta e i parametri ottimali relativi alle tre metodologie di progetto vi
cadono all’interno. Di conseguenza, piccole perturbazioni nell’intorno dei parametri
ottimali, producono rapidi incrementi in termini di spostamento, in particolare per
variazioni del rapporto di frequenza ν, e quindi un sistema TMD con un piccolo
rapporto di massa non è robusto.

All’aumentare del rapporto di massa del sistema TMD, Fig. 3.8 (e-g), l’area delle
curve di livello che contiene il minimo aumenta e la superficie in corrispondenza dei
parametri ottimali diventa più piatta, e anche le prestazioni del sistema di controllo
risultano migliori; quindi, un TMDNC è più robusto ed efficace rispetto a quello
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Figura 3.8. Varianza dello spostamento del sistema primario dI al variare dei parametri
di progetto ν e ξT per diverse coppie dei parametri µ e β.

convenzionale. Tuttavia, nel range di variazione dei parametri di progetto studiato,
la risposta può assumere anche valori maggiori dell’unità.

Per i sistemi TMDI, Figura 3.8 (b-d), anche perturbazioni dei parametri di pro-
getto in range piuttosto ampio non producono variazioni significative della risposta
in termini di spostamento. Inoltre, nel range di variazione dei parametri di pro-
getto, la risposta è sempre inferiore all’unità. Per queste ragioni questo sistema di
controllo tra quelli analizzati può essere considerato il più robusto.

Di conseguenza, un sistema TMDI risulta essere più efficace e robustezza rispetto
ai tradizionali TMD che richiedono solo una piccola massa fisica. Commenti simili
possono essere fatti per le curve di livello relative alla varianza dell’accelerazione
del sistema primario, Fig. 3.9 (a-g). L’unica differenza è che, nell’intero range di
variazione dei parametri ν e ξT , l’accelerazione è sempre inferiore all’unità.

Per quanto riguarda le risposte del sistema di controllo, le Figure 3.10 (a) e 3.11
(a) mostrano come il sistema TMDC progettato in modo ottimale non risulta effi-
cace nella riduzione degli spostamenti relativi della massa ausiliaria dT e dTI , come
già osservato nella Tabella 3.3. Generalmente, queste risposte nel caso del sistema
TMDC sono circa un ordine di grandezza superiore rispetto a quelle corrispondenti
ai casi di sistemi TMDNC, Figg. 3.10 (e-g) e 3.11 (e-g). Invece, un sistema TMDI
progettato in modo ottimale è in grado di controllare anche le risposte del sistema
di controllo, Figg. 3.10 (b-d) e 3.11 (b-d)), anche per variazioni significative dei
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Figura 3.9. Varianza dell’accelerazione del sistema primario aI al variare dei parametri di
progetto ν e ξT per diverse coppie dei parametri µ e β.

parametri di progetto ν e ξT . Infatti, soprattutto per valori relativamente eleva-
ti di β (β ≥ 0.2), queste risposte risultano ben controllate e raggiungono valori
notevolmente inferiori rispetto a quelli raggiunti con i sistemi TMD tradizionali.

Infine, è interessante osservare le curve di livello dell’indice EDI al variare dei pa-
rametri di progetto ν e ξT , Fig. 3.12. Questo indice di energia fornisce informazioni
simili a quelle osservate per lo spostamento e l’accelerazione del sistema primario.
Un TMDC non risulta robusto nella variazione dei parametri di progetto, Fig. 3.12
(a); inoltre, i valori dell’indice EDI sono molto piccoli e diminuiscono molto rapida-
mente se ci si allontana dalla coppia ottimale νopt − ξTopt, in particolare variando
il rapporto di frequenza ν. Invece, i TMDNC risultano essere sia più robusti che
efficaci rispetto a quelli convenzionali, e le prestazioni aumentano con il rapporto
di massa µ. Tuttavia, l’efficacia diminuisce abbastanza rapidamente per grandi va-
riazioni dei parametri di progetto. I sistemi TMDI, invece, presentano un’efficacia
pari, e in alcuni casi superiore, rispetto ai sistemi TMD non convenzionali senza
richiedere una elevata massa gravitazionale, e inoltre risultano più robusti perché le
prestazioni diminuiscono abbastanza lentamente al variare della coppia ν − ξT .

In conclusione, l’utilizzo dell’indice di dissipazione di energia (EDI) per la valu-
tazione della robustezza del sistema di controllo è una valida alternativa rispetto alle
quantità di risposta come lo spostamento o l’accelerazione, ed è in grado di indicare,
in modo sintetico, il livello di protezione dell’intero sistema (sistema primario e di
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Figura 3.10. Varianza dello spostamento relativo del sistema di controllo rispetto al suolo
dT al variare dei parametri di progetto ν e ξT per diverse coppie dei parametri µ e β.

controllo).

3.5 Valutazione dell’efficacia sismica

In questo paragrafo viene valutata l’efficacia del sistema di controllo TMDI nel caso
di eccitazione sismica alla base. Sono state condotte analisi nel dominio del tem-
po considerando quattro accelerogrammi naturali, riportati in Tab. 2.1, relativi ai
terremoti di Imperial Valley-El Centro e Tokachi-Oki-Hachinohe, esempi terremoti
di tipo far-field, e Northridge-Sylmar-Olive View e Kobe-KJMA, esempi terremoti
near-fault. Dalle storie temporali delle risposte è possibile osservare il tempo ri-
chiesto, in termini di numero di oscillazioni, affinché il sistema di controllo diventi
efficace. Ai fini di confronto vengono inoltre riportate le risposte dinamiche dei
sistemi TMD tradizionali.

Le Tabelle 3.4 e 3.5 riportano rispettivamente gli indici di prestazione Î1 − Î4
(definiti nell’Eq. 3.8) e I1 − I4 (definiti nell’Eq. 3.9) per i sette casi esemplificativi
presi in considerazione, relativi ai sistemi di controllo TMDI e TMD, e per i quattro
terremoti considerati.

Per ciascun sistema di controllo e terremoto, sono stati utilizzati i parametri di
progetto ottimale riportati in Tabella 3.2 determinati, nel caso di azione rumore
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Figura 3.11. Varianza dello spostamento relativo del sistema di controllo rispetto al
sistema primario dT I al variare dei parametri di progetto ν e ξT per diverse coppie dei
parametri µ e β.

bianco, utilizzando come funzione obiettivo l’indice di dissipazione di energia EDI
(J3).

Per ciascun terremoto, sulla base degli indici sia in termini di valore quadratico
medio sia di picco, Tabb. 3.4 e 3.5, possono essere fatte le seguenti considerazioni
di carattere generale.

• Un sistema TMDI è sempre efficace nella riduzione della risposta del sistema
primario rispetto alla situazione di assenza di controllo e l’efficacia general-
mente aumenta all’aumentare di β. Questo risultato è stato già osservato nel
caso di azione rumore bianco;

• Se si assume β ≥ 0.2, il sistema di controllo è in grado di controllare efficace-
mente anche le risposte del sistema secondario;

• Il sistema TMDI risulta tipicamente più efficace rispetto al TMD caratteriz-
zato dallo stesso rapporto di massa equivalente µE . La maggiore efficacia
è evidente non solo per il sistema primario, ma soprattutto per quello di
controllo;

• Per quanto riguarda i sistemi TMD, l’efficacia con TMD non convenzionali è
maggiore rispetto a quella dei sistemi TMD convenzionali: infatti, le risposte
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Figura 3.12. Indice di dissipazione di energia (EDI) al sistema primario dT I al variare dei
parametri di progetto ν e ξT per diverse coppie dei parametri µ e β.

del sistema primario sono ridotte in misura maggiore. Per quanto riguarda
le risposte del sistema di controllo, invece, sono controllate solo per alcuni
terremoti e per elevati rapporti di massa. Tuttavia, a differenza di quanto
osservato nel caso di rumore bianco, l’aumento del rapporto di masse µ non
sempre ha come risultato l’incremento delle prestazioni in termini di riduzioni
della risposta del sistema primario (vedere casi di Imperial Valley-El Centro,
Northridge-Sylmar-Olive View e Kobe-KJMA).

Indipendentemente dal sistema di controllo considerato, la percentuale di ri-
duzione delle risposte del sistema primario sono più elevate in termini di valori
quadratici medi rispetto ai valori di picco; inoltre, solo per gli indici in termini di
valori quadratici medi, la quantità di risposta maggiormente ridotta risulta esse-
re l’accelerazione (ad eccezione del terremoto di Northridge-Sylmar-Olive View).
Nel seguito, verranno discussi nel dettaglio gli aspetti caratteristici emersi sia per i
terremoti di tipo far-field che per quelli near-fault.

3.5.1 Terremoti far-field

Le migliori prestazioni del sistema TMDI in termini di riduzione delle risposte del
sistema primario si osservano per il terremoto di Tokachi-Oki-Hachinohe (64% -
79% in termini di valori quadratici medi e 38% - 64% in termini di valori di picco).



3.5 Valutazione dell’efficacia sismica 41

Terremoto Caso Sist. primario Sist. di controllo
Tipo µ β µE Î1 Î2 Î3 Î4

Imperial
Valley

(El Centro)

TMDC 0.01 0 0.01 0.945 0.925 5.991 5.593

q̂0 = 0.072
ˆ̈q(tot)
0 = 0.072

TMDI 0.01 0.09 0.10 0.673 0.650 1.685 1.487
TMDNC 0.10 0 0.10 0.687 0.634 2.082 1.779

TMDI 0.01 0.19 0.20 0.569 0.554 1.066 0.919
TMDNC 0.20 0 0.20 0.628 0.554 1.597 1.288

TMDI 0.01 0.49 0.50 0.473 0.448 0.681 0.505
TMDNC 0.50 0 0.50 0.655 0.480 1.660 1.249

Tokachi-Oki
(Hachinohe)

TMDC 0.01 0 0.01 0.710 0.706 5.117 5.014

q̂0 = 0.178
ˆ̈q(tot)
0 = 0.178

TMDI 0.01 0.09 0.10 0.361 0.360 0.962 0.921
TMDNC 0.10 0 0.10 0.379 0.371 1.100 1.033

TMDI 0.01 0.19 0.20 0.282 0.282 0.544 0.511
TMDNC 0.20 0 0.20 0.323 0.307 0.747 0.663

TMDI 0.01 0.49 0.50 0.216 0.212 0.298 0.241
TMDNC 0.50 0 0.50 0.318 0.254 0.737 0.564

Northridge
(Sylmar-

Olive View)

TMDC 0.01 0 0.01 0.862 0.862 4.886 4.812

q̂0 = 0.127
ˆ̈q(tot)
0 = 0.128

TMDI 0.01 0.09 0.10 0.652 0.695 1.279 1.410
TMDNC 0.10 0 0.10 0.682 0.688 1.482 1.412

TMDI 0.01 0.19 0.20 0.562 0.597 0.891 0.917
TMDNC 0.20 0 0.20 0.659 0.626 1.410 1.186

TMDI 0.01 0.49 0.50 0.467 0.456 0.663 0.526
TMDNC 0.50 0 0.50 0.618 0.507 1.403 1.106

Kobe
(KJMA)

TMDC 0.01 0 0.01 0.698 0.672 5.810 5.439

q̂0 = 0.174
ˆ̈q(tot)
0 = 0.174

TMDI 0.01 0.09 0.10 0.370 0.346 1.029 0.889
TMDNC 0.10 0 0.10 0.381 0.345 1.256 1.081

TMDI 0.01 0.19 0.20 0.314 0.290 0.631 0.506
TMDNC 0.20 0 0.20 0.375 0.311 1.042 0.819

TMDI 0.01 0.49 0.50 0.311 0.256 0.493 0.308
TMDNC 0.50 0 0.50 0.446 0.286 1.251 0.955

Tabella 3.4. Indici di prestazione Î1 − Î4 delle risposte in termini di valore quadratico
medio per diversi valori delle coppie µ e β.

Le prestazioni peggiori si osservano, invece, per il terremoto di Imperial Valley-El
Centro (33% - 55% in termini di valori quadratici medi e 14% - 40% in termini di
valori di picco). Tale aspetto può essere spiegato osservando le storie temporali dello
spostamento relativo e dell’accelerazione assoluta del sistema primario, raffigurati
nelle Figg. 3.13 e 3.14, rispettivamente per l’accelerogramma di Imperial Valley-El
Centro e di Tokachi-Oki-Hachinohe. A scopo di confronto, in ciascun grafico, oltre
al caso in assenza di controllo (NC), sono riportate le risposte del sistema TMDI
(µ = 0.01 e β = 0.19) insieme a quelle dei sistemi TMDC (µ = 0.01) e TMDNC
(µ = 0.2).
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Terremoto Caso Sist. primario Sist. di controllo
Tipo µ β µE I1 I2 I3 I4

Imperial
Valley

(El Centro)

TMDC 0.01 0 0.01 0.991 0.963 5.100 4.801

q̂0 = 0.301
ˆ̈q(tot)
0 = 0.301

TMDI 0.01 0.09 0.10 0.856 0.830 1.888 1.786
TMDNC 0.10 0 0.10 0.838 0.780 2.203 2.012

TMDI 0.01 0.19 0.20 0.738 0.716 1.256 1.194
TMDNC 0.20 0 0.20 0.820 0.712 1.694 1.445

TMDI 0.01 0.49 0.50 0.613 0.601 0.789 0.646
TMDNC 0.50 0 0.50 0.882 0.605 1.914 1.534

Tokachi-Oki
(Hachinohe)

TMDC 0.01 0 0.01 0.685 0.685 5.037 4.798

q̂0 = 0.531
ˆ̈q(tot)
0 = 0.531

TMDI 0.01 0.09 0.10 0.599 0.617 1.177 1.148
TMDNC 0.10 0 0.10 0.618 0.608 1.345 1.313

TMDI 0.01 0.19 0.20 0.503 0.532 0.730 0.686
TMDNC 0.20 0 0.20 0.547 0.534 0.940 0.878

TMDI 0.01 0.49 0.50 0.362 0.406 0.387 0.336
TMDNC 0.50 0 0.50 0.509 0.456 0.812 0.710

Northridge
(Sylmar-

Olive View)

TMDC 0.01 0 0.01 0.944 0.952 3.119 3.283

q̂0 = 0.625
ˆ̈q(tot)
0 = 0.625

TMDI 0.01 0.09 0.10 0.776 0.812 1.549 1.680
TMDNC 0.10 0 0.10 0.829 0.815 1.775 1.750

TMDI 0.01 0.19 0.20 0.645 0.693 1.136 1.116
TMDNC 0.20 0 0.20 0.755 0.720 1.593 1.474

TMDI 0.01 0.49 0.50 0.518 0.492 0.691 0.643
TMDNC 0.50 0 0.50 0.795 0.603 1.387 1.148

Kobe
(KJMA)

TMDC 0.01 0 0.01 0.815 0.781 5.931 5.408

q̂0 = 0.517
ˆ̈q(tot)
0 = 0.518

TMDI 0.01 0.09 0.10 0.492 0.457 1.328 1.224
TMDNC 0.10 0 0.10 0.503 0.456 1.681 1.408

TMDI 0.01 0.19 0.20 0.438 0.419 0.868 0.721
TMDNC 0.20 0 0.20 0.507 0.425 1.373 1.142

TMDI 0.01 0.49 0.50 0.415 0.358 0.636 0.488
TMDNC 0.50 0 0.50 0.557 0.387 1.580 1.254

Tabella 3.5. Indici di prestazione I1 − I4 delle risposte in termini di valore di picco per
diversi valori delle coppie µ e β.

La parte più significativa del terremoto di Imperial Valley-El Centro è concen-
trata all’inizio del segnale e per questo motivo i sistemi di controllo, inizialmente
soggetti solo a piccole oscillazioni, non risultano ancora completamente attivati; per
tale ragione i diversi sistemi di controllo risultano poco efficaci soprattutto in ter-
mini di valori di picco perché le risposte del sistema primario nella parte iniziale,
caratterizzata dalle maggiori amplificazioni, risultano solo leggermente ridotte pe-
nalizzando gli indici di prestazione I1 − I2. Invece, i sistemi di controllo TMDI e
TMD sono maggiormente efficaci nel caso del terremoto di Tokachi-Oki-Hachinohe
perché la parte più significativa del segnale è concentrata nella parte centrale e
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quindi i sistemi di controllo hanno avuto il tempo necessario per attivarsi ed andare
a regime. Le storie temporali delle risposte del sistema primario relative ai sistemi
TMDI e TMDNC sono simili, infatti gli indici di prestazione in termini di valori di
picco I1 − I2 sono simili; tuttavia, il sistema TMDI ha raggiunto prestazioni mi-
gliori per l’intera durata dell’evento (i picchi secondari erano sempre inferiori, come
dimostrato osservando anche gli indici Î1 − Î2).
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Figura 3.13. Accelerogramma di Imperial Valley-El Centro. Storie temporali delle risposte
del sistema primario in termini di spostamento qI (a) e accelerazione q̈(tot)

I (b) per vari
valori dei parametri µ e β.
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Figura 3.14. Accelerogramma di Tokachi-Oki-Hachinohe. Storie temporali delle risposte
del sistema primario in termini di spostamento qI (a) e accelerazione q̈(tot)

I (b) per vari
valori dei parametri µ e β.

A titolo esemplificativo, la Fig. 3.15 riporta le storie temporali delle risposte del
sistema di controllo nel caso del terremoto di Tokachi-Oki-Hachinohe per gli stessi
sistemi TMDI e TMD sopra analizzati. Il tempo di attivazione più basso necessario
per l’attivazione del sistema TMDI permette di controllare in modo più efficiente
anche gli spostamenti della massa ausiliaria, conferendo prestazioni migliori rispetto
ai sistemi TMDC e TMDNC. L’efficacia del sistema TMDI è in questo caso superiore
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rispetto a quella del TMDNC come confermato dagli indici di prestazione in termini
di valore quadratico medio Î3 − Î4 e di picco I3 − I4.
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Figura 3.15. Accelerogramma di Tokachi-Oki-Hachinohe. Storie temporali delle risposte
del sistema di controllo in termini di spostamento qT (a) e qT I (b) per vari valori dei
parametri µ e β.

3.5.2 Terremoti near-fault

Per i terremoti di tipo near-fault, le prestazioni dei sistemi di controllo sono stretta-
mente correlate al contenuto in frequenza dei terremoti, tipicamente limitati in una
banda ristretta. L’efficacia sismica dipende fortemente dalle frequenze del sistema
primario accoppiato con il sistema di controllo e della loro posizione rispetto all’in-
tervallo di frequenza dell’azione. Le prestazioni ottenute con il sistema TMDI nel
caso del terremoto di Kobe-KJMA (63% - 74% in termini di valori quadratici medi
e 51% - 64% in termini di valori di picco) sono migliori rispetto a quelle ottenute
per il terremoto di Northridge-Sylmar-Olive View (31% - 54% in termini di valori
quadratici medi, 16% - 50% in termini di valori di picco).

Osservando le storie temporali delle quantità di risposta del sistema primario
per il terremoto di Northridge-Sylmar-Olive View , Fig. 3.16, si può notare come
la principale componente di tipo impulsivo dell’azione è concentrata nella parte
iniziale del segnale e di conseguenza i sistemi di controllo, non ancora completamente
attivati, non riescono a ridurre in modo efficace i picchi delle risposte.

Questo fenomeno non è evidente per il terremoto di Kobe-KJMA, Fig. 3.17,
dove le componenti impulsive non sono concentrate nella parte iniziale del segnale
e quindi i sistemi TMDI e TMD hanno avuto abbastanza tempo per attivarsi ed
essere efficaci.

Le storie temporali dei sistemi TMDI e TMDNC sono simili, ma il sistema TMDI
garantisce una riduzione dei picchi per l’intera durata dell’evento; inoltre il tempo
di attivazione di questi due sistemi è inferiore rispetto a quello del TMDC.

Dalla Fig. 3.18, è possibile osservare le risposte del sistema di controllo per il
terremoto di Kobe-KJMA dove, come già osservato nel caso di terremoti far-field,
le migliori prestazioni del sistema TMDI rispetto ai tradizionali sistemi TMD sono
evidenti. Infatti, il minore tempo necessario per l’attivazione del sistema TMDI
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Figura 3.16. Accelerogramma di Northridge-Sylmar-Olive View. Storie temporali delle
risposte del sistema primario in termini di spostamento qI (a) e accelerazione q̈(tot)

I (b)
per vari valori dei parametri µ e β.
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Figura 3.17. Accelerogramma di Kobe-KJMA. Storie temporali delle risposte del sistema
primario in termini di spostamento qI (a) e accelerazione q̈(tot)

I (b) per vari valori dei
parametri µ e β.

permette inoltre di controllare in modo più efficace gli spostamenti dT e dTI della
massa ausiliaria.

3.6 Influenza dell’allocazione del sistema di controllo

L’obiettivo di questo paragrafo è quello di valutare l’influenza del parametro di allo-
cazione φk sia sulla progettazione ottimale, Sottoparagrafo 3.6.1, sia sull’efficacia del
sistema di controllo, Sottoparagrafo 3.6.2. In particolare, verrà assunto come me-
todologia di progettazione ottimale, quella relativa alla massimizzazione dell’indice
di dissipazione di energia (EDI).
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Figura 3.18. Accelerogramma di Kobe-KJMA. Storie temporali delle risposte del sistema
di controllo in termini di spostamento qT (a) e qT I (b) per vari valori dei parametri µ
e β.

3.6.1 Indice di progetto e parametri ottimali

In questo sottoparagrafo si vuole valutare l’influenza dell’allocazione del sistema di
controllo sull’indice di progetto e sui parametri di progetto ottimale.

Le Figure 3.19 (a-i) sono disposte in una matrice 3x3, dove lungo le righe si
riportano rispettivamente l’indice di progetto EDI e i parametri ottimali νopt e
ξTopt per tre diversi valori del rapporto di massa µ (µ = 0.01, 0.1, 0.2) riportati
invece lungo le colonne, al variare del rapporto di inertanza β e per diversi valori
del parametro φk (φk = −0.5, 0, 0.5, 0.75, 1). I sistemi di controllo TMD (β =
0), a differenza dei sistemi TMDI (o al limite TID per µ = 0) che hanno due
terminali, hanno un unico terminale e per questo risulta indipendente dal parametro
φk. Inoltre quando φk = 0 si ricade nel caso in precedenza studiato di sistema di
controllo TMDI (o TID) collegato a terra o in un punto in cui la forma modale è
nulla, mentre quando φk = 1 si ricade nel caso di sistema TMDI (o TID) ad unico
terminale.

Osservando le Figg. 3.19 (a-c) si nota come per β = 0 (sistema di controllo TMD)
tutte le curve passano per lo stesso punto la cui ordinata aumenta all’aumentare
del rapporto di massa µ. Al variare del parametro φk si possono avere diverse
situazioni nelle quali il sistema TMDI può avere valori dell’indice EDI maggiori,
inferiori o pari a quelle del sistema TMD caratterizzato dallo stesso rapporto di
massa. In particolare se la funzione che definisce l’indice EDI al variare di β è
monotona crescente allora il sistema TMDI risulta più performante del sistema
TMD, viceversa se è monotona decrescente risulta meno performante.

Infatti, per piccoli valori di µ (µ = 0.01), Fig. 3.19 (a), la funzione che descrive
l’indice EDI al variare di β risulta essere, per φk = 1 monotona decrescente, per φk =
0.75 prima decrescente e poi crescente con un minimo per β ∼= 0.02, mentre per φk ≥
0.5 monotona crescente. Inoltre l’influenza del parametro φk risulta maggiormente
significativa per valori elevati del rapporto di inertanza.

Per valori più elevati del rapporto di massa (µ = 0.1, 0.2), Figg. 3.19 (b-c),
possono essere fatte le stesse considerazioni, ma si può notare come all’aumentare
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Figura 3.19. Indice di dissipazione di energia (EDI) e parametri ottimali νopt e ξT opt al
variare di β e per diversi valori di φk e µ.

del parametro µ l’influenza del parametro φk risulta meno significativa. Tuttavia, a
fissata coppia µ−β al diminuire del parametro φk l’indice di dissipazione di energia
(EDI) aumenta sempre.

Per quanto riguarda i parametri ottimali νopt (Figg. 3.19 (d-f)) e ξTopt (Figg.
3.19 (g-h)), si nota come tutte le curve convergono ai valori dei parametri ottimali
del sistema TMD (β = 0) ed in particolare all’aumentare del rapporto di massa i
valori del rapporto di frequenze ottimale del sistema TMD diminuiscono, mentre
quelli relativi al rapporto di smorzamento ottimale aumentano.

Si nota come al diminuire del parametro φk, la funzione che descrive il rapporto
di frequenze ottimale νopt al variare di β risulta essere: i) sempre crescente (φk = 1),
ii) prima crescente e poi decrescente (φk = 0.50, 0.75) e iii) sempre decrescente (φk =
−0.5, 0); invece la funzione del rapporto di smorzamento ottimale ξTopt al variare
del rapporto di inertanza risulta essere: i) sempre decrescente (φk = 1), ii) prima
decrescente e poi crescente (φk = 0.75) e iii) sempre crescente (φk = −0.5, 0, 0.5).

L’allocazione del sistema di controllo modifica in modo significativo i parametri
di progetto indipendentemente dal valore del rapporto di massa µ, mentre la varia-
zione risulta maggiormente significativa quando il rapporto di inertanza β è elevato.
Infine a parità di µ e β e al diminuire del parametro φk, il rapporto di frequenze
ottimale diminuisce sempre, mentre il rapporto di smorzamento aumenta.
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3.6.2 Risposte del sistema primario e di controllo

In questo sottoparagrafo si vuole valutare l’influenza dell’allocazione del sistema
di controllo sull’efficacia nella riduzione delle risposte del sistema primario e di
controllo.

Nella Figura 3.20 si riportano, in analogia alla Fig. 3.19, rispettivamente le
quantità di risposta del sistema primario, dI e aI , e del sistema di controllo, dT e
dTI , per gli stessi valori del rapporto di massa µ e del parametro φk, al variare del
rapporto di inertanza β.
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Figura 3.20. Quantità di risposta del sistema primario, dI e aI , e del sistema di controllo,
dT e dT I , al variare di β e per diversi valori di φk e µ.

Al variare del parametro φk si possono avere diverse situazioni nelle quali il
sistema TMDI può avere valori delle risposte maggiori, inferiori o pari a quelle del
sistema TMD caratterizzato dallo stesso rapporto di massa. In particolare se la
funzione che definisce la risposta al variare di β è monotona decrescente allora il
sistema TMDI risulta più performante del sistema TMD, viceversa se è monotona
crescente risulta meno performante.
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Per quanto riguarda lo spostamento relativo al suolo, Figg. 3.20 (a-c), e l’ac-
celerazione assoluta, Figg. 3.20 (d-f), del sistema primario possono essere fatte le
analoghe considerazioni discusse in precedenza per l’indice EDI. L’unica differenza
è legata grafici dell’accelerazione aI , dove nel caso φk = −0.5 e per i tre valori di µ
riportati, la funzione, al variare del rapporto di inertanza, inizialmente decresce e
poi cresce e presenta un minimo in corrispondenza di un valore di β che aumenta
con µ.

Le funzioni relative agli spostamenti della massa ausiliaria rispetto al suolo, Figg.
3.20 (g-i) e rispetto alla massa del sistema primario, 3.20 (j-l), sono tutte monotone
decrescenti. Quindi, indipendentemente dall’allocazione, l’aggiunta del dispositivo
Inerter ad un sistema TMD riduce sempre la risposta del sistema di controllo. Nel
caso dei sistemi TMD (β = 0) all’aumentare di µ le risposte del sistema di controllo
diminuiscono, mentre a parità della coppia µ − β, le riduzioni delle risposte dT e
dTI aumentano al diminuire del parametro φk.

3.7 Conclusioni

In questo capitolo, è stato affrontato il tema della progettazione ottimale, dell’allo-
cazione ottimale e della valutazione delle prestazioni di sistemi innovativi TMDI nel
mitigare la risposta dinamica di strutture multipiano a base fissa. Le prestazioni di
questi sistemi di controllo sono state confrontate con quelle di altri sistemi a massa
accordata che sono casi particolari del TMDI, ovvero il TID e i sistemi tradizionali
TMD sia convenzionali che non convenzionali.

Il sistema a N+1 gdl è stato studiato attraverso la definizione di un modello
ridotto generalizzato a 2 gdl che nonostante sia stato ricavato per strutture multi-
piano a base fissa, può essere esteso a numerose altre situazioni strutturali (ponti,
passerelle pedonali, ecc...).

I sistemi di controllo TMDI e TID, rispetto ai TMD (singolo terminale j), sono
caratterizzati da due terminali (j e k) che tipicamente sono collegati a gdl diversi
della struttura da controllare. Attraverso il modello ridotto è stato possibile defi-
nire una procedura per l’allocazione ottimale di entrambi i terminali del sistema di
controllo all’interno della struttura basata sulla sola analisi della forma di vibrare
della struttura da controllare. Per allocare in modo ottimale il sistema di controllo,
infatti, il terminale j (corrispondente alla connessione viscoelastica) deve essere col-
legato in corrispondenza del massimo valore assoluto della forma di vibrare, mentre
il terminale k (corrispondente al dispositivo Inerter) deve essere collegato in modo
che la differenza modale tra i due terminali risulti massima.

Inizialmente è stato studiato un caso particolare (ma di notevole interesse) del
sistema ridotto, ovvero il caso in cui il terminale k sia collegato a terra o in un
punto nullo del modo da controllare. Successivamente è stata invece valutata l’in-
fluenza sia sulla progettazione ottimale che sull’efficacia dell’allocazione del sistema
di controllo.

Sono state proposte tre diverse metodologie di progettazione ottimale del TMDI
nel caso di eccitazione alla base di tipo rumore bianco. Le prime due metodologie
sono basate sulla minimizzazione di quantità cinematiche della struttura primaria
(in particolare lo spostamento relativo e l’accelerazione assoluta), mentre la terza è
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basata sulla massimizzazione dell’indice EDI che massimizza l’energia dissipata nel
sistema di controllo rispetto a quella di input.

I risultati hanno evidenziato come le curve di progetto dei parametri ottimali
ottenute con le tre metodologie sono molto simili. I parametri di progetto ottimale
selezionati con l’indice di energia sono intermedi rispetto alle altre due metodolo-
gie; per questo motivo, questa metodologia è stata scelta perché risulta un buon
compromesso tra la minimizzazione degli spostamenti e la minimizzazione delle
accelerazioni.

Si è osservato che, il TMDI è sempre più efficace di un TMD tradizionale con
lo stesso rapporto rapporto di massa. Attraverso l’opportuna scelta delle coppie
µ−β, è possibile ottenere il livello di prestazioni desiderato. Quando il rapporto di
massa non è elevato (µ ≤ 0.1), il sistema di controllo TMDI, rispetto al TID, risulta
più efficace nel ridurre la risposta del sistema primario quando i valori del rapporto
di inertanza sono relativamente piccoli (β < 0.2), mentre presentano prestazioni
comparabili per β ≥ 0.2 (ovvero la presenza della massa ausiliaria è trascurabile).

Le analisi di sensitività perturbando i parametri di progetto in un range di
variazione molto ampio ha mostrato che il TMDI è un sistema di controllo robusto,
con prestazioni superiori al sistema TMD con lo stesso rapporto di massa equivalente
µE , nonostante risulta leggero perché richiede solo una piccola massa ausiliaria. Il
TMDI, inoltre a differenza dei TMD tradizionali, è in grado di ridurre in modo
significativo le risposte della massa ausiliaria.

L’efficacia del sistema TMDI progettato in modo ottimale è stata anche valutata
nel caso di eccitazione alla base con accelerogrammi naturali sia di tipo near-fault
che di tipo far-field. Le analoghe indicazioni sulla possibile scelta delle coppie µ−β
ottenute con l’azione stocastica di tipo rumore bianco sono state confermate anche
nel caso di input sismici. Il sistema TMDI ha prestazioni superiori rispetto ai
TMDC e TMDNC sia in termini di valori quadratici medi che di picco e sia per la
risposta del sistema primario che di controllo. Questi risultati sono evidenti anche
guardando le storie temporali delle risposte. Un aspetto da considerare nel caso di
azioni multifrequenza come nel caso di terremoti è il tempo di attivazione necessario
al sistema a masse accordate per iniziare ridurre in modo efficace la risposta del
sistema da controllare. Questo aspetto è correlato al contenuto di frequenza del
segnale che può deteriorare l’efficacia del sistema di controllo se l’accelerogramma
ha un alto contenuto impulsivo nei primi istanti del segnale.

Infine, è stata valutata l’influenza dell’allocazione sistema di controllo (definita
nel modello ridotto attraverso il parametro φk) rispetto al caso particolare inizial-
mente studiato (φk = 0). Si è visto come all’aumentare di φk (ovvero al diminuire
della differenza modale tra i due terminali) l’efficacia del sistema di controllo dimi-
nuisce in modo più o meno significativo, mentre per φk < 0 le prestazioni risultano
addirittura superiori.

I risultati hanno dimostrato che un TMDI è efficace nel ridurre la risposta di-
namica e l’utilizzo del dispositivo Inerter permette di avere un sistema di controllo
leggero, con prestazioni e robustezza superiori rispetto ai tradizionali TMD. Attra-
verso l’Inerter è quindi possibile ottenere sistemi a masse accordate che uniscono
la leggerezza dei TMDC all’efficacia e alla robustezza dei TMDNC. Sembra parti-
colarmente applicabile, infatti, nel campo dell’ingegneria civile quando si tratta di



3.7 Conclusioni 51

nuove costruzioni ma anche in quelle già esistenti, senza aggiungere un importante
quantitativo di massa ausiliaria.

Per tutti questi motivi, un TMDI rappresenta una valida alternativa ad altre
tecniche di controllo passivo e può essere implementata con successo in altre configu-
razioni strutturali come quella proposta nel successivo Capitolo 4, ovvero a strutture
multipiano isolate alla base per le quali, sulla base dei risultati ottenuti in questo
capitolo, risulta naturale la scelta di collegare il sistema di controllo tra la massa
del basamento e il suolo.
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Capitolo 4

Strutture multipiano isolate alla
base dotate di TMDI

4.1 Premessa

In questo capitolo sono presentati i risultati relativi allo studio di strutture multi-
piano a N gdl isolate alla base e dotate di TMDI.

Nel precedente capitolo, infatti, è stato studiato l’utilizzo dell’innovativo TMDI
come sistema di controllo per mitigare la risposta dinamica di strutture multipiano
a base fissa. Sulla base dei precedenti risultati, la ricerca è quindi proseguita nello
studio del sistema TMDI al fine di ridurre gli spostamenti laterali in strutture isolate
alla base (BIS) che in alcune situazioni possono risultare eccessivi.

Le prestazioni del sistema di controllo, progettato in modo ottimale sulla base
dell’indice energetico EDI, sono state valutate su sistemi ridotti sia con input sto-
castici di tipo rumore bianco e colorato, sia con accelerogrammi naturali. Inoltre,
è stata valutata l’influenza della sovrastruttura e l’attenzione è stata in partico-
lare rivolta all’efficacia del TMDI nel caso di BIS caratterizzati da sovrastrutture
flessibili.

I risultati di tale studio sono stati pubblicati sulla rivista internazionale Engi-
neering Structures [De Angelis, Giaralis et al., 2019]1.

4.2 Definizione di sistemi ridotti generalizzati

Al fine di limitare lo spostamento laterale della struttura multipiano a N livelli iso-
lata alla base, Fig. 4.1, si propone l’inserimento del sistema di controllo TMDI.
La struttura multipiano, nel seguito sovrastruttura, è dotata sia di un sistema di
isolamento alla base (base isolation system, BIS), definito da una rigidezza kI e un
coefficiente di smorzamento cI , sia da un sistema TMDI la cui massa mT è collegata
alla massa mI del BIS attraverso una molla e uno smorzatore lineare, rispettiva-
mente di rigidezza kT e coefficiente di smorzamento cT , e al suolo attraverso un
Inerter lineare di inertanza b.

1M. De Angelis, A. Giaralis, F. Petrini and D. Pietrosanti, Optimal tuning and assessment of
inertial dampers with grounded inerter for vibration control of seismically excited base-isolated
systems, Engineering Structures (2019); 196: 109250. DOI: 10.1016/j.engstruct.2019.05.091.
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uSN-1
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uR1
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uRN-1
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Figura 4.1. Struttura multipiano a N livelli isolata alla base e dotata di sistema di controllo
TMDI.

Le equazioni del moto, considerando solo la componente di traslazione orizzon-
tale, relative alla sovrastruttura (ipotizzata piana, di tipo shear-type e con masse
concentrate ai livelli) dotata di un BIS e un sistema TMDI e soggetta ad una ac-
celerazione alla base üg(t) possono essere scritte in forma matriciale nel seguente
modo:

MMMüuu(t) +LLLu̇uu(t) +KuKuKu(t) = −M̃MMτττüg(t) (4.1)

con

MMM =

 MMMS MMMSτττS 000
(MMMSτττS)T mS,tot +mI 0

0T0T0T 0 mT + b

 , LLL =

LLLS 000 000
000T cI + cT −cT
000T −cT cT

 ,
KKK =

KKKS 000 000
000T kI + kT −kT
000T −kT kT

 , uuu =

uuuR(t)
uI(t)
uT (t)

 , τττ =

000
1
1

 e M̃MM = MMM |b=0

(4.2)

dove MMMS , LLLS e KKKS sono rispettivamente le N ×N matrici di massa, smorzamento
e rigidezza della sovrastruttura come se fosse a base fissa, τττS è il vettore di trasci-
namento N × 1, 000 è il vettore nullo N × 1 e mS,tot = τττTSMMMSτττS è la massa totale
della sovrastruttura. Il vettore uuuR(t) = [uR1(t), uR2(t), . . . , uRN (t)]T raccoglie gli
spostamenti delle masse mSi (i = 1, . . . , N) della sovrastruttura rispetto al basa-
mento del BIS, mentre uI e uT sono gli spostamenti relativi al suolo rispettivamente
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della massa del BIS e del sistema TMDI. Inoltre gli spostamenti della sovrastruttura
rispetto al suolo possono essere valutati come uuuS(t) = uuuR(t) + τττSuI(t).

La sovrastruttura può essere realisticamente ipotizzata come un sistema a N -
gdl classicamente smorzato ed è quindi possibile condurre un’analisi modale classica,
KKKSΦΦΦS = MMMSΦΦΦSΩΩΩ2

S , al fine di determinarne frequenze naturali ωSi e modi naturali di
vibrare φφφSi che possono essere rispettivamente raccolti nella matrice spettrale ΩΩΩ2

S =
diag{ω2

S1, . . . , ω
2
SN} e nella matrice modale ΦΦΦS = [φφφS1, . . . ,φφφSN ]. Per i successivi

sviluppi analitici risulta conveniente normalizzare gli autovettori in modo tale che
ΦΦΦT
SMMMSΦΦΦS = III, dove I è la matrice identità N ×N .
A questo punto, al fine di disaccoppiare le equazioni del moto della sovra-

struttura, gli spostamenti uuuR possono essere determinati attraverso il metodo di
sovrapposizione degli spostamenti modali nel seguente modo:

uuuR = ΦΦΦT
SΓΓΓSwwwR (4.3)

dove ΓΓΓS = ΦΦΦT
SMMMSτττS è la matrice N × N lungo la cui diagonale sono raccolti i

coefficienti di partecipazione modale degli N modi di vibrare della sovrastruttura
e wwwR è il vettore N × 1 che raccoglie le coordinate modali rispetto al BIS degli N
oscillatori elementari in cui è stata decomposta la sovrastruttura. Avendo inoltre
ipotizzato la sovrastruttura come un sistema classicamente smorzato si ha che i
modi naturali di vibrare sono ortogonali alla matrice di smorzamento LLLS e quindi
ΞΞΞS = ΦΦΦT

SLLLSΦΦΦS = diag{2ξSiωSi} dove ξSi è il rapporto di smorzamento dell’i-esimo
modo di vibrare della sovrastruttura.

Le matrici e i vettori dell’Eq. 4.2, avendo disaccoppiato le equazioni del moto
della sovrastruttura, Eq. 4.3, possono essere riscritte nel seguente modo:

MMM =

 ΓΓΓ2
S ΓΓΓ2

SτττS 000
(ΓΓΓ2
SτττS)T mS,tot +mI 0
0T0T0T 0 mT + b

 , LLL =

ΓΓΓ2
SΞΞΞS 000 000
000T cI + cT −cT
000T −cT cT

 ,
KKK =

ΓΓΓ2
SΩΩΩ2

S 000 000
000T kI + kT −kT
000T −kT kT

 , uuu =

wwwR(t)
uI(t)
uT (t)

 , τττ =

000
1
1

 e M̃MM = MMM |b=0.

(4.4)

La progettazione ottimale del sistema di controllo TMDI e lo studio del com-
portamento dinamico del sistema completo a N + 1 + 1 gdl definito dalle Eqq. 4.1 e
4.4 può risultare complesso e quindi, in analogia al Capitolo 3 per le strutture mul-
tipiano a base fissa, si è definito un modello ridotto generalizzato. Nel successivo
Sottoparagrafo 4.2.1, verranno definite le equazioni del moto per il sistema ridotto
a n+1+1 gdl che può degenerare in due casi particolari: sistema ridotto a 1+1+1
gdl (Sottoparagrafo 4.2.2) e sistema ridotto a 1+1 gdl (Sottoparagrafo 4.2.2).

4.2.1 Sistema ridotto a n+1+1 gdl

A partire dalle Eqq. 4.1 e 4.4, se si considerano solamente gli n modi di vibrare
maggiormente significativi della sovrastruttura mentre i restanti N − n modi di vi-
brare vengono considerati solamente in termini di masse modali ipotizzate collegate
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rigidamente al basamento del BIS è possibile formulare il seguente sistema ridotto
a n+ 1 + 1 gdl con 0 ≤ n ≤ N .

Le equazioni del moto dei possibili N + 1 sistemi ridotti generalizzati possono
essere scritte in forma matriciale nel seguente modo:

MMM∗üuu∗(t) +LLL∗u̇uu∗(t) +KKK∗uuu∗(t) = −M̃MM∗
τττ∗üg(t) (4.5)

con

MMM∗ =

 MMM∗
S MMM∗

Sτττ
∗
S 000

(MMM∗
Sτττ

∗
S)T m∗

S +m∗
I 0

0T0T0T 0 mT + b

 , LLL∗ =

LLL∗
S 000 000

000T cI + cT −cT
000T −cT cT

 ,
KKK∗ =

KKK∗
S 000 000

000T kI + kT −kT
000T −kT kT

 , uuu∗ =

wwwR(t)
uI(t)
uT (t)

 , τττ =

000
1
1

 e M̃MM∗ = MMM∗|b=0

(4.6)

dove MMM∗
S , LLL∗

S e KKK∗
S sono rispettivamente le matrici diagonali che contengono le

masse modali m∗
Si, i coefficienti di smorzamento modale c∗

Si e le rigidezze modali
k∗
Si degli i-esimi modi di vibrare della sovrastruttura considerati, m∗

S è la massa
modale totale degli n modi di vibrare considerati, m∗

I è la massa del basamento
alla quale si ipotizzano collegate rigidamente le masse modali degli N − n modi di
vibrare non considerati e τττ∗

S è il vettore di trascinamento di dimensioni n× 1.
In Tab. 4.1 sono riportate le equazioni dei precedenti parametri sia per generico

n, ovvero il numero di modi di vibrare della sovrastruttura considerati nel modello
ridotto, sia per tre casi particolari n = N, 1, 0.

Parametro n = N n = 1 n = 0
(N + 1 + 1 gdl) (1 + 1 + 1 gdl) (1 + 1 gdl)

MMM∗
S = diag{m∗

Si} ΓΓΓ2
S m∗

S1 0

LLL∗
S = diag{c∗

Si} ΓΓΓ2
SΞΞΞS c∗

S1 0

KKK∗
S = diag{k∗

Si} ΓΓΓ2
SΩΩΩ2

S k∗
S1 0

m∗
S = τ∗T

S MMM∗
Sτττ

∗
S mS,tot m∗

S1 0

m∗
I = mI +mS,tot −m∗

S mI mI +mS,tot −m∗
S1 mI +mS,tot

τττ∗
S τττS 1 0

Tabella 4.1. Definizione dei parametri del sistema ridotto generalizzato al variare del
numero n di modi di vibrare della sovrastruttura considerati.

Nel caso in cui n = N , ovvero il modello ridotto tiene in conto di tutti i modi
di vibrare della sovrastruttura, le equazioni del sistema ridotto generalizzato, Eqq.
4.5 e 4.6, coincidono con quelle del sistema completo, Eqq. 4.1 e 4.4.

4.2.2 Sistema ridotto a 1+1+1 gdl

Nel caso in cui si considera solo un modo di vibrare della sovrastruttura (tipicamente
il primo), n = 1, il modello ridotto generalizzato definito nel Sottoparagrafo 4.2.1
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degenera in un sistema a 3 gdl costituito da una sovrastruttura ad 1 gdl isolata alla
base e dotata di TMDI. Le equazioni del moto in termini dimensionali del sistema
ridotto a 1+1+1 gdl (sovrastruttura + BIS + TMDI), Fig. 4.2, possono essere
ricavate sostituendo le definizioni riportate nella Tab. 4.1 nell’Eqq. 4.5 e 4.6.

mI
*

mT

uT

üG

cI

kT

TMDI

b

k I BIS

cT

mS1
*

cS1*

kS1
*

uI

wS

wR1uI

SOVRASTRUTTURA

Figura 4.2. Sistema ridotto generalizzato a 1 + 1 + 1 gdl.

Definendo ω∗
S1 =

√
k∗
S1/m

∗
S1, ω∗

I =
√
kI/m∗

I e ωT =
√
kT /(mT + b) le pulsazioni

naturali dei tre sistemi disaccoppiati ad 1 gdl relativi alla sovrastruttura, al BIS e
al TDMI, le equazioni del moto del sistema ridotto a 3 gdl possono essere scritte in
forma adimensionale nel seguente modo:

µS(q̈R + q̈I) + fS
m∗
Ig

= −µS q̈G

q̈I + 2ξI q̇I + qI = −q̈G + fS
m∗
Ig

+ fT
m∗
Ig

µq̈T = −µq̈G −
fB
m∗
Ig
− fT
m∗
Ig

fS
m∗
Ig

= 2ξSνSµS q̇R + ν2
SµSqR

fB
m∗
Ig

= β(q̈T − φkq̈I)
fT
m∗
Ig

= 2ξT νµE(q̇T − q̇I) + ν2µE(qT − qI)

(4.7)

in termini delle adimensionali coordinate di spostamento qqq = uuu∗/(g/ω∗2
I ), velocità

q̇̇q̇q = u̇∗u̇∗u̇∗/(g/ω∗
I ) e accelerazione q̈̈q̈q = ü∗ü∗ü∗/g relative al suolo, con uuu∗ = [wR1, uI , uT ]T , e

l’accelerazione alla base normalizzata q̈g = üg/g, dove g è l’accelerazione di gravità.
Nelle precedenti equazioni, i fattori di smorzamento ξS , ξI e ξT rispettivamente
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della sovrastruttura, del BIS e del TDMI, i rapporti di frequenze νS e ν e i rapporti
di massa µS e µ rispettivamente della sovrastruttura e del TMDI, il rapporto di
inertanza β, sono stati definiti come:

ξS = c∗
S1

2m∗
S1ω

∗
S1

ξI = cI
2m∗

Iω
∗
I

ξT = cT
2(mT + b)ωT

νS = ω∗
S1
ω∗
I

ν = ωT
ω∗
I

µS = m∗
S1
m∗
I

µ = mT

m∗
I

β = b

m∗
I

(4.8)

e con µE = µ+ β il rapporto di massa equivalente.

Formulazione nello spazio di stato e analisi modale complessa

Le equazioni del moto del sistema ridotto generalizzato a 1+1+1 gdl, Eq. 4.7,
possono essere riscritte secondo la formulazione nello spazio di stato, Eq. 2.1, dove

AAA =


0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

−ν2
S(µS + 1) µEν

2 + 1 −µEν
2 −2νSξS(µS + 1) 2(ξI + µEνξT ) −2µEνξT

µSν
2
S −µEν

2 − 1 µEν
2 2µSνSξS −2(ξI + µEνξT ) 2µEνξT

0 ν2 −ν2 0 2νξT −2νξT


è la matrice di stato, BBB = [0 0 0 0 − 1 − µ/µE ]T è il vettore degli input,

CCC =



1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 −1 1 0 0 0
0 0 0 0 −1 1

−ν2
S(µS + 1) µEν

2 + 1 −µEν
2 −2νSξS(µS + 1) 2(ξI + µEνξT ) −2µEνξT

µSν
2
S −µEν

2 − 1 µEν
2 2µSνSξS −2(ξI + µEνξT ) 2µEνξT


è la matrice degli output, DDD è il vettore nullo 9 × 1, zzz(t) = [qR qI qT q̇R q̇I q̇T ]T e
θθθ(t) =

[
qR qI qT q̇R q̇I qTI q̇TI q̈

(tot)
R q̈

(tot)
I

]T
sono rispettivamente il vettore di stato

e il vettore degli output e e(t) = q̈G è l’azione applicata. Inoltre, con qTI = qT − qI
è indicato lo spostamento relativo della massa secondaria rispetto alla massa del
BIS, mentre con q̈(tot)

R e q̈(tot)
I sono indicate rispettivamente le accelerazioni assolute

della sovrastruttura e del BIS.
Le proprietà modali del sistema sono state determinate attraverso l’analisi mo-

dale complessa dal momento che il sistema dinamico considerato è non classicamente
smorzato. In particolare, risolvendo il problema agli autovalori, Eq. 2.3, si ottiene
la seguente equazione caratteristica:

s6 + a1s
5 + a2s

4 + a3s
3 + a4s

2 + a5s+ a6 = 0 (4.9)

dove
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a1 = 2(ξI + νξT (1 + µE) + νSξS(1 + µS))
a2 = ν2(1 + µE) + ν2

S(1 + µS) + 4(νξIξT + νSξIξS + ννSξSξT (1 + µE + µS)) + 1
a3 = 2(νξT + νSξS + ξI(ν2 + ν2

S) + ννS((νξS + νSξT )(1 + µE + µS) + 4ξIξSξT ))
a4 = ν2 + ν2

S + ννS(ννS(1 + µE + µS) + 4(ξSξT + νξIξS + νSξIξT ))
a5 = 2ννS(ννSξI + νξS + νSξT )

a6 = ν2ν2
S

L’Eq. 4.9 ammette soluzioni complesse coniugate attraverso le quali è possibile
determinare le frequenze naturali γi e i fattori di smorzamento ηi, con i = 1−3, dei
modi di vibrare del sistema così come descritto nel Sottoparagrafo 2.2.1.

Definizione degli indici di prestazione

Le prestazioni del sistema TMDI, nel sistema ridotto generalizzato ad 1+1+1 gdl
soggetto ad azione di tipo rumore bianco, sono state valutate attraverso i seguenti
indici di prestazione cinematica:

dI =
σ2
qI

σ2
qIr

, aI =
σ2
q̈

(tot)
I

σ2
q̈

(tot)
Ir

, dR =
σ2
qR

σ2
qIr

, aS =
σ2
q̈

(tot)
R

σ2
q̈

(tot)
Ir

, dT =
σ2
qT

σ2
qIr

, dTI =
σ2
qT I

σ2
qIr

(4.10)

dove σ2
qIr

e q̈(tot)
I,r sono rispettivamente le varianze dello spostamento relativo e del-

l’accelerazione assoluta del BIS del sistema sovrastruttura+BIS non controllato di
riferimento con µS = 1.5, νS = 3, ξS = 0.02 e ξI = 0.15. Inoltre, l’indice di
dissipazione di energia EDI risulta pari a:

EDI = EDT

EDS + EDI + EDT
≤ 1 (4.11)

con EDS , EDI e EDT i valori attesi dell’energia dissipata nell’intervallo di tempo
∆t dagli smorzatori viscosi rispettivamente della sovrastruttura, del BIS e del TMDI
definiti come:

EDS = 2ξSµSνSσ2
q̇R

∆t, EDI = 2ξIσ2
q̇I

∆t, EDT = 2µEξT νTσ2
q̇T I

∆t (4.12)

Gli indici di prestazione riportati nelle Eqq. 4.10 e 4.11 sono stati valutati per
l’eccitazione di tipo rumore bianco attraverso l’Eq. 2.5. È importante sottolineare
che per il rumore bianco tali indici sono indipendenti dall’intensità e dal contenuto
in frequenza dell’azione. Inoltre, permettono di valutare le prestazioni relative del
sistema sovrastruttura+BIS+TMDI rispetto ad un sistema non controllato di rife-
rimento costituito da un BIS con una capacità dissipativa medio-grande (ξI = 0.15)
e una sovrastruttura relativamente rigida (νS = 3) caratterizzata da una piccola
capacità dissipativa (ξS = 0.02) e una massa media (µS = 1.5) rispetto al BIS.
Infatti, gli indici dI e aI misurano il potenziale miglioramento delle prestazioni che
l’introduzione del sistema TMDI ha sullo spostamento relativo e sull’accelerazione
assoluta di sistemi sovrastruttura+BIS caratterizzati da proprietà anche diverse da
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quelle del sistema non controllato di riferimento. Gli indici dR e aS misurano lo
spostamento relativo al BIS e l’accelerazione assoluta della sovrastruttura rispet-
tivamente rispetto allo spostamento e all’accelerazione del BIS non controllato di
riferimento (sovrastruttura+BIS). Questi due indici forniscono indicazioni, rispetto
la risposta del BIS di riferimento, rispettivamente sul livello di sforzi e di confort sul-
la sovrastruttura. Inoltre, gli indici dT e dTI , normalizzati rispetto lo spostamento
del BIS non controllato di riferimento, permettono di valutare lo spostamento della
massa secondaria rispettivamente rispetto al suolo e rispetto alla massa del BIS.
Gli ultimi due indici permettono di avere informazioni sullo spostamento richiesto
rispettivamente al dispositivo Inerter e allo smorzatore viscoso. Infine, l’EDI defi-
nito nell’Eq. 4.11 dipende dalle proprietà del sistema sovrastruttura+BIS+TMDI,
ma non è correlato a nessun sistema di riferimento; infatti quantifica la quota parte
di energia che viene dissipata dal TMDI rispetto all’energia totale di input (cioè,
ED = EDS + EDI + EDT ).

4.2.3 Sistema ridotto a 1+1 gdl

Se non si tiene in considerazione nessun modo di vibrare della sovrastruttura, n = 0,
il modello ridotto generalizzato, Sottoparagrafo 4.2.1, degenera in un sistema a 2
gdl, Figura 4.3, in cui l’intera massa della sovrastruttura è ipotizzata collegata
rigidamente al basamento. Questa assunzione, come si vedrà in seguito, risulta
lecita nel caso in cui la sovrastruttura è molto più rigida del sistema di isolamento.

mI
*

mT

uIuT

üG

cI

kT

TMDI

b

k I BIS

cT

Figura 4.3. Sistema ridotto generalizzato a 1 + 1 gdl.

Definendo ω∗
I =

√
kI/m∗

I e ωT =
√
kT /(mT + b) le pulsazioni naturali rispet-

tivamente del BIS e del TDMI, le equazioni del moto del sistema ridotto a 2 gdl
possono essere scritte in forma adimensionale nel seguente modo:
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q̈I + 2ξI q̇I + qI = −q̈G + fT
m∗
Ig

µq̈T = −µq̈G −
fB
m∗
Ig
− fT
m∗
Ig

fB
m∗
Ig

= βq̈T
fT
m∗
Ig

= 2ξT νµE(q̇T − q̇I) + ν2µE(qT − qI)

(4.13)

in termini delle adimensionali coordinate di spostamento qqq = uuu∗/(g/ω∗2
I ), velocità

q̇̇q̇q = u̇∗u̇∗u̇∗/(g/ω∗
I ) e accelerazione q̈̈q̈q = ü∗ü∗ü∗/g relative al suolo, con uuu∗ = [uI , uT ]T , e

l’accelerazione alla base normalizzata q̈g = üg/g, dove g è l’accelerazione di gravità.
Nelle precedenti equazioni, i fattori di smorzamento ξI e ξT rispettivamente del BIS
e del TDMI, il rapporto di frequenza ν e il rapporto di massa µ, il rapporto di
inertanza β, sono gli stessi definiti nell’Eq. 4.8.

Formulazione nello spazio di stato e analisi modale complessa

Le equazioni del moto del sistema ridotto generalizzato a 1+1 gdl, Eq. 4.13, possono
essere riscritte secondo la formulazione nello spazio di stato, Eq. 2.1, dove:

AAA =


0 0 1 0
0 0 0 1

−µEν2 − 1 µEν
2 −2(ξI + µEνξT ) 2µEνξT

ν2 −ν2 2νξT −2νξT


è la matrice di stato, BBB = [0 0 0 0 − 1 − µ/µE ]T è il vettore degli input,

CCC =



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
−1 1 0 0
0 0 −1 1

−µEν2 − 1 µEν
2 −2(ξI + µEνξT ) 2µEνξT


è la matrice degli output, DDD è il vettore nullo 6 × 1, zzz(t) = [qI qT q̇I q̇T ]T e θθθ(t) =[
qI qT q̇I qTI q̇TI q̈

(tot)
I

]T
sono rispettivamente il vettore di stato e il vettore degli

output e e(t) = q̈G è l’azione applicata.
In analogia al sistema ridotto a 1+1+1 gdl, risolvendo il problema agli autovalori,

Eq. 2.3, si ottiene la seguente equazione caratteristica:

s4+2(ξI+νξT (1+µE))s3+(1+ν2(1+µE)+4νξIξT )s2+2ν(νξI+ξT )s+ν2 = 0 (4.14)

L’Eq. 4.14 ammette soluzioni complesse coniugate attraverso le quali è possibile
determinare le frequenze naturali γi e i fattori di smorzamento ηi, con i = 1, 2, dei
modi di vibrare del sistema così come descritto nel Sottoparagrafo 2.2.1.
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Definizione degli indici di prestazione per le azioni di tipo stocastico

Le prestazioni del sistema TMDI, nel sistema ridotto generalizzato ad 1+1 gdl
soggetto ad azione di tipo rumore bianco o rumore colorato, sono state valutate
attraverso i seguenti indici di prestazione cinematica:

dI =
σ2
qI

σ2
qIr

, aI =
σ2
q̈

(tot)
I

σ2
q̈

(tot)
Ir

, dT =
σ2
qT

σ2
qIr

, dTI =
σ2
qT I

σ2
qIr

(4.15)

dove σ2
qIr

e q̈(tot)
Ir sono rispettivamente le varianze dello spostamento relativo e del-

l’accelerazione assoluta del BIS non controllato di riferimento con ξI = 0.15. Inoltre,
l’indice di dissipazione di energia EDI risulta pari a:

EDI = EDT

EDI + EDT
≤ 1 (4.16)

con EDI e EDT i valori attesi dell’energia dissipata nell’intervallo di tempo ∆t
dagli smorzatori viscosi rispettivamente del BIS e del TMDI definiti come:

EDI = 2ξIσ2
q̇I

∆t, EDT = 2µEξT νTσ2
q̇T I

∆t (4.17)

Gli indici di prestazione riportati nelle Eqq. 4.15 e 4.16 sono stati valutati per
l’eccitazione di tipo rumore bianco e rumore colorato rispettivamente attraverso le
Eqq. 2.5 e 2.13. È importante sottolineare che sono indipendenti dall’intensità
dell’azione e dipendono dal contenuto in frequenza dell’eccitazione solo nel caso di
rumore colorato. Inoltre a parità di azione, gli indici di prestazione cinematica
definiti nell’Eq. 4.15 permettono di valutare le prestazioni relative di BIS+TMDI
rispetto ad un BIS non controllato di riferimento caratterizzato da una capacità
dissipativa medio-grande, definita attraverso il rapporto di smorzamento ξI = 0.15.
Infine, l’EDI definito nell’Eq. 4.16, dipende dalle proprietà del BIS+TMDI, ma
non è correlato a nessun BIS di riferimento; infatti quantifica la quota parte di
energia che viene dissipata dal TMDI rispetto all’energia totale di input (cioè, ED =
EDI + EDT ).

Nei successivi paragrafi prima si studierà il sistema ridotto a 1+1 gdl, ipotiz-
zando che la sovrastruttura risulti molto più rigida del BIS, e successivamente verrà
studiata l’influenza della sovrastruttura attraverso l’utilizzo del modello ridotto a
1+1+1 gdl.

4.3 Progettazione ottimale e valutazione delle presta-
zioni di sistemi ad 1+1 gdl soggetti ad eccitazioni
tipo rumore bianco

4.3.1 Progettazione ottimale basata sull’EDI di sistemi TMDI per
i BIS

Da un punto di vista computazionale, la funzione che definisce l’indice di dissipazio-
ne di energia (EDI) sul piano ν − ξT risulta essere convessa con un massimo molto
evidente per tutti i casi di progettazione ottimale del TMDI per il BIS considerati.
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A titolo esemplificativo della convessità della funzione EDI e della robustezza del
sistema di controllo al variare dei parametri di progetto, in Fig. 4.4 (a) si riportano
le curve di livello della superficie che descrive l’indice EDI sul piano dei parametri
di progetto ν − ξT per un sistema BIS+TMDI arbitrariamente selezionato, mentre
nelle Figg. 4.4 (b) e (c) si riportano rispettivamente le sezioni della funzione EDI
lungo le linee tratteggiate della Fig. 4.4 (a) che corrispondono rispettivamente al
rapporto di frequenze e di smorzamento ottimale.
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Figura 4.4. Illustrazione della convessità della funzione obiettivo EDI: (a) curve di livello
e sezioni trasversali in corrispondenza dei parametri ottimali (b) ξT,opt e (c) νopt (ξI =
0.15, µ = 0.05 e β = 0.2).

Da un punto di vista della dinamica strutturale, l’ottimizzazione basata sull’EDI
massimizza la porzione di energia dissipata dal sistema di controllo TMDI, EDT ,
rispetto all’energia totale assorbita dal BIS+TMDI sottoposto ad un’eccitazione
di rumore bianco, ED = EDI + EDT , in un determinato intervallo di tempo. Ad
esempio dalla Fig. 4.4 si evince come, in corrispondenza del valore di picco dell’EDI,
il 42% dell’energia totale assorbita dall’intero sistema è dissipata dal TMDI, EDT ,
mentre la restante parte, ovvero il 58%, viene dissipata dal BIS, EDI . Per ogni
coppia dei parametri di progettazione non ottimali (ν, ξT ), l’energia totale assorbita
dal sistema viene dissipata dal TMDI in misura inferiore del 42% come mostrato
nelle Figg. 4.4 (b) e (c).

Ulteriori considerazioni sulle prestazioni del BIS dotato di sistema TMDI, pro-
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gettato in modo ottimale massimizzando l’EDI, possono essere fatte esaminando le
curve di livello degli indici di prestazione, definiti nell’Eq. 4.15, sul piano ν − ξT e
riportati in Fig. 4.5 in cui la posizione dei parametri di progettazione ottimale è
indicata dalle linee tratteggiate.
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Figura 4.5. Curve di livello degli indici di prestazione, Eq. 4.15, del BIS+TMDI nel piano
ν − ξT (ξI = 0.15, µ = 0.05 e β = 0.2).

Le Figure 4.5 (a) e (b) mostrano come né lo spostamento dI né l’accelerazio-
ne aI del BIS risultano minimizzati, anche se i parametri νopt e ξT,opt ottimali per
l’EDI risultano intermedi e vicini a quelli che minimizzano lo spostamento dI e l’ac-
celerazione aI . Pertanto, la progettazione basata sull’EDI risulta essere un buon
compromesso allo scopo di ridurre contemporaneamente sia lo spostamento relativo
che l’accelerazione assoluta del BIS. Questo risultato è in accordo con quello otte-
nuto nel Capitolo 3 per strutture a base fissa eccitate da azioni di rumore bianco
leggermente smorzate (cioè non isolate).

Tuttavia, le funzioni che definiscono le risposte dT e dTI del TMDI, Figg. 4.5
(c) e (d), non mostrano nessun minimo definito nel piano ν − ξT : diminuiscono
monotonicamente all’aumentare del rapporto di frequenza e smorzamento del TMDI
con una pendenza relativamente elevata (specialmente lo spostamento relativo dTI).
Quest’ultima osservazione suggerisce che nell’implementazione da un punto di vista
tecnologico di BIS dotati di TMDI è necessario prestare particolare attenzione alla
risposta della massa secondaria a seguito di eventuali variazioni dei parametri di
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progetto rispetto a quelli ottimali.

4.3.2 Valutazione delle prestazioni al variare delle proprietà iner-
ziali del TMDI

In questo sottoparagrafo vengono presentate e discusse le prestazioni del sistema
TMDI, progettato secondo la metodologia basata sull’EDI, al variare delle proprietà
inerziali del sistema di controllo per un BIS di riferimento caratterizzato da un
rapporto di smorzamento ξI = 0.15. I rapporti di massa e di inertanza sono stati
fatti variare nei seguenti range µ = [0, 0.2] e β = [0, 1] sia per includere i casi limite
di BIS+TMD (uuu2 = [µ, 0]T ) e di BIS+TID (uuu2 = [0, β]T ) sia per comprendere
i BIS caratterizzati da masse relativamente piccole, come ad esempio attrezzature
strategiche e manufatti alloggiati negli edifici, per i quali il limite superiore di µ = 0.2
e/o β = 1 è praticamente fattibile. Per facilitare il confronto tra gli effetti delle
proprietà inerziali µ e β nei sistemi progettati secondo l’EDI, i risultati vengono
riportati come curve di iso-prestazione nel piano di progetto inerziale µ − β, Figg.
4.6 - 4.8. In queste figure, l’origine corrisponde al BIS di riferimento non controllato,
l’asse y ai sistemi BIS+TMD (β = 0), l’asse x ai sistemi BIS+TID (µ = 0) e qualsiasi
altro punto ai sistemi BIS+TMDI.
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Figura 4.6. Curve di livello del massimo valore dell’EDI nel piano di progetto inerziale
µ− β per il sistema BIS+TMDI eccitato da azione di tipo rumore bianco (ξI = 0.15).

La Figura 4.6 riporta il massimo valore dell’EDI sul piano µ−β. Si osserva che,
a fissato rapporto di massa, l’EDI aumenta monotonicamente con β a dimostrazione
che, indipendentemente da µ, all’aumentare del rapporto di inertanza aumenta la
quota parte di energia dissipata dal sistema di controllo TMDI rispetto al BIS. In
particolare per valori relativamente elevati di β (β ≥ 0.5), l’energia dissipata dal si-
stema TMDI risulta essere il 60-70% dell’energia in ingresso. Tuttavia, l’incremento
dell’EDI con β satura velocemente a dimostrazione che, già per valori relativamente
piccoli del rapporto di inertanza, si ha un’elevata efficacia nel trasferire la dissipa-
zione di energia dal BIS al TMDI. D’altra parte, si vede che l’EDI aumenta in modo
significativo con µ solo per valori del rapporto di inertanza relativamente piccoli,
cioè 0 < β < 0.3. Per valori di β più elevati, l’EDI diventa meno sensibile all’aumen-
to del rapporto di massa (le curve a iso-EDI, ovvero a iso-prestazione energetica,
sono quasi parallele all’asse y), mentre per β > 0.8 l’aumento di µ riduce l’EDI.
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Da un punto di vista del performnce-based design, le curve a iso-EDI sugge-
riscono che a parità di prestazione energetica l’aggiunta di un dispositivo Inerter
collegato a terra a un BIS dotato di TMD permette la definizione di sistemi a masse
accordate con una massa gravitazionale significativamente più piccola. L’Inerter,
infatti, in questa configurazione permette di incrementare la massa inerziale del
sistema di controllo senza incrementare la massa gravitazionale e quindi l’azione
sulla massa secondaria. Si osserva come a parità di prestazione energetica, ovvero
stessa curva di iso-EDI, all’aumentare di β è possibile ottenere sistemi di controllo
caratterizzati da rapporti di massa µ ordini di grandezza più piccoli rispetto ai tra-
dizionali sistemi TMD fino ad arrivare al caso limite di sistemi TID, cioè sistemi di
controllo teoricamente privi di massa gravitazionale, ma ad elevata massa inerziale.

Per approfondire questo importante aspetto tre diversi sistemi di controllo, ca-
ratterizzati dallo stesso EDI = 0.42, sono stati considerati come indicato nella Fig.
4.6: un TMD non convenzionale µ = 0.19, un TID con rapporto di inertanza re-
lativamente elevato β = 0.22 e un TMDI con rapporto di inertanza β = 0.20 e
un modesto rapporto di massa µ = 0.05, di cui la progettazione ottimale basata
sull’EDI è stata precedentemente discussa in dettaglio, Figg. 4.4 e 4.5.
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Figura 4.7. Curve di livello dei parametri ottimali, rapporto di frequenza νopt (a) e
rapporto di smorzamento ξT,opt (b), sul piano di progetto inerziale µ− β per il sistema
BIS+TMDI eccitato da azione di tipo rumore bianco (ξI = 0.15). Le curve di iso-EDI
di Fig. 4.6 sono sovrapposte.

La Figura 4.7 riporta le curve di livello dei parametri ottimali, rapporto di
frequenza νopt e rapporto di smorzamento ξT,opt, necessari per ottenere i valori
massimi dell’EDI, sovrapposti alle curve di iso-prestazione energetica riportate nella
Fig. 4.6.

La Figura 4.7 (a) mostra la bassa correlazione tra le curve di livello dell’EDI
e del parametro ottimale νopt: le curve di livello delle due superfici si intersecano
formando grandi angoli. L’EDI e il rapporto di smorzamento ottimale ξT,opt, Fig.
4.7 (b), invece, risultano maggiormente correlate specialmente quando i rapporti
di inertanza sono relativamente elevati (cioè β > 0.5) nel quale le curve di livello
sono circa parallele. Questa osservazione suggerisce che al fine di incrementare
la prestazione energetica del sistema di controllo, ovvero dell’EDI, è necessario il
contemporaneo incremento del rapporto di inertanza e di smorzamento del TMDI,
mentre il parametro ottimale ξT,opt è poco sensibile alle variazioni del parametro µ.
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Concentrandosi sui tre sistemi di controllo in precedenza discussi e caratterizzati
dallo stesso indice di prestazione energetica (EDI = 0.42), si nota che il valore del
rapporto di frequenze ottimale νopt nel caso del TMDI risulta intermedio rispetto agli
altri due sistemi per i quali i valori risultano essere rispettivamente l’8% più grande
(TID) e il 15% più piccolo (TMD), mentre il valore del rapporto di smorzamento
ottimale ξT,opt nel caso del TID è circa lo stesso del TMDI, mentre nel caso del
TMD è il 28% più piccolo rispetto sempre il caso TMDI.
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Figura 4.8. Curve di livello degli indici di prestazione nel piano di progetto inerziale µ−β
per il sistema BIS+TMDI eccitato da azione di tipo rumore bianco (ξI = 0.15). Le
curve di iso-EDI di Fig. 4.6 sono sovrapposte.

Le curve di livello degli indici di prestazione cinematica, Eq. 4.15, sono riportati
nella Fig. 4.8 sovrapposte alle curve di iso-prestazione energetica di Fig. 4.6. Le
curve di livello dell’EDI e quelle degli indici dI e aI , Figg. 4.8 (a) e (b), presentano
delle discrepanze di andamento, ma in ogni caso si osservano tendenze simili per la
maggior parte dell’intervallo del rapporto di inertanza considerato (β < 0.7). In par-
ticolare, in analogia all’EDI, lo spostamento e l’accelerazione del BIS diminuiscono
monotonicamente all’aumentare di β per ogni valore di µ fissato.

All’aumentare di β e per qualsiasi valore di µ, la riduzione è ancora maggior-
mente significativa per le quantità di risposta del sistema di controllo, ovvero lo
spostamento della massa secondaria rispetto al suolo e, soprattutto, rispetto alla
massa del BIS, come si evince rispettivamente nelle Figure 4.8 (c) e (d). I sistemi
di controllo TMD progettati sulla base dell’indice EDI possono avere spostamenti
della massa secondaria dT e dTI fino a 8 volte maggiore rispetto a quelle del BIS
non controllato, Figg. 4.8 (c) e (d) (vedere anche [Taniguchi et al., 2008]), e per tale
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ragione le riduzioni di queste quantità di risposta prodotte dall’aggiunta dell’Inerter
collegato a terra a sistemi TMD risultano di fondamentale importanza.

In generale, per tutti e quattro gli indici di prestazione cinematica esaminati, Fig
4.8, le prestazioni del sistema di controllo TMDI (al limite TID o TMD) progettato
secondo l’EDI migliorano all’aumentare del rapporto di masse equivalente µE ed in
particolare le curve di livello si addensano lungo l’asse x e nelle vicinanze dell’origine;
inoltre a fissato µ, all’aumentare del rapporto di inertanza gli indici di prestazione
migliorano sempre fino a saturare. L’incremento del rapporto di masse µ, invece, per
fissato β > 0.1 (ovvero considerando sistemi TMDI relativamente pesanti con fissato
rapporto di inertanza) è dannoso per tutti gli indici di prestazione ad eccezione
dell’accelerazione totale del BIS. In particolare, tendenze simili sulle prestazioni del
sistema di controllo TMDI nel caso di azione di tipo rumore bianco sono emerse
anche nel Capitolo 3 per le strutture a base fissa.

Ulteriori considerazioni a riguardo possono essere fatte esaminando le prestazioni
dei tre sistemi di controllo TMDI, TID e TMD caratterizzati dalla stessa prestazione
energetica, EDI = 0.42, in precedenza considerati e indicati anche nella Figura 4.8.
Il TID raggiunge significativi miglioramenti delle prestazioni rispetto al TMD non
convenzionale in termini di spostamento del BIS (miglioramento superiore al 20%),
spostamento della massa secondaria rispetto al suolo (più di 4 volte inferiore) e
spostamento relativo tra le due masse (più di 5 volte inferiore). Riduce inoltre
rispetto al TMDI lo spostamento del BIS del 4% e gli spostamenti della massa
secondaria di circa il 15%. In ogni caso, in termini di accelerazione assoluta del BIS,
il TID presenta riduzioni maggiori di circa il 5% rispetto al TMD non convenzionale,
mentre il TMDI risulta più performante del TID di circa il 2%.

4.3.3 Valutazione delle prestazioni al variare dello smorzamento
del BIS

In questo sottoparagrafo sono esaminate le prestazioni di BIS+TMDI progettati
secondo l’EDI soggetti ad azione di tipo rumore bianco per diversi valori del fattore
di smorzamento del BIS, ξI = 0.01−0.05 (BIS con dispositivi a basso smorzamento),
ξI = 0.1 − 0.15 (BIS con dispositivi ad alto smorzamento, sistema primario di
riferimento) e ξI = 0.30 (BIS con dispositivi ad altissimo smorzamento). La Figura
4.9 riporta gli indici di prestazione, Eqq. 4.15 e 4.16, per i valori di ξI sopra riportati
al variare del rapporto di inertanza β e per tre diversi valori del rapporto di massa:
µ = 0 (TID), µ = 0.05 (TMDC/TMDI) e µ = 0.20 (TMDNC/TMDI). In Figura
4.9 le prestazioni riportate sugli assi y (β = 0) corrispondono rispettivamente per
la colonna di sinistra ai casi BIS non controllati, mentre per le altre due colonne ai
casi BIS+TMD con µ = 0.05 e µ = 0.20.

Le curve relative all’EDI, riportate nella prima riga della Figura 4.9, permetto-
no di valutare la percentuale di energia dissipata dal sistema di controllo rispetto
alla complementare dissipata dal BIS e confermano, come osservato in precedenza,
che all’aumentare del rapporto di inertanza aumenta la dissipazione di energia nel
sistema di controllo. Nello specifico, a fissato rapporto di inertanza, l’EDI diminui-
sce monotonicamente all’aumentare di ξI e quindi significa che una maggiore parte
dell’energia totale di input viene dissipata dal BIS rispetto al sistema di controllo.
Inoltre, piccoli valori del rapporto di smorzamento ξI comportano, all’aumentare di
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Figura 4.9. Prestazioni di BIS+TMDI progettati secondo l’EDI soggetti ad azione di tipo
rumore bianco al variare del rapporto di inertanza β e per vari rapporti di smorzamento
del BIS ξI e rapporti di massa µ.

β, una più rapida saturazione e valori più elevati dell’EDI. Infine, per elevati valori
rapporto di smorzamento del BIS ξI , l’influenza sull’EDI del rapporto di massa µ
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risulta maggiormente significativa nella regione caratterizzata da bassi rapporti di
inertanza, mentre risulta poco significativa per relativamente grandi valori di β.

Lo spostamento relativo dI e l’accelerazione assoluta aI del BIS, riportati ri-
spettivamente nella seconda e terza riga di Fig. 4.9, mostrano tendenze simili. Le
risposte del BIS si riducono monotonicamente all’aumentare di β e/o ξI ma con
gradienti sempre più piccoli: l’aggiunta di un Inerter collegato a terra è più effi-
cace nel ridurre lo spostamento e l’accelerazione del BIS quando sia i rapporti di
inertanza che i rapporti di smorzamento del BIS sono piccoli. In effetti, nel caso
di BIS con elevati rapporti di smorzamento (ξI = 0.3) si osserva solo un marginale
miglioramento nel ridurre lo spostamento dI e, persino, un lieve peggioramento delle
prestazioni in termini di accelerazione ai per β > 0.4. L’influenza del rapporto di
masse µ nel ridurre lo spostamento e l’accelerazione del BIS risulta maggiormente
significativo per valori del rapporto di inertanza e di smorzamento del BIS relativa-
mente piccoli, infatti il suo effetto benefico si satura all’aumentare di β e/o ξI . Infine
all’aumentare di β, le curve relative alle risposte dI e aI tendono asintoticamente
allo stesso valore e quindi per elevati valori del rapporto di inertanza le risposte del
BIS risultano poco influenzate dal parametro ξI .

Rivolgendo l’attenzione alle risposte della massa secondaria, riportate nelle ul-
time due righe della Fig. 4.9, si osserva come all’aumentare di β la presenza di un
Inerter collegato a terra riduce drasticamente entrambi gli spostamenti della massa
secondaria, dT e dTI . Queste riduzioni sono più significative ma saturano più velo-
cemente all’aumentare del rapporto di smorzamento del BIS ξI . Inoltre, per i casi
di BIS+TMDI progettati secondo l’EDI e caratterizzati da diversi valori di ξI , le
risposte della massa secondaria dT e dTI non coincidono, in analogia alle risposte
del BIS dI e aI , ma piuttosto assumono valori minori all’aumentare del rapporto di
smorzamento del BIS. Infine, l’aumento del rapporto di massa µ è dannoso per dT
e dTI soprattutto per valori del rapporto di inertanza β piccoli.

Complessivamente, i risultati numerici di Figura 4.9 suggeriscono che ξI può
essere scambiato con β e viceversa al fine di soddisfare qualsiasi fissato requisito di
prestazione del BIS+TMDI progettato in modo ottimale secondo l’EDI.

4.4 Valutazione delle prestazioni di sistemi ad 1+1 gdl
progettati in modo ottimale e sottoposti ad azioni
diverse dal rumore bianco

Nel paragrafo precedente, l’azione per la progettazione ottimale dei sistema di con-
trollo TMDI basata sull’EDI è stata assunta di tipo rumore bianco dal momento
che è considerata sufficiente per progettare BIS dotati di TMD [Hoang et al., 2008].
Tuttavia, il contenuto in frequenza dell’azione sismica che agisce sui BIS non è
costante su tutte le frequenze come nel caso del rumore bianco: il contenuto in
frequenza dell’azione sismica nei BIS collegati a terra dipende fortemente dalla ri-
sposta sismica locale del sito, mentre per i BIS collocati all’interno di strutture
dipende dalle proprietà dinamiche della struttura in cui sono collocati. Per que-
sto motivo in questo paragrafo si vogliono valutare le prestazioni di BIS+TMDI,
progettati secondo l’EDI per input di tipo rumore bianco, soggetti a eccitazioni sto-
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castiche di tipo rumore colorato (colored noise, CN) e a eccitazioni deterministiche
con accelerogrammi naturali.

4.4.1 Eccitazione stocastica di tipo rumore colorato

Le prestazioni del BIS+TMDI sono state valutate per due diverse eccitazioni alla
base di tipo rumore colorato il cui contenuto in frequenza è rispettivamente carat-
terizzato da alte frequenze (high frequency colored noise, HF-CN) e basse frequenze
(low frequency colored noise, LF-CN). I due spettri dell’azione, Fig. 4.10, sono sta-
ti modellati mediante il filtro Kanai-Tajimi, Eqq. 2.6 e 2.7, con ωg = 10.73 rad/s,
ζg = 0.78, ωf = 2.33 rad/s e ζf = 0.90 per l’azione di tipo HF-CN e ωg = 5.34 rad/s,
ζg = 0.88, ωf = 2.12 rad/s e ζf = 1.17 per l’azione di tipo LF-CN. I parametri sono
stati derivati in [Giaralis e Spanos, 2012] adattando lo spettro Kanai-Tajimi, Eqq.
2.6 e 2.7, agli spettri di risposta elastici di norma usati per la progettazione sismica
di strutture fondate su sabbia rigida (azione caratterizzata da alte frequenze) e su
argilla tenera (azione caratterizzata da basse frequenze).
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Figura 4.10. Spettri Kanai-Tajimi delle azioni di tipo HF-CN e LF-CN con indicazione
delle pulsazioni naturali del BIS in assenza e presenza dei sistemi di controllo definiti
in Fig. 4.6 per (a) TI = 1.5 s e (b) TI = 3 s (ξI = 0.15).

La Figura 4.11 riporta le curve di livello nel piano inerziale µ − β dell’EDI e
dei quattro indici di prestazione cinematica, Eq. 4.15, ottenuti per BIS+TMDI,
progettati secondo l’EDI per azioni di tipo rumore bianco, soggetti ad azioni di tipo
rumore colorato secondo gli spettri Kanai-Tajimi di Figura 4.10. Nella colonna di
sinistra e di destra della Fig. 4.11 si riportano, rispettivamente, i risultati relativi a
un BIS rigido con TI = 1.5 s (cioè, ωI = 4.19 rad/s) e al BIS flessibile di riferimento
con TI = 3.0 s (cioè, ωI = 2.09 rad/s) entrambi caratterizzati da un rapporto di
smorzamento ξI = 0.15. Inoltre, in Fig. 4.11 le curve di livello relative all’eccitazione
di tipo rumore colorato sono sovrapposte a quelle relative al rumore bianco per
consentirne il confronto.

Il contenuto in frequenza del rumore colorato ha un effetto trascurabile sull’EDI
nel caso di BIS flessibile dotata di TMDI, Fig. 4.11 (a), mentre influenza in modo
maggiormente significativo i valori dell’EDI nel caso di BIS rigido dotato di TMDI,
in particolare nella regione di β < 0.4, Fig. 4.11 (b). Inoltre, a parità di β e nel caso
di rumore colorato, l’aumento del rapporto di massa µ è sempre dannoso all’EDI
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ad eccezione della regione β < 0.05 e per l’azione di tipo LF-CN dove invece la
presenza della massa secondaria risulta favorevole.

Tuttavia nella regione β < 0.4, l’aumento di µ riduce l’indice di spostamento
dI per entrambe le eccitazioni di tipo rumore colorato considerate, Figg. 4.11 (c-
d). Per i rapporti µ e β considerati, il TMDI, ottimizzato secondo l’EDI con input
rumore bianco, è più efficace nel controllare lo spostamento del BIS soprattutto nel
caso di eccitazione di tipo LF-CN rispetto quella di tipo HF-CN. In particolare, tra
i due BIS considerati dotati di TMDI, per β < 0.4 quello più flessibile risulta più
efficace nel ridurre lo spostamento dI , mentre per β > 0.4 è quello più rigido ad
essere più efficace. Questi comportamenti sono legati al modo in cui si relazionano
le pulsazioni naturali del BIS in assenza e presenza del sistema di controllo rispetto
allo spettro dell’azione di tipo rumore colorato, come mostrato in Fig. 4.10 per i
tre sistemi di controllo definiti in Fig. 4.6 al variare del periodo del BIS.

Risulta quindi evidente come i TMDI con relativamente elevati rapporti di iner-
tanza, progettati secondo l’EDI con l’input rumore bianco, sono più efficaci nel
controllare lo spostamento del BIS quando la pulsazione principale dell’azione si
avvicina alla pulsazione naturale del BIS non controllato. Questo è un risultato
abbastanza positivo da un punto di vista tecnologico, in quanto riduce i problemi
legati all’implementazione di BIS flessibili o rigidi su supporti altrettanto flessibili
o rigidi.

Un ulteriore esame delle curve di livello mostra che, come visto già per il rumore
bianco, lo spostamento del BIS a fissati valori di µ si riduce monotonicamente e in
modo significativo all’aumentare di β per entrambe le eccitazioni di rumore colorato
considerate. Invece, l’accelerazione assoluta del BIS aI , Figg. 4.11 (e-f), aumenta
all’aumentare di β e gli incrementi sono maggiormente evidenti per il BIS rigido
dotato di TMDI soggetto al LF-CN.

Rivolgendo l’attenzione allo spostamento relativo al suolo della massa seconda-
ria dT , Fig. 4.11 (g-h), si notano tendenze simili sia per le due eccitazioni di rumore
colorato, sia per i due BIS considerati: l’aumento del rapporto di inerzia β è van-
taggioso per qualsiasi fissato rapporto di massa µ, mentre i BIS+TMDI con piccoli
rapporti di massa µ < 0.05 presentano prestazioni leggermente migliori rispetto ai
corrispondenti BIS+TID con stesso rapporto di inertanza.

Infine, per quanto riguarda lo spostamento relativo della massa secondaria ri-
spetto a quella del BIS dTI e per entrambi gli spettri del rumore colorato, il valore
dell’indice di prestazione nel caso di BIS rigido, Fig. 4.11 (i), si riduce significativa-
mente all’aumentare di β per qualsiasi valore fissato di µ; inoltre, contrariamente a
quanto avviene per il rumore bianco, all’aumentare di µ diminuisce lo spostamen-
to dTI . Tuttavia, l’indice di prestazione dTI per il BIS flessibile, Fig. 4.11 (j), è
sensibile allo spettro del rumore colorato quando i sistemi di controllo sono relati-
vamente pesanti mentre per sistemi di controllo leggeri (µ < 0.05), all’aumentare
del rapporto di massa µ e di inertanza β si riduce lo spostamento dTI a prescindere
dal contenuto in frequenza dell’azione.

La Figura 4.12 riporta l’EDI e gli indici di prestazione cinematica per BIS di
riferimento(TI = 3 s) soggetto al LF-CN al variare del rapporto di inertanza β e per
gli stessi rapporti di smorzamento del BIS ξI e rapporti di massa µ in precedenza
considerati in Fig. 4.9. Nel complesso, si è visto che, ad eccezione dell’accelerazione
del BIS aI , gli indici di prestazione seguono le stesse tendenze positive all’aumentare
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Figura 4.11. Curve di livello degli indici di prestazione, Eq. 4.15, nel piano inerziale µ−β
per BIS+TMDI, progettati secondo l’EDI per azione di tipo rumore bianco, soggetti
agli spettri Kanai-Tajimi di Fig. 4.10 con TI = 1.5 s (colonna di sinistra) e TI = 3 s
(colonna di destra) (ξI = 0.15).
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Figura 4.12. Prestazioni di BIS+TMDI, progettati secondo l’EDI per input rumore bianco,
soggetti ad eccitazione alla base di tipo LF-CN al variare del rapporto di inertanza β e
per vari rapporti di smorzamento del BIS ξI e rapporti di massa µ (TI = 3 s).
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di β come nel caso di eccitazione di tipo rumore bianco, Figura 4.9. In particolare,
per l’eccitazione di tipo CN, l’aumento del rapporto di inertanza e di smorzamento
del BIS sono dannosi per l’accelerazione del BIS, anche se tuttavia questi incrementi
di accelerazione sono insignificanti per BIS leggermente smorzati e TMDI a relati-
vamente piccola massa inerziale rispetto alle riduzioni di spostamento del BIS che
si ottengono all’aumentare di β.

Infine, le stesse tendenze di Figura 4.12 sono state trovate anche per il HF-CN e
per il BIS rigido e quindi in questo sottoparagrafo risultando ridondanti si è deciso
di non includere gli ulteriori risultati numerici.

4.4.2 Eccitazione deterministica con accelerogrammi naturali

Gli accelerogrammi naturali dei ground motions (GMs) registrati durante gli eventi
sismici storici presentano ampiezza e contenuto di frequenza variabili nel tempo.
Queste caratteristiche non stazionarie dell’azione possono influenzare l’efficacia dei
sistemi TMD per il controllo delle vibrazioni dei BIS, specialmente in termini di
valori di picco della risposta, dal momento che il sistema di controllo potrebbe non
avere il tempo necessario, in termini di cicli di risposta, per attivarsi, ovvero per
trasferire l’energia cinetica dal BIS flessibile alla massa secondaria (vedere ad es.
[Tsai, 1995, Palazzo et al., 1997 e Hoang et al., 2008]). Pertanto, è importante
valutare anche le prestazioni dei diversi BIS dotati di TMDI soggetti ad GMs con
caratteristiche variabili nel tempo.

Quattro GMs tra quelli elencati in Tabella 2.1 (Imperial Valley-El Centro,
Tokachi-Oki-Hachinohe, Irpinia-Sturno e Kobe-KJMA) sono stati selezionati per
condurre analisi nel dominio del tempo al fine di confrontare le riposte tra il BIS
di riferimento non controllato (TI = 3 s e ξI = 0.15) e precedentemente esaminato
e lo stesso BIS dotato dei tre diversi sistemi di controllo progettati secondo l’EDI
per un’azione stazionaria di tipo rumore bianco: il TMDI indicato in Figura 4.6 con
µ = 0.05 e β = 0.2, un TMD convenzionale con lo stesso rapporto di masse µ = 0.05
del TMDI e un TID con lo stesso rapporto di inertanza β = 0.2 del TMDI. L’at-
tenzione è concentrata sulla valutazione dell’influenza che l’aggiunta di un Inerter
collegato a terra ha su un BIS dotato di TMD e sull’effetto che la massa secondaria
ha nei BIS+TMDI per gli accelerogrammi naturali relativi ai GM selezionati, Tab.
2.1.

Nelle Figure 4.13-4.16 si riportano, per i quattro GMs considerati e per i siste-
mi in precedenza descritti, le storie temporali delle quattro risposte normalizzate
considerate: spostamento relativo qI e accelerazione assoluta q̈

(tot)
I del BIS e gli

spostamenti relativi qT e qTI della massa secondaria.
Il contenuto in frequenza dell’accelerogramma di Imperial Valley-El Centro pre-

senta frequenze principali del segnale concentrate in una banda dello spettro lontana
dalle frequenze naturali dei sistemi considerati. Le Figg. 4.13 (a-b) mostrano come
l’aggiunta dell’Inerter collegato a terra permette di ridurre sia lo spostamento che
l’accelerazione del BIS rispetto al BIS non controllato e al BIS+TMD. Si noti che
questo non è il caso in cui per HF-CN l’accelerazione del BIS aumentata all’aumen-
tare del rapporto di inertanza β (vedere Fig. 4.11). Inoltre, si ottengono riduzioni
significative in termini di spostamento della massa secondaria, Figg. 4.13 (c-d).
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Figura 4.13. Imperial Valley-El Centro GM: Storie temporali dello spostamento relativo
(a) e dell’accelerazione assoluta (b) del BIS, e degli spostamenti relativi della massa
secondaria sia rispetto al suolo (c) che rispetto alla massa del BIS (d) (TI = 3 s e
ξI = 0.15).

Il terremoto di Tokachi-Oki-Hachinohe è un tipico GM di tipo far-field caratte-
rizzato da una spettro a banda larga ed è utilizzato per la valutazione del benchmark
di strutture controllate [Ohtori et al., 2004]. Le frequenze dei sistemi considerati
sono lontane dalle frequenze del GM a contenuto energetico più elevato, mentre,
essendo la banda di frequenze abbastanza ampia, sono prossime alle frequenze del
GM a contenuto energetico inferiore. La presenza nel segnale di queste frequenze
a contenuto energetico inferiore producono risposte con ampiezze relativamente si-
gnificative per il BIS non controllato, mentre, essendo concentrate anche nella parte
iniziale del segnale, permettono ai sistemi a masse accordate di attivarsi e risultare
efficaci fin dalle prime oscillazioni. Dalle Figg. 4.14 (a-b), si evince come i sistemi
TMDI (o TID) hanno tempi di attivazione inferiori e sono molto più efficienti nel
ridurre lo spostamento e l’accelerazione del BIS rispetto al TMD convenzionale.
Inoltre, i sistemi di controllo basati sull’Inerter riducono anche di oltre la metà i
picchi degli spostamenti relativi della massa secondaria rispetto al TMDC, Figg.
4.14 (a-b).

L’accelerogramma di Irpinia-Sturno è stato selezionato come rappresentante dei
terremoti di tipo impulsivo (pulse-like near-fault GM) così come classificato in [Ba-
ker, 2007] avendo un periodo di impulso vicino al periodo naturale del BIS. La
componente impulsiva a bassa frequenza (lungo periodo) viene rilasciata nel tempo
dopo che le componenti ad alte frequenze (periodi più piccoli) sono state già in parte
rilasciate. Il rilascio relativamente tardivo della componente impulsiva, tipico dei
GM impulsivi caratterizzati da una elevata direttività (vedere [ibid.] e i riferimenti
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Figura 4.14. Tokachi-Oki-Hachinohe GM: Storie temporali dello spostamento relativo
(a) e dell’accelerazione assoluta (b) del BIS, e degli spostamenti relativi della massa
secondaria sia rispetto al suolo (c) che rispetto alla massa del BIS (d) (TI = 3 s e
ξI = 0.15).

in esso contenuti), consentono ai sistemi a masse accordate di avere tempo necessa-
rio per l’attivazione e quindi risultare efficaci nella riduzione della risposta del BIS
nonostante la natura impulsiva del GM. A questo proposito, il sistema TMD riduce
sia lo spostamento che l’accelerazione del BIS, Figg. 4.15 (a-b), ma queste riduzioni
diventano molto più significative nel caso dei sistemi di controllo basati sull’Inerter
(TMDI e TID) che, come prima, riducono in modo evidente anche gli spostamenti
della massa secondaria, Figg. 4.15 (c-d), sia in termine di valore di picco che in
termine di valore quadratico medio.

Infine, l’accelogramma registrato presso la stazione KJMA, durante il terremoto
di Kobe (1995) a una distanza inferiore di 1 km dalla faglia, risulta essere la for-
ma d’onda di eccitazione meno favorevole in quanto caratterizzata dalla presenza
di impulsi a relativamente bassa frequenza nella parte iniziale del segnale (vedere
[Hoang et al., 2008] in cui è stato considerato lo stesso GM per la valutazione del-
le prestazioni di BIS+TMD). Per questo particolare GM, tutti i sistemi a massa
accordata risultano inefficaci nel ridurre la risposta del BIS, anche se l’aggiunta
dell’Inerter collegato a terra permette una piccola riduzione dello spostamento del
BIS in termini di valore quadratico medio. Inoltre, i sistemi a massa accodata in-
crementano l’accelerazione del BIS e l’inclusione dell’Inerter è peggiorativa come
visto prima per il CN, Figura 4.11. In ogni caso, l’incremento delle accelerazioni
risulta trascurabile mentre, allo stesso tempo, l’Inerter collegato a terra permette
una significativa riduzione della risposta della massa secondaria.

In conclusione, i risultati forniti nelle Figg. 4.13-4.16 dimostrano che, ad ecce-
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Figura 4.15. Irpinia-Sturno GM: Storie temporali dello spostamento relativo (a) e dell’ac-
celerazione assoluta (b) del BIS, e degli spostamenti relativi della massa secondaria sia
rispetto al suolo (c) che rispetto alla massa del BIS (d) (TI = 3 s e ξI = 0.15).

zione di alcuni particolari ambienti sismogenetici che favoriscono forme d’onda con
significative componenti impulsive a bassa frequenza nella parte iniziale del segnale,
i sistemi di controllo con l’Inerter collegato a terra, progettati secondo l’EDI per l’ec-
citazione di tipo rumore bianco, riducono in modo significativo sia lo spostamento
che l’accelerazione del BIS per GMs sia di tipo near-fault che di tipo far-field.

Inoltre, dal momento che le differenze tra le prestazioni del TMDI rispetto al TID
risultano trascurabili, i risultati suggeriscono che il TID è preferibile essendo privo
di massa e che da un punto di vista tecnologico l’inevitabile presenza di una certa
massa nel sistema di controllo (il TID è solo idealmente senza massa) non produce
peggioramenti alle prestazioni a condizione che l’eventuale massa sia tenuta in conto
nella progettazione ottimale basata sull’EDI.

4.5 Progettazione ottimale e valutazione delle presta-
zioni di sistemi ad 1+1+1 gdl soggetti ad eccitazioni
di tipo rumore bianco

Nei precedenti paragrafi prima di tutto è stata approfondita la progettazione otti-
male di BIS dotati di TMDI e successivamente si sono valutate le prestazione del
sistema di controllo nel ridurre lo spostamento del BIS senza incrementarne le acce-
lerazioni sia nel caso di eccitazioni di tipo rumore bianco, Paragrafo 4.3, che nel caso
di azioni di tipo rumore colorato e terremoti, Paragrafo 4.4. I precedenti risultati
sono stati ottenuti ipotizzando che la sovrastruttura sia relativamente più rigida
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Figura 4.16. Kobe-KJMA GM: Storie temporali dello spostamento relativo (a) e dell’ac-
celerazione assoluta (b) del BIS, e degli spostamenti relativi della massa secondaria sia
rispetto al suolo (c) che rispetto alla massa del BIS (d) (TI = 3 s e ξI = 0.15).

del BIS e quindi l’intero sistema sovrastruttura+BIS+TMDI può essere studiato
attraverso il sistema ridotto a 1+1 gdl definito nel Sottoparagrafo 4.2.3.

In questo paragrafo, invece, si vuole indagare l’influenza della sovrastruttura,
non più ipotizzata relativamente più rigida del BIS, sia sulla progettazione ottimale
che sulle prestazioni del sistema di controllo TMDI nel caso di azione di tipo rumore
bianco. Per raggiungere questo obiettivo le analisi sono state condotte su un sistema
ridotto a 1+1+1 gdl, definito nel Sottoparagrafo 4.2.2, che permette rispetto a quello
precedente di analizzare anche il caso di sovrastruttura relativamente flessibile.

Nel sistema a 1+1+1 gdl la sovrastruttura è definita dal rapporto di masse µS , di
frequenze νS e di smorzamento ξS , il BIS è definito dal rapporto di smorzamento ξI
e il sistema TMDI è definito dal rapporto di massa µ, di inertanza β, di frequenze
ν e di smorzamento ξT . Per la progettazione del sistema TMDI, in analogia al
sistema a 1+1 gdl, sono stati fissati i parametri relativi alla sovrastruttura e al
BIS da controllare e per ciascuna coppia dei parametri uuu2 = [µ, β]T si determinano
i parametri ottimali di progetto uuu1 = [ν, ξT ]T . Inoltre, anche in questo caso per
la progettazione ottimale è stata scelta metodologia basata sulla massimizzazione
dell’EDI ipotizzando un’eccitazione stocastica stazionaria di tipo rumore bianco.

Nella Sottosezione 4.5.1, per la sovrastruttura+BIS di riferimento, si riportano
i risultati relativi alla progettazione ottimale e ai relativi indici di prestazione, de-
finiti nella Sottosezione 4.2.2, al variare del rapporto di massa µ e di inertanza β
del sistema di controllo progettati in modo ottimale. Successivamente, per fissati
rapporti di smorzamento ξS = 0.02 e ξI = 0.15, è stata valutata l’influenza del rap-
porto di massa µS , Sottosezione 4.5.2, e del rapporto di frequenze νS , Sottosezione



80 4. Strutture multipiano isolate alla base dotate di TMDI

4.5.3, della sovrastruttura per diversi sistemi di controllo definiti dalle coppie µ− β
progettati in modo ottimale.

4.5.1 Progettazione ottimale basata sull’EDI di sistemi TMDI per
i BIS

In questa sottosezione si vuole indagare l’influenza del sistema di controllo, proget-
tato in modo ottimale sul sistema ridotto generalizzato a 1+1+1 gdl, sull’indice di
progetto EDI, Fig. 4.17, sui parametri ottimali, Fig. 4.18, e sugli indici di prestazio-
ne cinematica, Figg. 4.19-4.21, relativi rispettivamente al BIS, alla sovrastruttura
e al sistema di controllo. In particolare i successivi risultati sono riferiti al siste-
ma sovrastruttura+BIS di riferimento, ovvero caratterizzata dai seguenti parametri
adimensionali µS = 1.5, νS = 3, ξS = 0.02 e ξI = 0.15.
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Figura 4.17. Valore massimo dell’EDI al variare del rapporto di inertanza β e per fissati
valori del rapporto di massa µ (µS = 1.5, νS = 3, ξS = 0.02 e ξI = 0.15).

A fissato valore di µ, l’indice di progetto EDI, Figura 4.17, è una funzione
monotona crescente di β (ovvero il TMDI ha sempre una prestazionale energetica
maggiore rispetto al TMD con lo stesso valore rapporto di massa) e tende a saturare
per relativamente elevati valori del rapporto di inertanza. All’aumentare di µ, in-
vece, l’EDI aumenta con incrementi maggiormente significativi quando i valori di β
sono relativamente piccoli (il che significa che il TMDI e il TMDNC sono rispettiva-
mente più performanti del TID e del TMDC) rispetto a valori relativamente elevati
di β dove l’EDI è quasi indipendente dal valore di µ (ovvero il TID e il TMDI hanno
prestazioni energetiche comparabili).

Anche se i parametri di progetto ottimale νopt e ξT,opt, rispettivamente Figg.
4.18 (a-b), sono poco sensibili alle variazioni del rapporto di massa del sistema di
controllo, si osserva come, a fissato rapporto di inertanza, all’aumentare di µ il rap-
porto di frequenze diminuisce, mentre il rapporto di smorzamento aumenta. Inoltre,
all’aumentare di β, il parametro di progetto νopt diminuisce ma con variazioni po-
co significative, mentre il parametro ξT,opt aumenta con variazioni maggiormente
significative.

Nelle Figg. 4.19 (a-b) si riportano rispettivamente gli indici di prestazione ci-
nematica in termini di spostamento e accelerazione del BIS per diversi sistemi di



4.5 Progettazione ottimale e valutazione delle prestazioni di sistemi ad 1+1+1
gdl soggetti ad eccitazioni di tipo rumore bianco 81

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Figura 4.18. Parametri ottimali, (a) rapporto di frequenze νopt e (b) rapporto di smorza-
mento ξT,opt, al variare del rapporto di inertanza β e per fissati valori del rapporto di
massa µ (µS = 1.5, νS = 3, ξS = 0.02 e ξI = 0.15).
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Figura 4.19. Indici di prestazione cinematica in termini di (a) spostamento dI e (b)
accelerazione aI del BIS al variare del rapporto di inertanza β e per fissati valori del
rapporto di massa µ (µS = 1.5, νS = 3, ξS = 0.02 e ξI = 0.15).

controllo progettati in modo ottimale. Si osserva come, a fissato valore del rapporto
di masse del sistema di controllo, lo spostamento del BIS è una funzione monotona
decrescente a dimostrazione che, come già visto per l’EDI, il TMDI risulta sempre
maggiormente performante del TMD caratterizzato dallo stesso valore di µ. Inoltre,
al variare del rapporto di inertanza, la Fig. 4.19 (a) può essere divisa in due parti,
delimitate da β = 0.4 in cui la risposta non è influenzata dal rapporto di massa
del sistema di controllo, caratterizzate da tendenze diverse al variare di µ. Per
β < 0.4, infatti, l’indice dI diminuisce all’aumentare di µ e quindi il TMDI risulta
più performante del TID; viceversa per β > 0.4 le curve risultano poco influenzate
dal rapporto di masse del sistema di controllo, ma il TID risulta più performante
del TMDI nel ridurre lo spostamento del BIS.

Invece, l’accelerazione del BIS, Fig. 4.19 (a), diminuisce all’aumentare sia del
rapporto di masse µ che del rapporto di inertanza β. Inoltre, indipendentemente
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dal valore di µ e per β relativamente elevati, tutte le curve tendono allo stesso valore
aI = 0.45.

Quindi come già visto in precedenza per il sistema a 1+1 gdl, la presenza di
una massa nel sistema di controllo per rapporti di inertanza β inferiori ad uno
specifico valore è favorevole nel ridurre entrambe le risposte del BIS, mentre superato
tale valore risulta sfavorevole per gli spostamenti dI ma rimane favorevole per le
accelerazioni aI .
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Figura 4.20. Indici di prestazione cinematica in termini di (a) spostamento dR e (b)
accelerazione aS della sovrastruttura al variare del rapporto di inertanza β e per fissati
valori del rapporto di massa µ (µS = 1.5, νS = 3, ξS = 0.02 e ξI = 0.15).

Gli indici di prestazione cinematica dR e aS relativi alla sovrastruttura sono
riportati rispettivamente nelle Figg. 4.20(a-b) al variare dei parametri µ e β del
sistema di controllo progettato in modo ottimale. A fissato rapporto di massa,
si osserva come all’aumentare di β gli spostamenti relativi della sovrastruttura ri-
spetto al basamento dR diminuiscono, mentre le accelerazioni assolute aumentano.
All’aumentare di µ, invece, entrambi gli indici di prestazione cinematica relativi
alla sovrastruttura diminuiscono. L’incremento delle prestazioni legate al rapporto
di massa del sistema di controllo per l’indice dI risulta essere significativo solo per
valori β relativamente piccoli, mentre per β > 0.4 risulta essere trascurabile. Per
quanto riguarda l’indice relativo all’accelerazione assoluta della sovrastruttura aS ,
l’influenza di µ risulta essere poco significativa in particolare per valori del rapporto
di inertanza piccoli.

Infine, le Figure 4.21 (a-b) riportano rispettivamente gli indici di prestazione
cinematica in termini di spostamento della massa del sistema di controllo sia ri-
spetto al suolo dT che rispetto alla massa del basamento dTI per diverse coppie dei
parametri µ− β.

Come già visto per il sistema ridotto a 1+1 gdl, gli spostamenti dT e dTI sono
funzioni monotone decrescenti al variare di β e tendono a saturare per valori rela-
tivamente elevati del rapporto di inertanza. Inoltre, per valori di β relativamente
piccoli la presenza di una massa nel sistema di controllo permette di ridurre in modo
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Figura 4.21. Indici di prestazione cinematica in termini di spostamento (a) dT e (b) dT I

della massa del sistema di controllo al variare del rapporto di inertanza β e per fissati
valori del rapporto di massa µ (µS = 1.5, νS = 3, ξS = 0.02 e ξI = 0.15).

significativo la risposta del sistema di controllo, mentre per rapporti di inertanza
relativamente elevati il rapporto di massa µ risulta essere ininfluente.

La risposta del sistema di controllo può essere un importante vincolo progettuale
principalmente nel caso di sistemi caratterizzati da piccole masse inerziali (ovvero
valori relativamente piccoli dei rapporti µE per il TMDI, µ per il TMD e β per il
TID).

In conclusione, ad eccezione dell’accelerazione della sovrastruttura aS che ha un
andamento diverso rispetto agli altri indici di prestazione, le indicazioni ottenute per
il sistema ridotto a 1+1 gdl sono state confermate anche dal modello a 1+1+1 gdl nel
caso di sovrastruttura relativamente più rigida del BIS. Infatti risulta evidente come,
a parità del rapporto di masse µ, il sistema TMDI risulta sempre più performante
del TMD. Inoltre, per valori di β relativamente elevati le prestazioni dei sistemi di
controllo non sono influenzati dalla presenza di una massa ausiliaria e quindi il TID
risulta preferibile rispetto al TMDI, mentre per rapporti di inertanza relativamente
piccoli la presenza di una massa nel sistema di controllo risulta favorevole tale da
preferire il TMDI sia rispetto al TID che al TMD.

4.5.2 Valutazione delle prestazioni al variare della massa della so-
vrastruttura

In questa sottoparagrafo si vuole indagare l’influenza della massa della sovrastrut-
tura, rappresentata dal parametro µS , sia sull’indice e i parametri di progetto, Fig.
4.22, che sugli indici di prestazione cinematica definiti nell Eq. 4.10, Fig. 4.23.

I seguenti risultati sono stati ottenuti fissando il rapporto di smorzamento ξS =
0.02 e di frequenze νS = 3 della sovrastruttura e il rapporto di smorzamento del
BIS ξI = 0.15, e per ciascuna tripletta di valori dei parametri µS −µ− β sono stati
determinati i valori dei parametri ottimali νopt e ξT,opt che massimizzano l’indice di
progetto EDI definito nell’Eq 4.11.

Nelle righe di Figura 4.22 si riportano rispettivamente l’indice EDI e i parametri
di progetto νopt e ξT,opt al variare del rapporto di inertanza β e per cinque diversi
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valori del rapporto di masse della sovrastruttura (µS = 0.75, 1, 1.5, 2, 3). Nelle
colonne, invece, sono stati considerati tre diversi valori del rapporto di masse µ,
rispettivamente µ = 0, 0.05, 0.2 al fine di confrontare le diverse sovrastrutture+BIS
sia in assenza (µ = 0 e β = 0) che in presenza di sistemi di controllo: TID (µ = 0
e β 6= 0), TMDC (µ = 0.05 e β = 0), TMDNC (µ = 0.20 e β = 0) e TMDI (in tutti
gli altri casi).
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Figura 4.22. Valore massimo dell’EDI e parametri ottimali νopt e ξT,opt al variare del
rapporto di inertanza β e per fissati valori del rapporto di massa della sovrastruttura
µS e del sistema di controllo µ (νS = 3, ξS = 0.02 e ξI = 0.15).

Per tutte le coppie µ − β considerate, l’influenza del rapporto di masse della
sovrastruttura µS sull’indice di progetto EDI, Figg. 4.22 (a-c), risulta trascurabile.
in ogni caso si osserva come, a fissato valore di µ, l’EDI è una funzione monotona
crescente di β e satura per valori relativamente elevati del rapporto di inertanza.
L’indice di progetto aumenta all’aumentare del rapporto di massa del sistema di
controllo µ, ma gli incrementi della prestazione energetica risultano particolarmente
significativi solo quando i valori di β sono relativamente piccoli.

Tuttavia, nonostante l’EDI non varia in modo significativo al variare di µS , i
parametri di progetto ottimali che realizzano quella determinata prestazione ener-
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getica ne risultano maggiormente influenzati. Il rapporto di frequenze del sistema
di controllo, Figg. 4.22 (d-f), generalmente diminuisce all’aumentare di β, anche
se le riduzioni sono poco significative. All’aumentare dei rapporti di masse della
sovrastruttura e del sistema di controllo il parametro di progetto νopt diminuisce,
inoltre le riduzioni all’aumentare di µS risultano maggiori quando i valori di µ sono
piccoli.

Il rapporto di smorzamento del sistema di controllo, Figg. 4.22 (g-i), è una fun-
zione monotona crescente di β e diminuisce all’aumentare di µ anche se per rapporti
di inertanza relativamente elevati tutte le curve saturano per valori simili indipen-
dentemente dal rapporto di masse del sistema di controllo. Inoltre il parametro di
progetto ξT,opt, rispetto a νopt, risulta meno sensibile alle variazioni del parametro
µS anche se diminuisce all’aumentare del rapporto di masse della sovrastruttura e
le riduzioni sono maggiormente significative per β relativamente elevati.

Nelle righe di Fig. 4.23 si riportano i sei indici di prestazione cinematica definiti
nell’Eq. 4.10 per i corrispondenti casi riportati nella Fig. 4.22.

Nella Fig. 4.23 (a) si osserva come nei casi di sola sovrastruttura+BIS (µ = 0
e β = 0) lo spostamento del basamento diminuisce al diminuire del rapporto di
masse della sovrastruttura. A fissato valore di µS , l’indice dI diminuisce sempre
all’aumentare di β (ovvero attraverso l’introduzione del sistema di controllo TID)
fino a saturare per valori relativamente elevati del rapporto di inertanza. L’introdu-
zione del TID produce maggiori riduzioni in termini di spostamento del basamento
nel caso di sovrastrutture relativamente massive (ovvero µS relativamente grandi)
e all’aumentare di β i maggiori incrementi di prestazione si ottengono per rapporti
di inertanza relativamente piccoli.

All’aumentare del rapporto di masse del sistema di controllo, Figg. 4.23 (b-c)
si osserva come nel caso di sistemi TMD (β = 0) si hanno livelli di efficacia sem-
pre maggiori in termini di spostamento del basamento (il TMDNC è più efficace
del TMDC) soprattutto per sovrastrutture caratterizzate da relativamente grandi
rapporti di masse. All’aumentare di β (ovvero sistemi TMDI) i livelli di efficacia
aumentano all’aumentare di µS e i maggiori incrementi di prestazione si ottengono
per β relativamente piccoli; infatti, quando i rapporti di inertanza sono relativa-
mente elevati la presenza di una massa nel sistema di controllo risulta ininfluente
(quindi è preferibile l’utilizzo di un sistema TID rispetto ad un TMDI). Quindi,
attraverso l’utilizzo di sistemi di controllo basati sull’Inerter (TMDI o TID) è pos-
sibile ottenere anche nel caso di sovrastrutture caratterizzate da rapporti di masse
elevati livelli di prestazione in termini di spostamento del basamento paragonabili
a quelli di sovrastrutture più leggere.

L’accelerazione del basamento, Figg. 4.23 (d-f), non risulta influenzata dal rap-
porto di massa della sovrastruttura, ma diminuisce all’aumentare sia del rapporto di
masse µ che di inertanza β e pertanto l’indice di prestazione aI , per i casi analizzati,
assume valori inferiori all’unità.

Per quanto riguarda le risposte della sovrastruttura, si osserva come lo sposta-
mento relativo dR, Figg. 4.23 (g-i) diminuisce all’aumentare del rapporto di inertan-
za fino a saturare per valori relativamente elevati di β e diminuisce all’aumentare del
rapporto di massa µ soprattutto per β relativamente piccoli. Invece, l’accelerazione
aS , Figg. 4.23 (j-l), è una funzione monotona crescente di β e diminuisce all’au-
mentare di µ soprattutto per rapporti di inertanza relativamente elevati; infatti, la
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Figura 4.23. Indici di prestazione cinematica definiti nell’Eq. 4.10 al variare del rapporto
di inertanza β e per fissati valori del rapporto di massa della sovrastruttura µS e del
sistema di controllo µ (νS = 3, ξS = 0.02 e ξI = 0.15).
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presenza di una massa nel sistema di controllo risulta trascurabile quando i valori
di β sono piccoli.

Gli spostamenti relativi del sistema di controllo dT e dTI nel caso del TID,
rispettivamente Figg. 4.23 (m) e (p), si riducono in modo significativo all’aumentare
di β, mentre aumentano all’aumentare della massa della sovrastruttura. Quindi, al
fine di raggiungere lo stesso indice di prestazione cinematica nel sistema di controllo
all’aumentare del rapporto di masse µS è necessario incrementare il rapporto di
inertanza. Nelle Figg. 4.23 (n-o) e (q-r) si osserva come la presenza di una massa
nel sistema di controllo permette di incrementare l’efficacia nel ridurre le risposte
dT e dTI quando i rapporti di inertanza sono piccoli, mentre diventa trascurabile
per β relativamente elevati.

In conclusione, gli spostamenti del basamento aumentano all’aumentare del rap-
porto di massa della sovrastruttura, ma possono essere ridotti anche in modo signi-
ficativo attraverso l’utilizzo di un sistema di controllo a masse accordate. Questi si-
stemi di controllo, infatti, risultano maggiormente efficaci nel caso di sovrastrutture
caratterizzate da rapporti di masse elevati e per tale ragione consentono di raggiun-
gere livelli di prestazione comparabili se non superiori a quelle ottenute nel caso di
BIS non controllati con sovrastrutture leggere. Nel caso sovrastrutture caratteriz-
zate da elevati valori del rapporto di massa i sistemi di controllo TMD permettono
riduzioni anche significative dell’indice dI , ma gli spostamenti della massa ausiliaria
possono risultare eccessivi. I sistemi di controllo basati sull’Inerter (cioé il TMDI
e il TID), invece, permettono di limitare questo vincolo progettuale dal momento
che sono in grado di ridurre in modo significativo sia gli spostamenti del basamento
che quelli del sistema di controllo. Inoltre, la presenza di una massa nel sistema
di controllo è trascurabile quando i β sono relativamente elevati (l’utilizzo del TID
è preferibile), mentre è essenziale quando i valori piccoli del rapporto di inertanza
(l’utilizzo del TMDI è preferibile) al fine di ottenere risposte del sistema di controllo
ammissibili.

4.5.3 Valutazione delle prestazioni al variare della frequenza della
sovrastruttura

In questa sottosezione si vuole indagare l’influenza del rapporto di frequenze della
sovrastruttura νS sia sull’indice e i parametri di progetto, Fig. 4.24, che sugli indici
di prestazione cinematica relativi al BIS, alla sovrastruttura e al sistema di controllo,
Fig. 4.25.

I seguenti risultati sono stati ottenuti fissando il rapporto di smorzamento ξS =
0.02 e di massa µS = 1.5 della sovrastruttura e il rapporto di smorzamento del BIS
ξI = 0.15, e per ciascuna tripletta di valori dei parametri νS − µ − β sono stati
ottimizzati i valori dei parametri νopt e ξT,opt sulla base dell’EDI.

In analogia alla Fig. 4.22, in Figura 4.24 si riportano rispettivamente l’in-
dice EDI e i parametri di progetto νopt e ξT,opt al variare del rapporto di iner-
tanza β e per cinque diversi valori del rapporto di frequenze della sovrastruttura
(νS = 0.75, 1, 1.5, 3, 5) e per tre diversi valori del rapporto di masse del sistema di
controllo(µ = 0, 0.05, 0.2).

L’indice di progetto EDI, Figg. 4.24 (a-c), non è influenzato in modo significativo
dal rapporto di frequenze della sovrastruttura νS , mentre, a fissato valore di µ,
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Figura 4.24. Valore massimo dell’EDI e parametri ottimali νopt e ξT,opt al variare del
rapporto di inertanza β e per fissati valori del rapporto di frequenze della sovrastruttura
νS e del rapporto di masse µ (µS = 1.5, ξS = 0.02 e ξI = 0.15).

aumenta all’aumentare di β per poi saturare per valori del rapporto di inertanza
relativamente elevati. La prestazione energetica, inoltre, aumenta con il rapporto
di massa del sistema di controllo e gli incrementi dell’EDI sono maggiori quando i
valori di β sono relativamente piccoli.

I parametri di progetto ottimali che realizzano quella determinata prestazio-
ne energetica risultano poco influenzati dal parametro νS soprattutto quando la
sovrastruttura è relativamente più rigida del BIS (νS ≥ 3).

Il rapporto di frequenze del sistema di controllo, Figg. 4.24 (d-f), generalmente
diminuisce anche se in modo poco significativo all’aumentare sia di β che di µ. Al-
l’aumentare del rapporto di frequenze della sovrastruttura, il parametro di progetto
νopt aumenta fino a saturare per valori di νS ≥ 3 e gli incrementi risultano maggiori
quando i valori del rapporto di massa del sistema di controllo sono piccoli.

Il rapporto di smorzamento del sistema di controllo, Figg. 4.24 (g-i), è una
funzione monotona crescente di β e aumenta all’aumentare di µ con incrementi
maggiori quando il rapporto di inertanza è relativamente piccolo. Il parametro
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di progetto ξT,opt, inoltre, aumenta con νS anche se le variazioni risultano poco
significative per sovrastrutture relativamente più rigide del BIS (νS ≥ 3).

In analogia alla Fig. 4.23, in Figura 4.25 si riportano i sei indici di prestazione
cinematica definiti nell’Eq. 4.10 per i corrispondenti casi riportati nella Fig. 4.24.

Nella Fig. 4.25 (a) si osserva come nei casi di sola sovrastruttura+BIS (µ = 0
e β = 0) lo spostamento del basamento si riduce all’aumentare della rigidezza della
sovrastruttura fino ad arrivare a rapporti di frequenze νS ≥ 3 oltre ai quali non si
hanno ulteriori significative riduzioni. A fissato valore di νS , l’indice dI diminuisce
sempre all’aumentare di β (ovvero attraverso l’introduzione del sistema di controllo
TID) con riduzioni maggiori per rapporti di inertanza relativamente piccoli; inoltre
ad eccezione di valori molto piccoli di β l’indice di prestazione è sempre inferiore
all’unità.

All’aumentare del rapporto di masse del sistema di controllo, Figg. 4.25 (b-
c) si osserva come nel caso di sistemi TMD (β = 0) si hanno livelli di efficacia
sempre maggiori (dI ≤ 1) in termini di spostamento del basamento (il TMDNC
è più efficace del TMDC). All’aumentare di β (ovvero sistemi TMDI) i livelli di
efficacia aumentano sempre fino a tendere a valori analoghi di quelli ottenuti con il
sistema TID per rapporti di inertanza relativamente elevati (quindi la presenza di
una massa nel sistema di controllo risulta ininfluente). Il rapporto di frequenze della
sovrastruttura non influenza in modo significativo l’efficacia dei sistemi a masse
accordate nel ridurre lo spostamento del basamento (le diverse curve al variare
di νS sono abbastanza raggruppate) e quindi, attraverso l’utilizzo di sistemi di
controllo è possibile ottenere anche nel caso di sovrastrutture relativamente flessibili
spostamenti del basamento inferiori a quelli di BIS con sovrastrutture relativamente
rigide (l’indice di prestazione è tipicamente più piccolo dell’unità).

L’accelerazione del basamento nel caso di sola sovrastruttura+BIS, asse delle
ordinate di Fig. 4.25 (d), diminuisce al diminuire del rapporto di frequenze νS an-
che se i valori sono abbastanza raggruppati. Aggiungendo un sistema di controllo
TID (β > 0), l’indice di prestazione aI di riduce sempre con valori inferiori all’unità
fino a saturare per valori relativamente elevati del rapporto di inertanza. Nonostan-
te le prestazioni del TID non variano in modo significativo al variare del rapporto
di frequenze della sovrastruttura, si osservano due tendenze diverse delimitate dal
rapporto di inertanza β = 0.12 in cui l’indice aI è indipendente da νS . L’accele-
razione del basamento all’aumentare del rapporto di frequenze della sovrastruttura
per β < 0.12 aumenta, mentre per β > 0.12 diminuisce.

All’aumentare di µ, si osserva come anche nel caso di sistemi TMDC, asse delle
ordinate di Fig. 4.25 (e), si hanno riduzioni dell’indice aI e queste risultano maggiori
nel caso di TMDNC, asse delle ordinate di Fig. 4.25 (f). L’aggiunta del dispositivo
Inerter collegato ad un sistema TMD realizza il sistema di controllo TMDI, che è
in grado di ridurre anche l’accelerazione del basamento e le prestazioni sono com-
parabili a quelle ottenute con il sistema TID nel caso di β relativamente elevati (la
massa nel sistema di controllo è ininfluente). Per µ = 0.05, Fig. 4.25 (e), si osserva-
no nuovamente le due tendenze al variare di νS anche se il rapporto di inertanza che
delimita i due comportamenti questa volta è inferiore rispetto a quello precedente.
Invece, per µ = 0.2 e β fissato (sistema TMDI), Fig. 4.25 (f), all’aumentare del
rapporto di frequenze della sovrastruttura l’indice di prestazione cinematica aI si
riduce sempre.
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Figura 4.25. Indici di prestazione cinematica definiti nell’Eq. 4.10 al variare del rapporto
di inertanza β e per fissati valori del rapporto di frequenze della sovrastruttura νS e del
rapporto di masse µ (µS = 1.5, ξS = 0.02 e ξI = 0.15).



4.5 Progettazione ottimale e valutazione delle prestazioni di sistemi ad 1+1+1
gdl soggetti ad eccitazioni di tipo rumore bianco 91

Le Figg. 4.25 (g-i) riportano l’indice di prestazione cinematica dR ( ovvero lo
spostamento relativo tra la sovrastruttura e il basamento) al variare del rapporto
di inertanza e per diversi valori del rapporto di masse del sistema di controllo e
del rapporto di frequenze della sovrastruttura. Per µ = 0, Fig. 4.25 (g), si osserva
come, a fissato νS , lo spostamento si riduce all’aumentare di β, ovvero attraverso
l’utilizzo del TID, e il sistema di controllo risulta maggiormente efficace nel caso
di sovrastrutture flessibili. Lo spostamento dR si riduce in modo significativo per
β relativamente piccoli per poi saturare all’aumentare del rapporto di inertanza.
L’aggiunta di un sistema TMD, asse delle ordinate delle Figg. 4.25 (h-i), permette
di ridurre anche in modo significativo lo spostamento relativo dR soprattutto per
sovrastrutture relativamente flessibili (νS < 1.5) e l’efficacia aumenta all’aumentare
del rapporto di massa µ. Nel caso di sistemi TMDI (µ > 0 e β > 0), lo spostamento
relativo della sovrastruttura si riduce all’aumentare del rapporto di inertanza per
poi saturare a valori analoghi del sistema TID per β relativamente elevati (la massa
nel sistema di controllo è ininfluente).

Per quanto riguarda l’indice di prestazione cinematica aS relativo all’accelera-
zione assoluta della sovrastruttura, 4.25 (j-l), nel caso di sistemi di controllo basati
sull’Inerter (TMDI e TID), si osservano tendenze diverse a seconda del rapporto di
frequenza νS . All’aumentare di β, infatti, l’indice aS diminuisce per νS < 1 (sovra-
strutture più flessibili del BIS), rimane circa costante per νS = 1 (sovrastrutture
e BIS caratterizzati dalla stessa frequenza) e aumenta per νS > 1 (sovrastrutture
più rigide del BIS). In questo caso, indipendentemente dal rapporto di inertanze
(quindi anche β = 0, TMD), all’aumentare del rapporto di masse µ aumenta l’effi-
cacia in termini di riduzione dell’accelerazione della sovrastruttura soprattutto per
sovrastrutture relativamente più flessibili rispetto al BIS.

Infine si osserva che, per tutti i casi analizzati, l’indice di prestazione dT , Figg.
4.25 (m-o), è sempre maggiore rispetto all’indice dTI , Figg. 4.25 (p-r). All’aumen-
tare di β gli spostamenti relativi del sistema di controllo diminuiscono in modo
significativo per poi saturare a valori simili per rapporti di inertanza relativamente
elevati. Al fine di contenere le risposte del sistema di controllo, la presenza di una
massa ausiliaria (µ > 0) risulta fondamentale per sistemi TMDI caratterizzati da
β relativamente piccoli, mentre risulta trascurabile quando i rapporti di inertanza
risultano relativamente elevati (è preferibile l’utilizzo di sistemi TID). Nel caso di
sistemi di controllo TMD gli spostamenti del sistema di controllo, invece, possono
essere un importante vincolo progettuale. All’aumentare del rapporto di frequenze
νS gli indici dT e dTI si riducono sempre per poi saturare nel caso di sovrastrutture
relativamente rigide (νS ≥ 3).

In conclusione, i sistemi di controllo a masse accordate sono in grado di ridur-
re in modo significativo la risposta del basamento anche nel caso di sovrastrutture
relativamente più flessibili del BIS. In particolare a parità di rapporto di masse, l’ef-
ficacia dei sistemi TMDI risulta sempre superiore rispetto ai TMD, mentre il TMDI
è più efficace del TID quando i rapporti di inertanza sono piccoli e ha prestazioni
simili per β relativamente elevati (ovvero la massa ausiliaria risulta trascurabile).
Inoltre, i sistemi di controllo risultano particolarmente efficaci nel ridurre lo spo-
stamento e l’accelerazione quando la sovrastruttura risulta relativamente flessibile.
Infine, gli spostamenti del sistema di controllo risultano essere un vincolo proget-
tuale soprattutto nel caso di sovrastrutture relativamente flessibili, in quanto può



92 4. Strutture multipiano isolate alla base dotate di TMDI

essere anche più di tre volte maggiore rispetto allo spostamento del sistema sovra-
struttura+BIS di riferimento. In ogni caso all’aumentare dell’inertanza del sistema
di controllo (TMDI o TID) le risposte dT e dTI si riducono in modo significativo
fino a raggiungere valori prossimi allo spostamento del sistema di riferimento.

4.6 Conclusioni

In questo capitolo, è stata investigata l’efficacia di sistemi a masse accordate inno-
vativi basati sull’Inerter (TMDI e TID), anche rispetto ai tradizionali sistemi TMD,
nel ridurre lo spostamento laterale di sistemi isolati di base (BIS) senza incremen-
tarne in modo significativo le accelerazioni. L’attenzione è stata rivolta a strutture
multipiano isolate alla base, ma le tendenze osservate e le seguenti conclusioni pos-
sono essere estese a molte strutture dell’ingegneria civile (campate dei ponti, ecc...)
dotate di sistemi di isolamento oltre che a oggetti d’arte contenuti nei musei (statue,
vasi, ecc...) e ad apparecchiature strategiche (elettromedicali, elettroniche, CED,
ecc...) contenute all’interno di strutture edilizie.

Il sistema a N+1+1 gdl è stato studiato inizialmente attraverso un sistema
ridotto generalizzato a 1+1 gdl (ipotizzando la sovrastruttura relativamente più
rigida del BIS) e poi attraverso un modello ridotto generalizzato a 1+1+1 gdl (al fine
di valutare l’influenza della sovrastruttura). Attraverso un’ampia gamma di valori
dei parametri considerati relativi alla massa e all’inertanza del sistema di controllo,
è stato possibile confrontare le prestazioni di sistemi tradizionali TMD rispetto a
sistemi innovativi basati sull’Inerter (TMDI e TID), progettati in modo ottimale
massimizzando l’indice energetico EDI, soggetti ad eccitazioni di tipo rumore bianco
(WN) e rumore bianco colorato (CWN) oltre che ad accelerogrammi naturali dei
ground motions (GMs) registrati.

Come ci si aspettava, i due sistemi ridotti generalizzati conducono agli stessi
risultati nel caso di sovrastruttura relativamente più rigida del BIS (ovvero con un
rapporto tra la frequenza della sovrastruttura e del BIS νS ≥ 3). Nel caso di ecci-
tazione di tipo rumore bianco i risultati hanno dimostrato che i sistemi di controllo
basati sull’Inerter (TMDI e TID) collegati a terra permettono di ridurre in modo
significativo sia lo spostamento sia l’accelerazione del basamento sia le risposte della
massa secondaria che, nel caso di sistemi TMD possono essere un importante vinco-
lo progettuale. A fissati rapporti di inertanza β, i sistemi di controllo TMDI e TID
hanno prestazioni comparabili: in particolare, per β relativamente piccoli il TMDI
risulta più efficace del TID nel ridurre lo spostamento del BIS (ovvero la presenza di
una massa nel sistema di controllo è favorevole), mentre per β relativamente elevati
il TID risulta più efficace (ovvero la presenza di una massa nel sistema di controllo
è sfavorevole).

L’efficacia dei sistemi di controllo considerati (TMD, TMDI e TID) nel ridurre
la risposta del BIS diminuisce gradualmente all’aumentare del rapporto di smorza-
mento del BIS fino a un valore limite di ξI = 0.3, oltre al quale il BIS non controllato
(fortemente smorzato) ha risposte simili sia in presenza che assenza di sistemi di
controllo a masse accordate. Per tale ragione nel caso di BIS debolmente smorzati,
attraverso l’utilizzo di sistemi TMDI o TID è possibile raggiungere livelli di pre-
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stazione comparabili se non superiori a quelli ottenuti con solo BIS maggiormente
smorzati.

Nel caso di eccitazione alla base di tipo CWN, le tendenze sopra riportate per
l’eccitazione di tipo WN sono state confermate: i sistemi di controllo basati sull’I-
nerter (TMDI e TID) consentono di ridurre in modo significativo, e soprattutto nel
caso di BIS poco smorzati, lo spostamento del basamento incrementandone in modo
poco significato l’accelerazione. Inoltre, si è osservato come, a parità di inertanza,
la presenza di una massa secondaria (ovvero TMDI rispetto al TID) permette di
ridurre in modo significativo la risposta del sistema di controllo.

Nel caso di sistemi eccitati da accelerogrammi naturali, tutte le precedenti os-
servazioni relative alle eccitazioni di tipo WN e CWN sono confermate sia per i
terremoti di tipo near-fault che per quelli di tipo far-field. In particolare, i sistemi
a massa accordata basati sull’Inerter risultano particolarmente efficaci nel ridurre
anche la risposta cinematica del sistema di controllo nel caso di terremoti di tipo
near-fault caratterizzati da un elevato contenuto energetico alle basse frequenze nel-
la parte iniziale della storia temporale, anche se, per quest’ultimo particolare tipo
di eccitazione, lo spostamento e l’accelerazione del basamento risultano poco ridotte
rispetto al solo BIS.

Lo studio del sistema a 1+1+1 gdl ha permesso inoltre di valutare l’influenza
della sovrastruttura in termini di rapporti di masse e di frequenza. Infatti, nel caso
di BIS privi di sistemi di controllo gli spostamenti del basamento aumentano al-
l’aumentare del rapporto di massa della sovrastruttura, ma possono essere ridotti
anche in modo significativo attraverso l’utilizzo di sistemi a masse accordate basate
sull’Inerter. I sistemi TMDI e TID, infatti, risultano maggiormente efficaci soprat-
tutto nel caso di sovrastrutture caratterizzate da rapporti di masse elevati e per tale
ragione consentono di raggiungere livelli di prestazione comparabili se non superiori
a quelle ottenute nel caso di BIS non controllati con sovrastrutture leggere. I siste-
mi di controllo basati sull’Inerter sono in grado di ridurre in modo significativo la
risposta del basamento anche nel caso di sovrastrutture relativamente più flessibili
del BIS. In particolare, i sistemi TMDI e TID risultano particolarmente efficaci nel
ridurre anche lo spostamento relativo della sovrastruttura soprattutto quando le
sovrastrutture risultano relativamente flessibili.

In definitiva, l’aggiunta di sistemi a massa accordata a BIS permettono di ridur-
re in modo significativo gli spostamenti sia del basamento che della sovrastruttura
senza incrementarne le accelerazioni; inoltre i sistemi di controllo basati sull’Iner-
ter e collegati a terra riducono in modo significativo anche la risposta della massa
secondaria che nei sistemi TMD a seguito dell’eccessivo spostamento rispetto al ba-
samento può essere un importante vincolo progettuale. Per queste ragioni il TMDI
e il TID consentono sia di incrementare le prestazioni di BIS, soprattutto debolmen-
te smorzati e con sovrastrutture relativamente rigide che di isolare sovrastrutture
relativamente flessibili e caratterizzate da rapporti di masse relativamente elevati.
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Capitolo 5

Strutture adiacenti collegate
con connessioni basate
sull’Inerter

5.1 Premessa

Oltre allo studio del sistema di controllo TMDI in strutture multipiano a base fissa
e isolata, in questo capitolo è stato studiato l’Inerter come elemento di collegamento
di strutture adiacenti. In particolare è stata valutata l’influenza che tale dispositivo
ha sulle caratteristiche dinamiche del sistema nel caso sia posto in parallelo ad una
connessione viscoelastica. Questa configurazione strutturale non è mai stata studia-
ta in letteratura, e per questo motivo è stato studiato prima il sistema conservativo
e poi quello non conservativo.

Nel caso di connessione non conservativa, una parte dello studio è stata concen-
trata sulla formulazione analitica di sistemi difettivi, ovvero sistemi in cui si ha la
coalescenza degli autovalori; infatti questi sistemi sono caratterizzati da importanti
proprietà dinamiche che li rendono particolarmente interessanti ai fini del controllo
strutturale.

I risultati di questo studio sono stati pubblicati negli atti del congresso EURO-
DYN 2017 [Basili, De Angelis e Pietrosanti, 2017]1 e sulla rivista internazionale
Engineering Structures [Basili, De Angelis e Pietrosanti, 2018 e Basili, De Angelis
e Pietrosanti, 2019]2,3.

1M. Basili, M. De Angelis and D. Pietrosanti, Dynamic response of a viscously damped two
adjacent degree of freedom system linked by inerter subjected to base harmonic excitation, Procedia
Engineering (2017); 199: 1586–1591. DOI: 10.1016/j.proeng.2017.09.062.

2M. Basili, M. De Angelis and D. Pietrosanti, Modal analysis and dynamic response of a two
adjacent single degree of freedom systems linked by spring-dashpot-inerter elements, Engineering
Structures (2018); 174: 736-752. DOI: 10.1016/j.engstruct.2018.07.048.

3M. Basili, De Angelis and D. Pietrosanti, Defective two adjacent single degree of freedom
systems linked by spring-dashpot-inerter for vibration control, Engineering Structures (2019); 188:
480-492. DOI: 10.1016/j.engstruct.2019.03.030.
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Parametro Simbolo Descrizione 

Sistemi ad 1 gdl 
 Frequenze naturali 

 Fattori di smorzamento 

Sistema a 2 gdl 
 Rapporto di massa 

 Rapporto di frequenza 

Connessione 

 Rapporto di rigidezza 

 Fattore di smorzamento 

 Rapporto di inertanza 

Tabella 5.1. Parametri del sistema e della connessione, i = 1, 2.

5.2 Posizione del problema ed equazioni del moto

Si consideri un sistema a 2 gdl smorzato viscosamente, costituito da 2 oscillatori ele-
mentari adiacenti (2-ASDOF) collegati da elementi Spring-Dashpot-Inerter (SDIE)
disposti in parallelo, Fig. 5.1. Ogni oscillatore elementare è definito da una rigidez-
za ki, una massa mi e un coefficiente di smorzamento viscoso ci (i = 1, 2), mentre
gli elementi della connessione sono definiti da una rigidezza k, un coefficiente di
smorzamento viscoso c e inertanza b.

u1 u2

k1

c1

m1 m2

k2

c2

k

b

c

üG

Figura 5.1. Modello meccanico - Connessione con elementi Spring-Dashpot-Inerter
(SDIE).

I parametri adimensionali del sistema meccanico sono riportati nella Tabella 5.1.
Le equazioni del moto relative al sistema soggetto ad eccitazione alla base sono

scritte come:

MMMq̈qq(t) +LLLq̇qq(t) +KqKqKq(t) = −M̃MMτττe(t) (5.1)

dove q̈̈q̈q(t) = ü̈üu(t)/g, q̇̇q̇q(t) = u̇̇u̇u(t)/(g/ω1) e qqq(t) = uuu(t)/(g/ω2
1) sono i parametri cine-

matici adimensionali, uuu = [u1(t) u2(t)]T è il vettore degli spostamenti, u̇̇u̇u e ü̈üu sono
rispettivamente la derivata prima e seconda di uuu e g è l’accelerazione di gravità.
Inoltre, le matrici di massa MMM e M̃̃M̃M , di smorzamento LLL e di rigidezza KKK sono:
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MMM =
[
m11 m12
m21 m22

]
=
[
1 + β −β
β µ+ β

]
; M̃̃M̃M =

[
1 0
0 µ

]

LLL =
[
l11 l12
l21 l22

]
=
[
2 (ξ1 + ξ) −2ξ
−2ξ 2 (ξ2νµ+ ξ)

]

KKK =
[
k11 k12
k21 k22

]
=
[
1 + λ −λ
−λ ν2µ+ λ

] (5.2)

e(t) = üG/g = A sin(ωf t) è l’azione armonica applicata definita dall’ampiezza A e
dalla pulsazione ωf , e τ = [1 1]T è il vettore di trascinamento.

Le equazioni del moto del sistema, Eq. 5.1, possono essere riscritte secondo la
formulazione nello spazio di stato, Eq. 2.1, dove

AAA =


0 0 1 0
0 0 0 1

−β + µ+ λµ

β + µ+ βµ

µ(λ− βν2)
β + µ+ βµ

−2(ξ1(β + µ) + µξ)
β + µ+ βµ

2µ(ξ − βνξ2)
β + µ+ βµ

− β − λ

β + µ+ βµ
−λ+ µν2(1 + β)

β + µ+ βµ

2(ξ − βξ1)
β + µ+ βµ

−2(ξ + µνξ2(1 + β))
β + µ+ βµ

 (5.3)

è la matrice di stato, BBB = [0 0 − 1 − 1]T è il vettore degli input.

CCC =



1 0 0 0
0 1 0 0

−1 1 0 0

−β + µ+ λµ

β + µ+ βµ

µ(λ− βν2)
β + µ+ βµ

−2(ξ1(β + µ) + µξ)
β + µ+ βµ

2µ(ξ − βνξ2)
β + µ+ βµ

− β − λ

β + µ+ βµ
−λ+ µν2(1 + β)

β + µ+ βµ

2(ξ − βξ1)
β + µ+ βµ

−2(ξ + µνξ2(1 + β))
β + µ+ βµ


è la matrice degli output, DDD è il vettore nullo 5 × 1, zzz(t) = [q1 q2 q̇1 q̇2]T e θθθ(t) =[
q1 q2 q21 q̈

(tot)
1 q̈

(tot)
2

]T
sono rispettivamente il vettore di stato e il vettore degli

output. Inoltre, con q21 = q2 − q1 è indicato lo spostamento relativo tra i due
oscillatori, mentre con q̈

(tot)
1 e q̈(tot)

2 sono indicate rispettivamente le accelerazioni
assolute dei due oscillatori.

Si noti che, a causa della struttura della matrice di smorzamento, il sistema
studiato è un sistema non classicamente smorzato.

In questo studio, si assume che i due oscillatori sono non smorzati (ξ1 = ξ2 = 0)
e che lo smorzamento è localizzato solo nella connessione; inoltre sono stati consi-
derati sia casi di connessione conservativa e non conservativa. Nel caso di sistema
conservativo sono state considerate connessioni con solo elemento Spring (SE), con
solo elemento Inerter (IE) e con elementi Spring-Inerter (SIE), caratterizzate dai
parametri λ e β, rispettivamente per il rapporto di rigidezza e di inertanza. Nel caso
di una connessione non conservativa, è stato considerato un sistema SDIE, descritto
attraverso i parametri λ, β e ξ (rapporto di smorzamento). La dinamica del sistema
costituito da 2-ASDOF è completamente descritta dal rapporto di massa µ e di
frequenza ν. I parametri del sistema sono raccolti nel vettore κκκ = (µ, ν, λ, β, ξ).

Per completezza di trattazione, lo studio è stato effettuato considerando il rap-
porto di frequenza ν nei due intervalli, rispettivamente 0 < ν ≤ 1 e ν > 1. Tuttavia,
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Parametro Riferimento Duale 

Rapporto di frequenze  ̅  

Rapporto di massa  ̅  

Rapporto di rigidezza  ̅   

Rapporto di inertanza  ̅  

Frequenze naturali  ̅  

Tabella 5.2. Relazioni di dualità per i parametri del sistema e della connessione, i = 1, 2.

può essere dimostrato analiticamente che, a causa della simmetria del sistema stu-
diato, esistono relazioni di dualità per i parametri tra i due intervalli del rapporto
di frequenza ν. La Tabella 5.2 riporta le relazioni di dualità per i parametri del
sistema e della connessione nei due intervalli.

5.3 Analisi modale

5.3.1 Connessione conservativa

Lo studio del problema agli autovalori del sistema costituito da 2-ASDOF collegati
con SIE, Eq. 5.1, in assenza di forze di smorzamento e forzanti, si riduce a:

MMMq̈qq(t) +KqKqKq(t) = 000 (5.4)

Risolvendo il problema agli autovalori associatoKφKφKφ = sMφMφMφ, è possibile ricavare
le frequenze naturali γi, essendo si = γ2

i , e i modi di vibrare φφφi del sistema (i = 1, 2):

{
γ1
γ2

}
=

√√√√√1
2

(
σ1
σ2

)
∓ 1

2

√√√√(σ1
σ2

)2
− 4

(
k11k22 − k2

12
σ2

)
(5.5)

con σ1 = k22m11 + k11m22 − 2k12m12 e σ2 = m11m22 −m2
12 e

φφφ1 =
[
φ11
φ21

]
; φφφ2 =

[
φ12
φ22

]
(5.6)

I rapporti φ21/φ11 e φ22/φ12 determinano il profilo della forma dello spostamento
assunto dal sistema quando oscilla alla frequenza γ1 o γ2, e sono governati dalle
equazioni:

υ1 = φ21
φ11

= −k11 − γ2
1m11

k12 − γ2
1m12

= −k21 − γ2
1m21

k22 − γ2
1m22

υ2 = φ22
φ12

= −k11 − γ2
2m11

k12 − γ2
2m12

= −k21 − γ2
2m21

k22 − γ2
2m22

(5.7)

Impostando correttamente i parametri del sistema e della connessione, il modello
qui presentato degenera nelle stesse soluzioni analitiche riportate in [Meirovitch,
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2010] e in [Chen et al., 2014] per un sistema a 2-DOF non smorzato collegato
rispettivamente con un elemento Spring e un elemento Inerter.

Le espressioni analitiche delle frequenze e dei rapporti tra i modi naturali rap-
porti υ1 e υ2 per le tre diverse connessioni considerate sono riassunti in Tabella
5.3.

Connessione Frequenze naturali Modi naturali

Spring-Inerter
Elements (SIE)
(λ 6= 0, β 6= 0)

γ2
1 =

(
σ1 −

√
σ2

1 − 4(λ+ µν2(λ+ 1))σ2

2σ2

)
υ1 = λ− βγ2

1
λ− βγ2

1 − µγ2
1 + µν2

γ2
2 =

(
σ1 +

√
σ2

1 − 4(λ+ µν2(λ+ 1))σ2

2σ2

)
υ2 = λ− βγ2

2
λ− βγ2

2 − µγ2
2 + µν2

σ1 = µ(1 + ν2) + λ(1 + µ) + β(1 + µν2)

σ2 = µ+ β(1 + µ)

Spring Element
(SE) (λ 6= 0)

γ2
1 =

(
σ1 −

√
σ2

1 − 4(λ+ µν2(λ+ 1))σ2

2σ2

)
υ1 = λ

λ− µγ2
1 + µν2

γ2
2 =

(
σ1 +

√
σ2

1 − 4(λ+ µν2(λ+ 1))σ2

2σ2

)
υ2 = λ

λ− µγ2
2 + µν2

σ1 = µ(1 + ν2) + λ(1 + µ)

σ2 = µ

Inerter Element
(IE) (β 6= 0)

γ2
1 =

(
σ1 −

√
σ2

1 − 4µν2σ2

2σ2

)
υ1 = βγ2

1
βγ2

1 + µγ2
1 − µν2

γ2
2 =

(
σ1 +

√
σ2

1 − 4µν2σ2

2σ2

)
υ2 = βγ2

2
βγ2

2 + µγ2
2 − µν2

σ1 = µ(1 + ν2) + β(1 + µν2)

σ2 = µ+ β(1 + µ)

Tabella 5.3. Espressioni analitiche delle frequenze e dei modi naturali per le connessioni
con gli elementi Spring-Inerter (SIE), con l’elemento Spring (SE) e con l’elemento Inerter
(IE).

Si può osservare come una connessione conservativa ammette soluzioni in forma
chiusa per il problema degli autovalori.

Alcuni importanti casi limite per i parametri strutturali, che schematizzano
diverse soluzioni strutturali, sono: ν → 0 e ν →∞, µ→ 0 e µ→∞. La situazione
particolare ν = 1 e µ = 1, invece, rappresenta il caso di due sistemi oscillatori
elementari identici. Nel seguito si assume che il rapporto di massa sia sempre
strettamente positivo, µ > 0.

Avendo normalizzato rispetto la massam1 e la pulsazione ω1, γi = 1 significa che
la i-esima frequenza del sistema accoppiato è uguale a quella del primo oscillatore
disaccoppiato e γi = ν significa che la i-esima frequenza del sistema accoppiato è
uguale a quella del secondo oscillatore disaccoppiato.
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Pseudo-frequenze naturali γ  s  γ  s  

Pseudo-fattori di smorzamento 
√

  
2 2

Tabella 5.4. Quantità modali.

5.3.2 Connessione non conservativa

Nel caso di connessione non conservativa, le proprietà modali del sistema sono sta-
te determinate attraverso l’analisi modale complessa dal momento che il sistema
dinamico considerato è non classicamente smorzato. Risolvendo il problema agli
autovalori, Eq. 2.3, è possibile determinare autovalori s e autovettori ψψψ cosi come
definito in [Chopra, 2015]:

s1, s2 = α1 ± jδ1, s3, s4 = α2 ± jδ2 (j =
√
−1)

ψψψ1,ψψψ2 = φφφ1 ± jχ1, ψψψ3,ψψψ4 = φφφ2 ± jχ2 (j =
√
−1)

(5.8)

Il termine αi è assunto sempre reale negativo al fine di avere stabilità asintotica
(il caso αi = 0 si ha nel caso in cui non si ha presenza delle forze di smorzamento),
mentre il termine δi può essere sia reale che complesso. A seconda della soluzione,
si possono avere tre diverse situazioni: i) se gli autovalori risultano complessi e
coniugati, allora il modo risulta essere sottosmorzato, ii) se risultano reali coincidenti
(ovvero δi = 0) allora il modo risulta essere criticamente smorzato e iii) se risultano
reali e distinti, allora il modo è sovrasmorzato.

Dagli autovalori associati all’i-esimo modo di vibrare è possibile valutare fre-
quenze γi e fattori di smorzamento modale ηi come riportato nella Tabella 5.4.

In particolare, dalla matrice di stato AAA(κκκ), Eq. 5.3, risolvendo il problema agli
autovalori, si ottiene la seguente equazione caratteristica:

s4 + a1(κκκ)s3 + a2(κκκ)s2 + a3(κκκ)s+ a4(κκκ) = 0 (5.9)

dove

a1(κκκ) = 2ξ(1 + µ)
β + µ+ βµ

a2(κκκ) = β + λ+ µ
(
(1 + λ) + ν2 (1 + β)

)
β + µ+ βµ

a3(κκκ) = 2ξ
(
µν2 + 1

)
β + µ+ βµ

a4(κκκ) = λ+ µν2 + λµν2

β + µ+ βµ
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5.4 Risultati dell’analisi modale con connessione con-
servativa

Nelle Figg. 5.2-5.5 si riportano, sulla base delle espressioni analitiche riportate nella
Tabella 5.3, le mappe delle frequenze, rappresentate nei piani γi−ν e/o γi−(β/λ), e
i corrispondenti modi naturali per i tre casi considerati di connessione conservativa.
In ogni mappa delle frequenze nel piano γi − ν a seconda del tipo di connessione
sono indicate le zone ammissibili e non ammissibili ed è stata indagata l’influenza
dei parametri della connessione (λ, β) e del sistema (ν, µ) nella modifica di queste
zone.

Inoltre, al fine di indagare l’influenza dell’Inerter, sono state prima di tutto
analizzate le due connessioni con SE e IE e alla fine è stato studiato il caso generale di
connessione con SIE che è stato confrontato con i due casi particolari in precedenza
considerati.

5.4.1 Connessione con l’elemento Spring (SE)

Le mappe delle frequenze γ1 e γ2 al variare del rapporto di frequenza ν sono mostrate
rispettivamente nelle Figg. 5.2 (a) e (b) per un fissato valore del rapporto di massa
(µ = 0.2) e alcuni valori del rapporto di rigidezza λ.
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Figura 5.2. Connessione con Spring Element (SE). Dominio (a) γ1 − ν e (b) γ2 − ν al
variare di λ e tipici modi naturali (c) φ1 e (d) φ2 (µ = 0.2). Le frecce nere indicano la
tendenza delle curve all’aumentare di µ.

In ogni grafico, le regioni del piano con sfondo grigio rappresentano le zone non
ammissibili per le frequenze (valori di frequenza non realizzabili con la connessione
SE), mentre quelle con sfondo bianco rappresentano le zone ammissibili. La defi-
nizione delle zone ammissibili e non ammissibili per le frequenze dipende solo da ν
e non è influenzata da µ e λ. Per indagare l’influenza del rapporto di rigidezza λ,
sono stati presi in considerazione tre valori: → 0, 1, →∞.
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Per entrambe le frequenze, il più piccolo valore ammissibile per frequenze si
ottiene per λ→ 0, mentre il più grande valore ammissibile per la seconda frequenza
si ottiene per λ → ∞. Inoltre, si osserva che entrambe le frequenze aumentano
all’aumentare di λ. Poiché nell’intervallo 0 < ν < 1 si ha che γ1 > ν e γ2 > 1
e nell’intervallo ν > 1 si ha che γ1 > 1 e γ2 > ν, è possibile fare le seguenti
osservazioni.

Osservazione 1. In un sistema costituito da 2-ASDOF collegati da
una connessione SE le frequenze naturali sono sempre maggiori a quelle
dei due oscillatori disaccoppiati.

Osservazione 2. In un sistema costituito da 2-ASDOF collegati da una
connessione SE, quando ν = 1, la prima frequenza è sempre uguale e la
seconda frequenza è maggiore di quella dei due oscillatori disaccoppiati.

Tipici modi naturali di vibrare, φ1 e φ2, sono riportati rispettivamente nelle Figg.
5.2 (c) e (d). In ascissa, i numeri 1 e 2 indicano rispettivamente il primo e il secondo
grado di libertà, mentre nelle ordinate viene indicata l’intensità dell’autovettore.

Osservazione 3. In un sistema costituito da 2-ASDOF collegati da una
connessione SE le due masse oscillano in fase nel primo modo di vibrare
e in opposizione di fase nel secondo modo di vibrare.

Infatti, si può osservare dalle espressioni analitiche riportate nella Tabella 5.3
che il primo rapporto, υ1, relativo al primo modo naturale, è sempre una quantità
positiva, mentre il secondo rapporto, υ2, relativo al secondo modo naturale, è sempre
una quantità negativa.

Ulteriori osservazioni possono essere delineate relativamente al primo modo
naturale di vibrare attraverso il rapporto υ1.

Sostituendo i valori di ν nell’espressione di υ1 riportata in Tabella 5.3, si può
dimostrare che υ1 > 1 se 0 < ν < 1, ovvero l’ampiezza del primo modo naturale
relativo alla seconda massa è maggiore rispetto a quello relativo alla prima, mentre
υ1 < 1 se ν > 1, ovvero l’ampiezza del primo modo naturale relativo alla seconda
massa è inferiore rispetto a quello relativo alla prima. Inoltre, υ1 = 1 quando ν = 1
indipendentemente da µ e λ, cioè il primo modo naturale di vibrare è caratterizzato
da ampiezze uguali per entrambe le masse.

Al fine di indagare l’influenza sulle frequenze del rapporto di massa µ, nelle Figg.
5.2 (a) e (b) è stato indicato attraverso le frecce nere la tendenza delle frequenze
γ1 e γ2 all’aumentare di µ. Si può dimostrare che, per un valore finito di λ e
all’aumentare di µ, entrambe le frequenze diminuiscono quando 0 < ν < 1 (frecce
rivolte verso il basso nelle Figg. 5.2 (a) e (b)), mentre γ1 aumenta e γ2 diminuisce
quando ν > 1 (rispettivamente freccia rivolta verso l’alto in Fig. 5.2 (a) e verso il
basso in Fig. 5.2 (b).

5.4.2 Connessione con l’elemento Inerter (IE)

Le mappe delle frequenze γ1 e γ2 al variare del rapporto di frequenza ν sono riportate
rispettivamente nelle Figg. 5.3 (a) e (b) per un fissato valore del rapporto di massa
(µ = 0.2) e per diversi valori del rapporto di inertanza β.
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Figura 5.3. Connessione con Inerter Element (IE). Dominio (a) γ1 − ν e (b) γ2 − ν al
variare di β e tipici modi naturali (c) φ1 e (d) φ2 (µ = 0.2). Le frecce nere indicano la
tendenza delle curve all’aumentare di µ.

In ogni grafico, le regioni del piano con sfondo grigio rappresentano le zone non
ammissibili per le frequenze (valori di frequenza non realizzabili con la connessione
IE), mentre quelle con sfondo bianco rappresentano le zone ammissibili. La defini-
zione delle zone ammissibili e non ammissibili dipende solo da ν e non è influenzata
di µ e β. Per indagare l’influenza del rapporto di inertanza β, sono stati presi in
considerazione tre valori: → 0, 1, → ∞. Per entrambe le frequenze, il più grande
valore ammissibile per le frequenze si ottiene per β → 0, mentre il più piccolo va-
lore ammissibile per la prima frequenza si ottiene per β → ∞. Inoltre, si osserva
che entrambe le frequenze diminuiscono all’aumentare di β. Poiché nell’intervallo
0 < ν < 1 si ha che γ1 < ν e γ2 < 1 e nell’intervallo ν > 1 si ha che γ1 < 1 e γ2 < ν,
è possibile fare le seguenti osservazioni.

Osservazione 4. In un sistema costituito da 2-ASDOF collegati da
una connessione IE le frequenze naturali sono sempre inferiori a quelle
dei due oscillatori disaccoppiati.

Osservazione 5. In un sistema costituito da 2-ASDOF collegati da una
connessione IE, quando ν = 1, la prima frequenza è sempre inferiore e
la seconda frequenza è uguale a quella dei due oscillatori disaccoppiati.

Tipici modi naturali, φ1 e φ2, sono sono riportati rispettivamente nelle Figg. 5.3
(c) e (d).

Osservazione 6. In un sistema costituito da 2-ASDOF collegati da una
connessione IE le due masse oscillano in opposizione di fase nel primo
modo di vibrare e in fase nel secondo modo di vibrare.
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Infatti, il primo rapporto, υ1, relativo al primo modo naturale, è sempre una
quantità negativa, mentre il secondo rapporto, υ2, relativo al secondo modo natu-
rale, è sempre una quantità positiva, Tabella 5.3.

Ulteriori osservazioni possono essere delineate relativamente al secondo modo
naturale di vibrare attraverso il rapporto υ2. Sostituendo i valori di ν nell’espres-
sione di υ2, Tab. 5.3, si può dimostrare che υ2 < 1 se 0 < ν < 1, ovvero l’ampiezza
del secondo modo naturale relativo alla prima massa è maggiore rispetto a quello
relativo alla seconda, mentre υ2 > 1 se ν > 1, ovvero l’ampiezza del secondo modo
naturale relativo alla prima massa è inferiore rispetto a quello relativo alla seconda.
Inoltre, υ2 = 1 quando ν = 1 indipendentemente da µ e β, cioè il secondo modo
naturale di vibrare è caratterizzato da ampiezze uguali per entrambe le masse.

Al fine di indagare l’influenza sulle frequenze del rapporto di massa µ, nelle Figg.
5.3 (a) e (b) è stato indicato attraverso le frecce nere la tendenza delle frequenze
γ1 e γ2 all’aumentare di µ. Si può dimostrare che, per un valore finito di β e
all’aumentare di µ, γ1 aumenta e γ2 diminuisce quando 0 < ν < 1 (rispettivamente
freccia rivolta verso l’alto in Fig. 5.3 (a) e verso il basso in Fig. 5.3 (b)), mentre
entrambe le frequenze aumentano quando ν > 1 (frecce rivolte verso l’alto nelle
Figg. 5.3 (a) e (b)).

5.4.3 Connessione con gli elementi Spring-Inerter (SIE)

Le mappe delle frequenze γ1 e γ2 al variare del rapporto di frequenza ν sono riportate
rispettivamente nelle Figg. 5.4 (a) e (b) per un fissato valore del rapporto di massa
(µ = 0.2) e valori caratteristici del rapporto β/λ (avendo assunto tra i parametri
della connessione per esempio β = 1).
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Figura 5.4. Connessione con Spring-Inerter Elements (SIE). Regioni I−III per un fissato
valore di µ nei domini (a) γ1− ν e (b) γ2− ν (µ = 0.2 e β = 1). Le frecce nere indicano
l’andamento delle curve all’aumentare di µ.

In ogni grafico, le regioni del piano con sfondo grigio rappresentano le zone non
ammissibili per le frequenze (valori di frequenza non realizzabili con la connessione
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SIE) che dipendono solo da ν e non sono influenzate da µ, λ e β. Queste zone coin-
cidono alle regioni comuni non ammissibili per i due casi particolari di connessione
con SE e IE (Sottosezioni 5.4.1 e 5.4.2). Le regioni del piano con sfondo bianco
rappresentano le zone ammissibili che invece risultano l’unione delle corrisponden-
ti zone ammissibili ottenute per i due casi particolari di connessione con SE e IE
(Figg. 5.2 e 5.3). In queste regioni, il dominio ammissibile della connessione SE dal
dominio ammissibile della connessione IE è separata, nell’intervallo 0 < ν < 1 dalle
rette γ1 = ν nel piano γ1− ν e γ2 = 1 nel piano γ2− ν, mentre nell’intervallo ν > 1
dalle rette γ1 = 1 nel piano γ1 − ν e γ2 = ν nel piano γ2 − ν.

Selezionando opportunamente il rapporto β/λ, rispettivamente pari a β/λ =
1/ν2 e β/λ = 1, è possibile ottenere soluzioni particolati per le frequenze come
mostrato in Fig. 5.4 rispettivamente con le linee blu e rosse: queste linee nel seguito
sono state definite come confini delle regioni.

I confini dividono le zone ammissibili in tre regioni, indicate come I, II e III. Si
noti che ogni regione (I-III) per la prima frequenza γ1 (Fig. 5.4 (a)) è associata a
quella relativa alla seconda frequenza γ2 (Fig. 5.4 (b)).

Nel seguito, dopo aver definito i confini verranno descritte nel dettaglio le tre
regioni.

Intervallo di frequenza 0 < ν ≤ 1

I confini delle regioni sono ottenuti per:

1. β/λ = 1/ν2. Questa curva non varia nel piano γ1 − ν, è indipendente da β,
e corrisponde alla bisettrice del piano γ1 = ν, mentre varia nel piano γ2 − ν
al variare del rapporto di inertanza (tuttavia, è sempre posizionata sotto la
retta γ2 = 1). Quindi, la regione I è fissa per γ1 e variabile per γ2. La prima
frequenza è uguale alla più piccola frequenza del sistema non accoppiato e la
seconda è intermedia tra quelle dei due oscillatori disaccoppiati.

2. β/λ = 1. Questa curva varia nel piano γ1 − ν al variare di β, tuttavia è
sempre posizionata al di sopra della bisettrice del piano γ1 = ν, mentre è fissa
nel piano γ2− ν, è indipendente da β e corrisponde a γ2 = 1. Di conseguenza,
la regione III è variabile per γ1 e fissa per γ2. La prima frequenza è intermedia
tra le frequenze dei due oscillatori disaccoppiati e la seconda è uguale alla più
grande del sistema disaccoppiato.

Regione I, β/λ > 1/ν2. Si osserva che in questa regione entrambe le frequenze
sono inferiori alle frequenze dei due oscillatori non accoppiati. Questo comporta-
mento è anche tipico di sistemi costituiti da 2-ADSOF collegati da connessioni con
IE (vedi Fig. 5.3).

Regione II, 1 < β/λ < 1/ν2. Si osserva che in questa regione entrambe le
frequenze sono intermedie a quelle dei due oscillatori non accoppiati. Questo com-
portamento è esclusivamente tipico di sistemi costituiti da 2-ADSOF collegati da
connessioni con SIE.

Regione III, β/λ < 1. Si osserva che in questa regione entrambe le frequenze
sono maggiori delle frequenze dei due oscillatori non accoppiati. Questo comporta-
mento è anche tipico di sistemi costituiti da 2-ADSOF collegati da connessioni con
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IE (vedi Fig. 5.2).

Intervallo di frequenza ν ≥ 1

I confini delle regioni sono ottenuti per:

1. β/λ = 1. Questa curva è fissa nel piano γ1 − ν, è indipendente da β e corri-
sponde a γ1 = 1, mentre varia nel piano γ2 − ν al variare di β, ma è sempre
posizionata sotto la bisettrice del piano γ2 = ν. Di conseguenza, la regione I
è fissa per γ1 e varia per γ2. La prima frequenza è uguale alla più piccola del
sistema disaccoppiato e la seconda è intermedia tra quelle dei i due oscillatori
disaccoppiati.

2. β/λ = 1/ν2. Questa curva varia nel grafico γ1−ν al variare di β, ma è sempre
posizionata sopra la retta γ1 = 1. La curva, invece, nel piano γ2 − ν è fissa,
risulta indipendente da β, e corrisponde alla bisettrice del piano γ2 = ν. Di
conseguenza, la regione III è variabile per γ2 e fissa per γ2. La prima frequenza
è intermedia tra quelle dei due oscillatori non accoppiati e la seconda è uguale
a quella più grande del sistema disaccoppiato.

Regione I, β/λ > 1. Si osserva che in questa regione entrambe le frequenze sono
inferiori alle frequenze dei due oscillatori non accoppiati. Questo comportamento è
anche tipico di sistemi costituiti da 2-ADSOF collegati da connessioni con IE (vedi
Fig. 5.3).

Regione II, 1/ν2 < β/λ < 1. Si osserva che in questa regione entrambe le
frequenze sono intermedie alle frequenze dei due oscillatori non accoppiati. Questo
comportamento è esclusivamente tipico di sistemi costituiti da 2-ADSOF collegati
da connessioni con SIE.

Regione III, β/λ < 1/ν2. Si osserva che in questa regione entrambe le frequenze
sono maggiori alle frequenze dei due oscillatori non accoppiati. Questo comporta-
mento è anche tipico di sistemi costituiti da 2-ADSOF collegati da connessioni con
SE (vedi Fig. 5.2).

E’ possibile sintetizzare che:

Osservazione 7. In un sistema costituito da 2-ASDOF collegati da una
connessione SIE le frequenze naturali possono essere maggiori, inferiori
o intermedie a quelle del sistema disaccoppiato a seconda del rapporto
β/λ dei parametri della connessione.

Osservazione 8. In un sistema costituito da 2-ASDOF collegati da
una connessione SIE, quando ν = 1 e β/λ = 1 entrambe le frequenze
sono uguali a quelle dei due oscillatori disaccoppiati. Questo significa
che nessun accoppiamento è possibile con questa scelta di parametri.

Al fine di indagare l’influenza del rapporto di massa, in Fig. 5.4 (a-b) si indi-
cano mediante delle frecce nere la variazione delle frequenze γ1 e γ2 all’aumentare
di µ. Nelle figure e negli intervalli di frequenza esaminati, solo una curva si mo-
difica, mentre tutte le altre rimangono invariate. Di conseguenza, le tre regioni in
precedenza descritte modificano la loro estensione nel seguente modo:



5.4 Risultati dell’analisi modale con connessione conservativa 107

• Intervallo di frequenza 0 < ν ≤ 1: all’aumentare di µ, si può dimostrare che:
per la frequenza γ1, la regione I non si modifica, la regione II diminuisce la
propria estensione e la regione III aumenta la propria estensione (la curva
β/λ = 1, di colore rosso in Fig. 5.4 (a), si sposta verso il basso), mentre
per la frequenza γ2, la regione I diminuisce la propria estensione, la regione
II aumenta la propria estensione e la regione III rimane invariata (la curva
β/λ = 1/ν2, di colore blu in Fig. 5.4 (b), si sposta verso il basso).

• Intervallo di frequenza ν > 1: all’aumentare di µ, si può dimostrare che:
per la frequenza γ1, la regione I non si modifica, la regione II aumenta la
propria estensione e la regione III diminuisce la propria estensione (la curva
β/λ = 1/ν2, di colore blu in Fig. 5.4 (a), si sposta verso l’alto), mentre
per la frequenza γ2, la regione I aumenta la propria estensione, la regione II
diminuisce la propria estensione e la regione III rimane invariata (la curva
β/λ = 1, di colore rosso in Fig. 5.4 (b), si sposta verso l’alto).

Al fine di approfondire l’influenza dei parametri della connessione, può risul-
tare interessante riportare l’andamento delle frequenze lungo una sezione verticale
(ovvero a ν costante) delle mappe di frequenza di Fig. 5.4 al variare del rapporto
β/λ.
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Figura 5.5. Connessione con Spring-Inerter Elements (SIE). (a) Frequenze al variare del
rapporto β/λ per diversi valori di β = 0.5, 1.0, 10.0 e (b) modi naturali (ν = 2 e
µ = 0.2). Lo spessore delle linee aumenta con il rapporto di inertanza β.

La Figura 5.5 (a) riporta le frequenze γ1 e γ2 per una fissata coppia dei parametri
del sistema µ− ν (µ = 0.2, ν = 2) al variare del rapporto β/λ, avendo assunto tre
valori del rapporto di inertanza (β = 0.5, 1.0, 10.0). Lo spessore delle linee aumenta
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all’aumentare del rapporto di inertanza β. In ascissa è possibile identificare le
tre regioni definite nella Fig. 5.4. Le curve relative alle frequenze γi (i = 1, 2)
diminuiscono all’aumentare del rapporto β/λ, indipendentemente dal valore di β.
Si osserva la presenza di due punti fissi: γ2 = ν per β/λ = 1/ν2 e γ1 = 1 per
β/λ = 1. La frequenza in corrispondenza del primo punto fisso è pari a quella più
grande del sistema non accoppiato, mentre quella in corrispondenza del secondo
punto fisso è pari alla più piccola del sistema disaccoppiato.

A sinistra del primo punto fisso (0 < β/λ < 1/ν2) si trova la regione III: en-
trambe le frequenze sono maggiori delle frequenze dei due oscillatori non accoppiati
e aumentano all’aumentare di β. All’interno dei due punti fissi (1/ν2 < β/λ < 1)
si trova la regione II: entrambe le frequenze sono intermedie delle frequenze dei due
oscillatori non accoppiati e si avvicinano all’aumentare di β. A destra del secondo
punto fisso (β/λ > 1) si trova la regione I: entrambe le frequenze sono inferiori alle
frequenze dei due oscillatori non accoppiati e diminuiscono all’aumentare di β.

Nel caso in cui il rapporto β/λ assume i valori limite β/λ → 0 e β/λ → ∞,
si osserva che la connessione funziona rispettivamente come una connessione rigida
(asse delle ordinate sul lato sinistro) e come una connessione con IE (asse delle
ordinate sul lato destro). Nel primo caso, una frequenza tende a quella dei due
oscillatori collegati rigidamente γRC e l’altra tende all’infinito. Nel secondo caso,
entrambe le frequenze assumono valori finiti, la prima frequenza è inferiore alla
frequenza del primo oscillatore disaccoppiato e, se β è grande, la seconda tende alla
γRC .

Come succede per le frequenze, anche i modi naturali dipendono dai valori as-
sunti dai parametri della connessione. Modi di vibrare tipici φ1 e φ2 sono riportati
in Fig. 5.5 (b) per una fissata coppia µ − ν (µ = 0.2, ν = 2) e selezionando il
rapporto β/λ in modo tale da ricadere in una delle tre regioni o in uno dei due
confini.

Osservazione 9. Un sistema costituito da 2-ASDOF collegati da una
connessione SIE le due masse possono vibrare per un modo in opposi-
zione di fase e per l’altro in fase o per entrambi i modi in fase, a seconda
del rapporto β/λ tra i parametri della connessione.

Indipendentemente dai parametri del sistema (µ, ν), è possibile distinguere tre
diversi modi di vibrare associati alle regioni I-III:

Nella regione I, le masse nel primo modo vibrano in opposizione di fase, mentre
nel secondo modo vibrano in fase. I modi naturali di vibrare sono tipici di sistemi
costituiti da 2-ASDOF collegati da connessioni con IE.

Nella regione II, in entrambi i modi le masse vibrano in fase. I modi naturali di
vibrare sono esclusivi di sistemi costituiti da 2-ASDOF collegati da connessioni con
SIE.

Nella regione III, le masse nel primo modo vibrano in fase, mentre nel secondo
modo vibrano in opposizione di fase. I modi naturali di vibrare sono tipici di sistemi
costituiti da 2-ASDOF collegati da connessioni con SE.

Inoltre, se il rapporto β/λ è assunto rispettivamente pari a 1/ν2 o 1 si possono
avere due diversi modi naturali:
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1. Sul confine tra le regioni I-II, il primo modo è caratterizzato da uno spo-
stamento modale nullo relativamente alla seconda massa, mentre nel secondo
modo le due masse vibrano in fase.

2. Sul confine tra le regioni II-III, nel primo modo le due masse vibrano in fase,
mentre il secondo è caratterizzato da uno spostamento modale nullo della
prima massa.

I risultati ottenuti per le frequenze naturali sono analoghi a quelli ottenuti per i
modi naturali. In conclusione, quando un sistema composto da 2-ASDOF collegati
da una connessione con SIE è possibile ottenere tre diversi scenari per le frequen-
ze naturali e i modi naturali, a seconda del rapporto β/λ tra i parametri della
connessione:

• Un sistema accoppiato con entrambe le frequenze maggiori delle frequenze dei
due oscillatori disaccoppiati e caratterizzato dalle masse che nel primo modo
naturale vibrano in fase e nel secondo modo vibrano in opposizione di fase.
(Questo comportamento è anche tipico di un sistema composto da 2-ADSOF
collegati da connessioni con SE);

• Un sistema accoppiato con entrambe le frequenze inferiori alle frequenze dei
due oscillatori disaccoppiati e caratterizzato dalle masse che nel primo modo
naturale vibrano in opposizione di fase e nel secondo modo vibrano in fase.
(Questo comportamento è anche tipico di un sistema composto da 2-ADSOF
collegati da connessioni con IE);

• Un sistema accoppiato con entrambe le frequenze intermedie a quelle dei due
oscillatori disaccoppiati e caratterizzato da entrambi i modi naturali in cui le
masse vibrano in fase. (Questo comportamento è solo tipico di un sistema
composto da 2-ADSOF collegati da connessioni con SIE).

5.5 Risultati dell’analisi modale con connessione non
conservativa

Quando uno smorzatore viscoso (viscous dashpot) viene aggiunto al collegamento
spring-Inerter, la connessione diventa non conservativa per la presenza di forze di
smorzamento. In questa sezione si vuole studiare l’influenza dello smorzamento vi-
scoso sulle proprietà modali del sistema accoppiato. In particolare, si vuole valutare
se e in che modo si modificano i tre scenari tipici associati alle tre regioni definite
nella Sezione 5.4.

A tale scopo, per gli stessi parametri del sistema selezionati nel caso precedente
(µ = 0.2 e ν = 2) sono state valutate le frequenze naturali al variare del rapporto
β/λ per un fissato valore del rapporto di inertanza (β = 0.5) e per quattro valori
del rapporto di smorzamento (ξ = 0, 0.15, 0.30, 0, 60), Fig. 5.6 (a). Lo spessore
delle linee aumenta all’aumentare del rapporto di smorzamento ξ. A fine di con-
fronto è stato riportato anche il caso ξ = 0 relativo alla situazione di connessione
conservativa.
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Figura 5.6. Connessione con Spring-Dashpot-Inerter Elements (SDIE). (a) Pseudo-
frequenze e (b) fattori pseudo-smorzanti al variare del rapporto β/λ. (ν = 2, µ = 0.2,
β = 0.5 e ξ = 0, 0.15, 0.30, 0.6). Lo spessore delle linee aumenta all’aumentare del
rapporto di smorzamento ξ.

La Figura 5.6 (a) mostra che le frequenze del sistema accoppiato γi (i = 1, 2),
per valori relativamente bassi del rapporto di smorzamento ξ, diminuiscono all’au-
mentare del rapporto β/λ. Nell’ascissa è possibile definire nuovamente le regioni I,
II e III introdotte nella Sottosezione 5.4.3 anche se i valori del rapporto β/λ che
le delimitano sono diversi rispetto al caso di connessione conservativa. Infatti, la
curva γ2 interseca la retta orizzontale γ2 = ν all’ascissa β/λ < 1/ν2, (nel caso pre-
cedente l’intersezione si aveva per β/λ = 1/ν2), mentre la curva γ1 interseca la retta
orizzontale γ1 = 1 all’ascissa β/λ > 1 (nel caso conservativo l’intersezione si aveva
per β/λ = 1). Quindi come risultato si ha che l’estensione della regione II, definita
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come la regione in cui entrambe le frequenze accoppiate sono intermedie a quelle
dei due oscillatori non accoppiati, aumenta. Lo smorzamento nella connessione ha
l’effetto di aumentare la prima frequenza accoppiata e diminuire la seconda. Al-
l’aumentare di ξ, le curve γ1 e γ2 si avvicinano, ma non si toccano fino a quando
il rapporto di smorzamento non assume il valore ξ = ξ∗(µ, ν, β, β/λ). Per questo
valore del rapporto di smorzamento, le curve γ1 e γ2 sono tangenti e si toccano in
corrispondenza dell’ascissa (β/λ)∗: le frequenze accoppiate coincidono e assumono
il valore della frequenza del sistema accoppiato nel caso di connessione rigida γRC .
Nell’autospazio, il punto in cui γ1 e γ2 coincidono, rappresenta un punto difetti-
vo [Luongo, 1995], che è caratterizzato da un doppio autovalore, con molteplicità
algebrica 2, e un singolo autovettore, con molteplicità geometrica 1. L’associato si-
stema strutturale è chiamato sistema difettivo che verrà approfondito nel dettaglio
nel Paragrafo 5.6.

Per ξ > ξ∗ (ma sempre inferiore al valore critico) le curve γ1 e γ2 si intersecano
nel punto (β/λ)∗ − γRC .

Si osserva che, dopo l’ascissa (β/λ)∗ e per valori del rapporto di smorzamento
ξ ≥ ξ∗, i due autovalori complessi invertono qualitativamente il loro comporta-
mento. Infatti, la frequenza corrispondente al modo più flessibile (indicato con-
venzionalmente con γ1) diventa gradualmente più rigido, al contrario, la frequenza
corrispondente al modo più rigido (γ2) diventa progressivamente più flessibile. Di
conseguenza, i due modi invertono l’ordine delle due frequenze.

Quando il rapporto β/λ assume i valori limite (β/λ → 0) e (β/λ → ∞), la
connessione funziona rispettivamente come un elemento rigido (asse sinistro delle
ordinate) e come una connessione con elementi dashpot-Inerter, DIE (asse destro
delle ordinate).

La Figura 5.6 (b) mostra i fattori di smorzamento modale η1 e η2 al variare del
rapporto β/λ, per tre valori del rapporto di smorzamento ξ (0.15, 0.30, 0.6) e per
fissati valori dei parametri µ = 0.2, ν = 2 e β = 0.5. Lo spessore delle linee aumenta
all’aumentare del rapporto di smorzamento ξ. In generale, le curve ηi (i = 1, 2)
dipendono significativamente da β/λ e ξ. All’ascissa (β/λ)∗, come per le frequenze,
si osserva un comportamento particolare al variare dei fattori di smorzamento:

1. Le due curve ηi si incrociano per ξ < ξ∗; per β/λ < (β/λ)∗ il secondo modo
è quello più smorzato, mentre per β/λ > (β/λ)∗ è il primo modo a diventare
quello con fattore di smorzamento modale maggiore.

2. Le due curve ηi si intersecano per ξ = ξ∗; per β/λ < (β/λ)∗ il secondo modo
è quello più smorzato, mentre per β/λ > (β/λ)∗ è il primo modo a diventare
quello con fattore di smorzamento modale maggiore.

3. Le due curve ηi si invertono per ξ > ξ∗. In analogia a quanto osservato per le
frequenze, i due modi si invertono di ordine dopo l’ascissa (β/λ)∗.

All’aumentare del rapporto di smorzamento ξ, il modo con fattore di smorza-
mento modale inferiore è poco influenzato dal rapporto β/λ, mentre l’altro, carat-
terizzato da un fattore di smorzamento modale maggiore, aumenta all’aumentare
di β/λ.
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La Tabella 5.5 riporta, per il set di parametri analizzati in Fig. 5.6, gli autovalori
e autovettori con corrispondenti frequenze, fattori di smorzamento e modi complessi,
nel caso β/λ = (β/λ)∗ e per diversi valori di ξ (ξ = 0, ξ < ξ∗, ξ = ξ∗ e ξ > ξ∗). Gli
autovettori sono stati normalizzati in modo tale da avere la prima componente con
parte reale unitaria e parte immaginaria nulla.

Caso  ̅     |  

 0.00 

0.000 ± 1.474i 1.018 0.000 
1.000 + 0.000i 

0.060 ± 0.000i 

1.000 

0.060 

0.000 

0.000 

0.000 ± 1.018i 1.474 0.000 
1.000 + 0.000i 

3.209 ± 0.000i 

1.000 

3.209 

0.000 

0.000 

∗
 0.15 

-0.131 ± 1.434i 1.041 0.091 
1.000 + 0.000i 

0.091 ± 0.340i 

1.000 

0.352 

0.000 

1.309 

-0.094 ± 1.037i 1.440 0.091 
1.000 + 0.000i 

2.384 ± 1.411i 

1.000 

2.771 

0.000 

0.534 

∗
 0.30 

-0.228 ± 1.203i 1.225 0.186 
1.000 + 0.000i 

0.515 ± 1.163i 

1.000 

1.272 

0.000 

1.154 

-0.228 ± 1.203i 1.225 0.186 
1.000 + 0.000i 

0.515 ± 1.163i 

1.000 

1.272 

0.000 

1.154 

∗
 0.60 

-0.838 ± 0.893i 1.225 0.051 
1.000 + 0.000i 

0.960 ± 0.361i 

1.000 

1.025 

0.000 

0.360 

-0.062 ± 1.223i 1.225 0.684 
1.000 + 0.000i 

-1.650 ± 1.284i 

1.000 

2.091 

0.000 

2.480 

Tabella 5.5. Parametri modali per diversi rapporti di smorzamento ξ (ν = 2, µ = 0.2,
β = 0.5 e β/λ = (β/λ)∗ = 0.9), i = 1, 2.

Per il caso conservativo (ξ = 0), gli autovalori sono due distinti numeri complessi
con solo parte immaginaria a cui corrispondono due diverse frequenze naturali. I
fattori di smorzamento modale sono nulli e i modi naturali sono numeri reali distinti.
Ci aspettiamo che in questo caso la risposta del sistema non decada nel tempo.

Nel caso non conservativo (ξ > 0) sia gli autovalori che gli autovettori sono
generalmente numeri complessi distinti. Inoltre, si può osservare che quando:

• ξ < ξ∗, autovalori, frequenze e autovettori sono distinti, ma i fattori di
smorzamento modale sono coincidenti;

• ξ = ξ∗, autovalori (quindi anche frequenze e fattori di smorzamento) e auto-
vettori sono coincidenti;

• ξ > ξ∗, autovalori, fattori di smorzamento e autovettori sono distinti, ma le
frequenze sono coincidenti.

Osservazione 10. Un sistema costituito da 2-ASDOF collegati da una
connessione con SDIE è caratterizzato da frequenze e fattori di smor-
zamento variabili con i parametri della connessione. Per un dato set
di parametri (µ, ν, β) esiste una coppia di parametri della connessione
(β/λ)∗ − ξ∗ per i quali il sistema risulta caratterizzato da frequenze,
fattori di smorzamento e modi complessi coincidenti. Per β/λ = (β/λ)∗,
se il rapporto di smorzamento ξ < ξ∗, il sistema ha frequenze distinte e
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fattori di smorzamento uguali, mentre se ξ > ξ∗ il sistema ha frequenze
uguali e fattori di smorzamento diversi.

L’estensione delle tre regioni definite in Fig. 5.6 varia al variare dei parametri
strutturali, ma la loro definizione è sempre possibile. Il punto (β/λ)∗ e il rapporto
di smorzamento associato ξ∗ che realizzano il sistema difettivo, sono sempre situati
nella regione II.

La Tabella 5.6 riporta, per diverse coppie dei parametri strutturali µ− ν e per
β = 0.5, i parametri della connessione (β/λ)∗−ξ∗ (determinati numericamente) che
realizzano il sistema difettivo e i corrispondenti autovalori (con corrispondenti fre-
quenze e fattori di smorzamento modale) e autovettori (con corrispondente modulo
e fase).

Parametri 

strutturali 

Parametri 

connessione 
Quantità modali 

∗ ∗ ̅     |  

 

 
0.90 0.30 

-0.228 ± 1.203i 1.225 0.186 
1.000 + 0.000i 

0.515 ± 1.163i 

1.000 

1.272 

0.000 

1.154 

-0.228 ± 1.203i 1.225 0.186 
1.000 + 0.000i 

0.515 ± 1.163i 

1.000 

1.272 

0.000 

1.154 

 

 
0.59 0.47 

-0.300 ± 1.329i 1.363 0.220 
1.000 + 0.000i 

0.389 ± 0.992i 

1.000 

1.065 

0.000 

1.197 

-0.300 ± 1.329i 1.363 0.220 
1.000 + 0.000i 

0.389 ± 0.992i 

1.000 

1.065 

0.000 

1.197 

 

 
2.00 0.44 

-0.189 ± 0.681i 0.707 0.267 
1.000 + 0.000i 

0.182 ∓ 0.983i 

1.000 

1.000 

0.000 

-1.388 

-0.189 ± 0.681i 0.707 0.267 
1.000 + 0.000i 

0.182 ∓ 0.983i 

1.000 

1.000 

0.000 

-1.388 

 

 
25.00 0.48 

-0.186 ± 0.604i 0.632 0.294 
1.000 + 0.000i 

0.015 ∓ 0.738i 

1.000 

0.739 

0.000 

-1.550 

-0.186 ± 0.604i 0.632 0.294 
1.000 + 0.000i 

0.015 ∓ 0.738i 

1.000 

0.739 

0.000 

-1.550 

 

Tabella 5.6. Parametri della connessione (β/λ)∗ e ξ∗ e quantità modali del sistema per
diverse coppie dei parametri strutturali (β = 0.5), i = 1, 2.

Se il rapporto di frequenza è 0 < ν ≤ 1, si osserva che aumentando µ, il punto
(β/λ)∗ si sposta a destra e il rapporto di smorzamento ξ∗ aumenta. Invece, se il
rapporto di frequenza è ν > 1, aumentando µ, si osserva che il punto (β/λ)∗ si
sposta a sinistra e il valore del rapporto di smorzamento ξ∗ aumenta.

È interessante indagare, per una data coppia di oscillatori (µ, ν), valutare in
che modo variano le coppie (β/λ)∗ − ξ∗ al variare del rapporto di inertanza β. A
tale scopo, è stato formulato un problema di ottimizzazione definendo la seguente
funzione obiettivo:

OF (µ, ν, β, λ, ξ) =
∥∥∥∥∥γ1 − γ2
η1 − η2

∥∥∥∥∥ (5.10)

da minimizzare nello spazio dei parametri strutturali e della connessione. Per una
fissata coppia dei parametri strutturali (µ, ν), si trovano, al variare del rapporto di
inertanza β, le coppie λ∗ (cioè (β/λ)∗) e ξ∗ che minimizzano la OF, definita nell’Eq.
5.10, nel range 0 ≤ λ∗ ≤ 1 e 0.01 ≤ ξ∗ ≤ 1.
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Per risolvere il problema di ottimizzazione è stata utilizzata la funzione fmincon
di MATLAB® [The MathWorks Inc., 2019], che trova il minimo di funzioni multiva-
riabili non lineari vincolate utilizzando l’algoritmo sequenziale algoritmo sequential
quadratic programming.
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Figura 5.7. (a) Rapporto (β/λ)∗ e rapporto di smorzamento ξ∗, (b) pseudo-frequenze e
(c) pseudo-smorzamenti al variare di β (ν = 2 e µ = 0.2).

In accordo con il problema di ottimizzazione, la Figura 5.7 (a) mostra le coppie
di parametri (β/λ)∗ e ξ∗ al variare di β per una fissata coppia µ− ν. Le Figg. 5.7
(b) e (c) mostrano rispettivamente le frequenze e i fattori di smorzamento al variare
di β per i parametri della connessione riportati nella Fig. 5.7 (a). Si può notare che
sia (β/
lambda)∗ che ξ∗ variano con β: il rapporto (β/λ)∗ aumenta monotonicamente al
diminuire di β fino ad un valore minimo del rapporto di inertanza, nel seguito indi-
cato come βmin, mentre il rapporto di smorzamento ξ∗ aumenta monotonicamente
con β. Osservando le frequenze e i fattori di smorazamento al variare del rapporto
di inertanza, Figg. 5.7 (b) e (c), si nota che βmin è il valore minimo di β che realizza
la condizione di uguali frequenze e fattori di smorzamento, ovvero di sistema difet-
tivo; al di sotto di questo valore il sistema è sempre caratterizzato da due distinte
frequenze e due distinti fattori di smorzamento. Inoltre, si osserva che la condizio-
ne β = βmin realizza il sistema difettivo con il più grande fattore di smorzamento
possibile, Fig. 5.7 (c).

 
∗
 

∗
 ̅     |  

 

0.05 
∞ 0.20 

-0.734 ± 1.360i 1.135 0.155 
1.000 + 0.000i 

0.301 ± 0.751i 

1.000 

0.809 

0.000 

1.190 

-0.175 ± 1.121i 1.546 0.475 
1.000 + 0.000i  

-1.406 ± 2.671i 

1.000 

3.018 

0.000 

2.055 

 

0.13 
∞ 0.20 

-0.342 ± 1.176i 1.225 0.279 
1.000 + 0.000i 

0.049 ± 1.486i 

1.000 

1.487 

0.000 

1.537 

-0.342 ± 1.176i 1.225 0.279 
1.000 + 0.000i 

0.049 ± 1.486i 

1.000 

1.487 

0.000 

1.537 

 

0.50 
0.90 0.30 

-0.228 ± 1.203i 1.225 0.186 
1.000 + 0.000i 

0.515 ± 1.163i 

1.000 

1.272 

0.000 

1.154 

-0.228 ± 1.203i 1.225 0.186 
1.000 + 0.000i 

0.515 ± 1.163i 

1.000 

1.272 

0.000 

1.154 

Tabella 5.7. Parametri modali per diversi valori di β (ν = 2 e µ = 0.2), i = 1, 2.

La Tabella 5.7 riporta autovalori (con corrispondenti frequenze e fattori di
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smorzamento) e autovettori, per i parametri investigati in Fig. 5.7, nel caso di
β/λ = (β/λ)∗, ξ∗ e per tre diversi valori assunti di β (β < βmin, β = βmin e
β > βmin). Quando β < βmin si osserva che gli autovalori e gli autovettori sono
numeri complessi distinti, invece quando β ≥ βmin entrambi gli autovalori e au-
tovettori sono numeri complessi approssimativamente coincidenti. In questi ultimi
casi, le frequenze sono uguali alla frequenza del sistema accoppiato con connessione
rigida γRC .

Si fa notare come il caso β = βmin realizza il sistema difettivo con massimo
fattore di smorzamento modale e l’autovettore ha il massimo sfasamento tra i due
oscillatori (intorno a π/2, vedi Tabella 5.7).

Si sottolinea che per raggiungere l’obiettivo riportato nell’Eq. 5.10, l’ottimizza-
zione numerica è risultata difficile, soprattutto quando β = βmin.

Osservazione 11. Per un sistema costituito da 2-ASDOF collegati da
una connessione con SDIE è possibile selezionare una tripletta ottimale
dei parametri della connessione βmin, (βmin/λ)∗ e ξ∗ a cui corrisponde
un sistema difettivo con il più alto fattore di smorzamento modale.

5.6 Analisi modale e parametri della connessione di si-
stemi difettivi

Dal momento che lo studio dei sistemi difettivi per via numerica risulta difficile, in
questo paragrafo si vuole studiare il problema per via analitica. Tra tutti i sistemi
dinamici descritti dal set di parametri κκκ, quindi, in questo paragrafo si vuole studiare
in particolare il set di parametri κ0κ0κ0 = [µ0, ν0, λ0, β0, ξ0] che rendono la matrice del
sistema A0A0A0 = AAA(κ0κ0κ0) ad avere autovalori som con molteplicità algebrica m > 1
e molteplicità geometrica n con n < M . Questi sistemi sono chiamati difettivi,
[Luongo, 1995].

Applicando le formule di Cardano-Vieta [Hazewinkel, 2013], quattro equazioni
relative ai coefficienti dell’equazione caratteristica del sistema, Eq. 5.9, con le somme
e i prodotti delle quattro radici possono essere scritte:

s1 + s2 + s3 + s4 = −a1(κκκ)
s1s2 + s1s3 + s1s4 + s2s3 + s2s4 + s3s4 = a2(κκκ)
s1s2s3 + s1s2s4 + s1s3s4 + s2s3s4 = −a3(κκκ)

s1s2s3s4 = a4(κκκ)

(5.11)

Per ottenere la soluzione che rende difettivo il sistema dinamico, si impone la
coincidenza di due radici:

s1 = s3 = s01 = α0 + jδ0

s2 = s4 = s02 = α0 − jδ0
(5.12)

Questo significa che α1 = α2 = α0 e δ1 = δ2 = δ0. Imponendo queste condizioni,
il sistema di equazioni 5.11 può essere scritto come:
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4α0 = − 2ξ0 (1 + µ0)
β0 + µ0 + β0 µ0

6α2
0 + 2δ2

0 = β0 + λ0 + µ0
(
(1 + λ0) + ν2

0 (1 + β0)
)

β0 + µ0 + β0 µ0

4α0(α2
0 + δ2

0) = − 2ξ0
(
µ0ν

2
0 + 1

)
β0 + µ0 + β0 µ0

(α2
0 + δ2

0)2 = λ0 + µ0ν
2
0 + λ0µν

2
0

β0 + µ0 + β0 µ0

(5.13)

L’Equazione 5.13 rappresenta un sistema di quattro equazioni in sette incognite
raccolte nel vettore x0x0x0 = [α0, δ0, µ0, ν0, β0], come risultato è possibile avere ∞3

soluzioni di parametri che realizzano un sistema difettivo.
Riscrivendo le equazioni come funzioni di tre parametri, che in questo caso sono

µ0, ν0 e β0, (oppure λ0), manipolando le Eq. 5.13, si ottiene la seguente soluzione:

α0 = ±

√√√√ µ2
0
(
ν2

0 − 1
)2

4
(
1 + µ0ν2

0
)

(1 + µ0) (β0 + µ0 + β0 µ0)

δ0 = ±

√√√√4
(
1 + µ0ν2

0
)2 (β0 + µ0 + β0 µ0)− µ2

0
(
ν2

0 − 1
)2

4
(
1 + µ0ν2

0
)

(1 + µ0) (β0 + µ0 + β0 µ0)

λ0 =
(
1 + µ0ν

2
0
)2 (β0 + µ0 + β0µ0)− µ0ν

2
0 (1 + µ0)2

(1 + µ0)2 (1 + µ0ν2
0
)

ξ0 = µ0 | ν2
0 − 1 |

√
β0 + µ0 + β0µ0(

1 + µ0ν2
0
)

(1 + µ0)3

(5.14)

Si osserva che la soluzione dipende solo dai parametri strutturali µ0, ν0 e dal
parametro della connessione β. Inoltre, quando il sistema è sottosmorzato è possibile
stimare la frequenza smorzata γoD, che risulta pari al termine positivo di δ0. La
frequenza naturale di vibrare del sistema difettivo è ottenuta come:

γ1 = γ2 = γ0 =
√
s0s̄0 =

√
α2

0 + δ2
0 =

√
1 + µ0ν2

0
1 + µ0

= γRC (5.15)

Il fattore di smorzamento modale del sistema difettivo, invece, è ottenuto come:

η1 = η2 = η0 = −α0
γ0

= µ0 | ν2
0 − 1 |

2
(
1 + µ0ν2

0
)√ 1

β0 + µ0 + β0µ0
(5.16)

Si noti che γ0 dipende solo dai parametri degli oscillatori µ0 e ν0, e non è
influenzato dai parametri della connessione. Si può riconoscere, come già visto
numericamente nel precedente paragrafo, che l’espressione riportata nell’Eq. 5.15 è
uguale all’espressione che definisce la frequenza relativa alla connessione rigida, γRC ,
ovvero la frequenza di un sistema a 2 gdl collegato mediante un collegamento rigido.
Inoltre, secondo la classificazione utilizzata nelle precedenti mappe di frequenza,
Fig. 5.6, si osserva che un sistema difettivo cade sempre nella cosiddetta regione II,
definita come la regione in cui entrambe le frequenze del sistema accoppiato sono
all’interno di quelle dei due oscillatori disaccoppiati.



5.6 Analisi modale e parametri della connessione di sistemi difettivi 117

Se gli oscillatori sono considerati noti (ovvero µ0, ν0 fissati), risulta possibile
realizzare ∞1 sistemi difettivi con connessione Spring-Dashpot-Inerter al variare
del rapporto di inertanza β0.

I parametri della connessione, tuttavia, devono rispettare anche delle condizioni
fisiche. Queste condizioni possono essere definite in forma matematica attraverso le
seguenti disuguaglianze:

ξ0 > 0, λ0 ≥ 0, β ≥ 0 (5.17)

La prima condizione fisica (ξ0 > 0) impone che nell’Eq. 5.14 deve essere presa
solo la radice negativa di α0. Questa condizione garantisce anche la stabilità asinto-
tica. La seconda condizione fisica (λ0 ≥ 0) applicata all’espressione λ0, Eq. 5.14),
si traduce in un’altra disuguaglianza per il rapporto di inertanza:

β0 ≥
µ0
(
ν2

0 − 1
) (

1− µ2
0ν

2
0
)

(1 + µ0)
(
1 + µ0ν2

0
)2 (5.18)

Quest’ultima disuguaglianza si applica al rapporto di inertanza insieme alla terza
condizione fisica dell’Eq. 5.17.

Questo significa che quando il termine fornito dall’Eq. 5.18 è negativo, il valore
minimo per il rapporto di inertanza deve essere rispettato dall’Eq. 5.17 (β ≥ 0),
mentre quando il termine fornito dall’Eq. 5.18 è positivo, il più piccolo valore di β0
è proprio quello fornito dall’Eq. 5.18.

Osservando l’Eq. 5.16 si nota che, per ottenere il massimo fattore di smorza-
mento modale, il valore di β0 deve essere scelto come il più piccolo possibile.

Quindi sulla base della precedente osservazione, tra gli infiniti valori ammissibili
rispetto le Eqq. 5.17 e 5.18, si propone di scegliere come rapporto di inertanza βo
il valore minimo possibile. Questa scelta garantisce, come già visto numericamente
nel precedente paragrafo, la realizzazione di un sistema difettivo caratterizzato dal
massimo fattore di smorzamento modale.

La Tabella 5.8 fornisce le espressioni in forma chiusa dei parametri della con-
nessione che realizzano un sistema difettivo a partire dai parametri strutturali µ0 e
ν0, rispettando le condizioni fisiche per i parametri della connessione (Eqq. 5.17 e
5.18) e avendo assunto il rapporto di inertanza in modo tale da ottenere il massimo
fattore di smorzamento, Eq. 5.16.

Per maggiore chiarezza, sulla base della Tabella 5.8, in Fig. 5.8, si riportano le
mappe dei parametri della connessione. Le espressioni della Tabella 5.8 e le mappe
di Figura 5.8 rappresentano le formule/mappe di progettazione da utilizzare per
definire un sistema difettivo con una connessione che realizza il massimo fattore di
smorzamento modale.

Si noti che le espressioni ottenute nei casi 0 < ν < 1 e ν > 1 sono legate
attraverso le relazioni di dualità riportate nella Tabella 5.2.

Osservando la Tabella 5.8, per un fissato rapporto di frequenza ν0, si posso-
no distinguere tre comportamenti per la connessione se il rapporto di massa µ0 è
assunto rispettivamente inferiore, uguale o maggiore dell’inverso di ν0. Nel primo
caso il sistema difettivo è realizzato con elementi Spring-Dashpot (vedere anche Fig.
5.8(b)) o con elementi Inerter-Dashpot (vedere anche Fig. 5.8 (a)) rispettivamente
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Tabella 5.8. Espressioni in forma chiusa per i parametri della connessione, selezionando
il minimo valore ammissibile del rapporto di inertanza.
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Figura 5.8. Parametri della connessione (a) β0, (b) λ0, (c) ξ0 al variare dei parametri ν0
e µ0 che realizzano un sistema difettivo.

se 0 < ν < 1 o ν > 1. Nel secondo caso, il sistema difettivo è realizzato con connes-
sione solo Dashpot, indipendentemente da ν0. Nel terzo caso il sistema difettivo è
realizzato connessione Inerter-Dashpot (vedere anche Fig. 5.8 (a)) o con connessio-
ne Spring-Dashpot (vedere anche Fig. 5.8(b)) rispettivamente se 0 < ν < 1 o ν > 1.
Solo quando ν0 = 1, il sistema degenera in due oscillatori identici disaccoppiati, cioè
un sistema non efficace. In Fig. 5.8 (a) si nota che β0 = 0 (zona campita di grigio)
nelle regioni in cui il sistema difettivo è realizzato con connessione Spring-Dashpot,
mentre in Fig. 5.8(b)) λ0 = 0 (zona campita in grigio) nelle regioni in cui il sistema
difettivo è realizzato con connessione Inerter-Dashpot.

Per un fissato rapporto di frequenza ν0 compreso tra 0 < ν0 < 1, all’aumentare
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del rapporto di massa µ0, quando la connessione è realizzata con elementi Inerter-
Dashpot, aumenta il rapporto di inertanza β0, Fig. 5.8 (a), mentre generalmente
sono necessari valori relativamente piccoli del rapporto di rigidezza quando la con-
nessione è costituita da elementi Sping-Dashpot, Fig. 5.8 (b). Invece, per un fissato
rapporto di frequenza ν0 nell’intervallo ν0 > 1, all’aumentare del rapporto di mas-
sa µ, quando la connessione è costituita da elementi Inerter-Dashpot, diminuisce
il rapporto di inertanza, Fig. 5.8 (a), mentre valori relativamente più elevati del
rapporto di rigidezza sono necessari quando la connessione è costituita da elementi
Spring-Dashpot, Fig. 5.8 (b).

Il coefficiente di smorzamento assume sempre valori strettamente positivi, Fig.
5.8 (c), confermando che per realizzare un sistema difettivo è sempre necessaria
una connessione con uno smorzatore viscoso che realizza forze di smorzamento non
proporzionali, mentre la molla e l’Inerter sono complementari. La diagonale del
diagramma di Fig. 5.8 (c) definita dall’equazione µ0 = 1/ν0 si osserva che il rapporto
di smorzamento aumenta per elevati ν0 e piccoli µ0, oppure per piccoli ν0 ed elevati
µ0. Generalmente, raggiunge valori più piccoli nella regione in cui lo smorzatore
interagisce con l’Inerter (compreso nel range 0.1-1) e valori più elevati nella regione
in cui lo smorzatore interagisce con la molla (compreso nel range 0.1-3).

La Figure 5.9 (a-c) riportano rispettivamente il valore della frequenza naturale,
del fattore di smorzamento modale e della frequenza smorzata del sistema difettivo
per fissate coppie dei parametri strutturali µ0− ν0 e per i valori dei parametri della
connessione riportati nelle Figg. 5.8 (a-c).

La Fig. 5.9 (a) diagramma l’Eq. 5.15, la Fig. 5.9 (b) diagramma l’Eq. 5.16 e la
Fig. 5.9 (c) diagramma il termine positivo di δ0 (Eq. 5.14).

La frequenza naturale del sistema difettivo, Fig. 5.9 (a), aumenta all’aumentare
del rapporto di frequenza ν0; è inferiore all’unità per ν0 < 1, mentre è maggio-
re all’unità quando ν0 > 1. Inoltre, è poco influenzata dal rapporto di massa
tranne diminuire per valori di µ0 relativamente elevati e rapporti di frequenza ν0
relativamente piccoli.
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Figura 5.9. Parametri modali (a) frequenze naturali, (b) fattori di smorzamento e (c) fre-
quenze smorzate al variare di ν0 e µ0 in corrispondenza dei parametri della connessione
di Fig. 5.8.

Osservando il fattore di smorzamento modale, Fig. 5.9 (b), si può notare che,
variando i parametri del sistema, il sistema difettivo può essere:

1. Sottosmorzato, η0 < 1, con radici che sono uguali a coppia e sono una coppia
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di numeri complessi e coniugati (molteplicità algebrica m = 2, molteplicità
geometrica n = 1);

2. Criticamente smorzato, η0 = 1, con quattro radici coincidenti rappresenta-
te da un numero reale negativo (molteplicità algebrica m = 4, molteplicità
geometrica n = 1);

3. Sovrasmorzato, η0 > 1, con radici che sono uguali a coppia e sono due numeri
reali distinti (molteplicità algebrica m = 2, molteplicità geometrica n = 1).

Le curve di livello in Fig. 5.9 (b) hanno simmetria polare con ν0. La curva η0 = 1
separa i sistemi sottosmorzati da quelli sovrasmorzati. In Fig. 5.9 (a-c) le regioni
dove il sistema è sovrasmorzato sono campite in grigio. Per il sistema criticamente
smorzato, le espressioni analitiche delle curve ν0 = f(µ0) sono le seguenti:

ν0 =

√
2µ2

0 + 5µ0 + 2 + 2 (1 + µ0)
√
µ2

0 + 3µ0 + 1
µ0

per 1
3 + 2

√
2
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ν0 = 3 + 2
√

2 per µ0 = 1
3 + 2

√
2
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√
−
√
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2µ0 −
√
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√
2
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√ √
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√
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√

2 per µ0 = 1
3− 2

√
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√
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√
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√
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(5.19)

Si osserva che, una volta fissati i parametri strutturali µ0, ν0 è sempre possibile
ottenere un sistema sottosmorzato anche se si ricade nella regione sovrasmorzata,
variando opportunamente il rapporto di inertanza (o di rigidezza). Ad esempio, se
nella regione corrispondente a una connessione a Spring-Dashpot, con parametri
della connessione che realizzano un sistema sovrasmorzato, si aumenta il rapporto
di inertanza da zero a un valore positivo (ricavato dall’Eq. 5.16) è possibile ottenere
un fattore di smorzamento modale inferiore all’unità, ovvero è possibile realizzare
un sistema sottosmorzato. Le condizioni di ammissibilità fisica dei parametri che
definiscono il sistema difettivo non risultano violate, anche se il sistema difettivo
non è caratterizzato dal massimo fattore di smorzamento modale.

La frequenza smorzata in Fig. 5.9 (c) è definita solo nelle regioni in cui il sistema
è sottosmorzato η0 < 1, mentre per η0 ≥ 1 non è definita (nella figura indicate dalle
zone campite in grigio). Per fissati µ0, ν0, è ovviamente inferiore alla corrispondente
frequenza naturale. Per un fissato rapporto di massa µ, aumenta con ν0, mentre
per un fissato rapporto di frequenza ν0 essa diminuisce in modo poco significativo
con µ0 nell’intervallo 0 < ν0 < 1 e aumenta in modo modesto per ν0 > 1.

In sintesi, la Fig. 5.10 riassume, per fissate coppie µ0,ν0, le possibilità di realiz-
zare un sistema difettivo con il massimo fattore di smorzamento modale, Eq. 5.16,
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da una connessione con elementi Spring-Dashpot-Inerter. Le tre diverse tipologie
di connessione, spiegate in dettaglio nella Tabella 5.8 e nelle Figg. 5.8 (a-c), so-
no indicate con colori diversi. La linea µ0 = 1/ν0 indica il luogo in cui il sistema
difettivo è realizzato attraverso una connessione con solo lo smorzatore; nelle altre
regioni della mappa, delimitate dalle due linee ν0 = 1 e µ0 = 1/ν0, lo smorzatore è
collegato in parallelo con l’elemento molla λ0 6= 0, β0 = 0, ξ0 6= 0 (regioni campite
in blu), o con l’elemento Inerter λ0 = 0, β0 6= 0, ξ0 6= 0 (regioni campite in giallo).
Di conseguenza, il ruolo dell’elemento molla e dell’Inerter è complementare per rea-
lizzare il sistema difettivo con il massimo fattore di smorzamento. La figura riporta
con linee tratteggiate viola la soluzione in cui il sistema è smorzato criticamente.

Figura 5.10. Mappa dei sistemi difettivi realizzabili per fissati parametri strutturali µ0 e
ν0 assumendo la massimizzazione del fattore di smorzamento modale come criterio per
la scelta dei parametri della connessione. N.A.: non ammissibile.

Confronti con la letteratura. La mappa di Fig. 5.10 include alcuni risultati
di letteratura ottenuti nel caso di connessione viscosa e connessione visco-elastica.
Luongo, [Luongo, 1995], realizza un sistema difettivo da due oscillatori accoppiati at-
traverso uno smorzatore viscoso e ricava le espressioni del rapporto di smorzamento
ξ0 in funzione dei parametri strutturali µ0, ν0. Per tale sistema, è possibile ottenere
una famiglia di sistemi difettivi ad un parametro, tuttavia le soluzioni sono possibili
solo se µ0 e ν0 rispettavano l’equazione ν0 = 1/µ0 (retta ξ0, Fig. 5.10). Gattulli et
al., [Gattulli et al., 2013], realizzano un sistema difettivo da due oscillatori accoppia-
ti mediante una connessione viscoelastica e ricavano le espressioni della coppia dei
parametri di connessione λ0, ξ0 in funzione dei parametri strutturali µ0, ν0 (regioni
campite in blu, Fig. 5.10). Per tale sistema, è possibile ottenere una famiglia di
sistemi difettivi a due parametri, tuttavia le soluzioni fisicamente ammissibili sono
possibili solo per valori specifici dei parametri strutturali µ0, ν0. Il presente lavoro
ha invece dimostrato che, aggiungendo un elemento Inerter ad una connessione vi-
scosa o viscoelastica, è sempre possibile realizzare un sistema difettivo a prescindere
dalla coppia di oscillatori µ0, ν0. Generalmente, ci sono ∞1 scelte dei parametri
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ammissibili λ0, β0, ξ0 per realizzare la connessione Spring-Dashpot-Inerter. Per
la progettazione della connessione, è stato assunto come variabile indipendente il
rapporto di inertanza dell’Inerter. Tra le possibili∞1, è stata selezionata la triplet-
ta di valori che assumendo il minimo rapporto di inertanza (tra i possibili valori
fisicamente ammissibili) massimizza il fattore di smorzamento modale, Eq. 5.16.

Nel seguito, sulla base dei risultati ottenuti nei precedenti paragrafi, si confron-
teranno, al variare dei parametri della connessione e del sistema, i risultati relativi
ad analisi dinamiche a condizioni iniziali imposte (oscillazioni libere) e a eccitazione
armonica alla base.

5.7 Applicazioni
In questo paragrafo, verranno confrontate le risposte, nel caso di oscillazioni libere
a condizioni iniziali imposte (Sottoparagrafo 5.7.1) che forzate con eccitazione ar-
monica alla base (Sottoparagrafo 5.7.2), di diversi sistemi costituiti da 2-ASDOF
connessi con elementi Spring-Dashpot-Inerter.

Inizialmente, per fissati valori del sistema (µ = 0.2 e ν = 2), verrà indagata
l’influenza sulle risposte dei parametri della connessione β e ξ.

Successivamente verranno confrontate le risposte tra sistemi difettivi che rea-
lizzano il fattore di smorzamento modale massimo ottenute per diverse coppie di
parametri strutturali µ0 e ν0.

In riferimento ai sistemi difettivi, si osserva come da un punto di vista applica-
tivo, la maggior parte delle strutture adiacenti ha rapporti di massa µ0 e frequenza
ν0 che ricadono nella regione in cui i sistemi risultano sottosmorzati. Per questo
motivo, nei casi di studio selezionati, si farà riferimento solo a sistemi sottosmorzati.

Due rapporti di frequenza sono scelti nell’intervallo 0 < ν0 < 1 e ν0 > 1:
ν0 = 0.5, 2. Per il primo rapporto di frequenza, sono stati scelti tre valori del
rapporto di massa µ0 = 0.2, 2, 5, per il secondo, invece, sono stati scelti i valori
µ0 = 0.2, .5, 5. La scelta degli oscillatori (coppie µ0,ν0) è stata fatta al fine di
avere sistemi duali, secondo la Tabella 5.2. I parametri della connessione sono stati
selezionati in modo da massimizzare il fattore di smorzamento modale, secondo la
procedura illustrata nel Paragrafo 5.6 usando le Eqq. 5.14 e 5.18.

Come riportato in Fig. 5.10, sono possibili tre diversi situazioni per la connes-
sione, a seconda della fissata coppia di oscillatori (µ0, ν0):

• Connessione con elemento Dashpot, DE

• Connessione con elementi Spring-Dashpot, SDE

• Connessione con elementi Inerter-Dashpot, IDE

Si noti che i rapporti di massa sono stati selezionati in modo da avere le tre
situazioni per la connessione per ogni fissato rapporto di frequenza (ν0 = 0.5, 2).

La Tabella 5.9 riassume, per i casi studio in precedenza descritti, i valori dei
parametri della connessione, degli autovalori, delle frequenze naturali, dei fattori di
smorzamento modale e delle frequenze smorzate, stimati attraverso le espressioni
analitiche riportate nel Paragrafo 5.6. Nella stessa tabella si riporta anche lo sfa-
samento tra gli autovettori destri. Si noti che i sistemi tra loro duali sono legati
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  Connessione    ̅     ) 

2.0 0.5 DE 0.00 0.00 0.33 -0.250 ± 0.661i 0.707 0.354 0.661 +0.54 π 

0.2 0.5 SDE 0.00 0.10 0.05 -0.149 ± 0.923i 0.935 0.160 0.923 +0.47 π 

5.0 0.5 IDE 0.65 0.00 0.50 -0.171 ± 0.588i 0.612 0.280 0.588 +0.49 π 

0.5 2.0 DE 0.00 0.00 0.33 -0.500 ± 1.323i 1.414 0.354 1.323 -0.54 π 

5.0 2.0 SDE 0.00 1.96 0.50 -0.299 ± 1.847i 1.871 0.160 1.847 -0.47 π 

0.2 2.0 IDE 0.13 0.00 0.20 -0.342 ± 1.176i 1.225 0.280 1.176 -0.49 π 

Tabella 5.9. Casi studio: valori assunti per i parametri del sistema e corrispondenti
quantità modali.

attraverso le relazioni riportate nella Tabella 5.2 e in questo caso sia le frequenze
naturali γ0 che le frequenze smorzate γ0D tra i due sistemi duali sono una doppia
dell’altra, mentre i fattori di smorzamento modale η0 sono gli stessi. Il modulo della
fase relativa, nel caso di sistemi duali, è sempre la stessa (valori circa pari a π/2)
ma cambia segno dal momento che i due oscillatori sono invertiti.

5.7.1 Risultati delle oscillazioni libere

In questo sottoparagrafo si illustrano le risposte del sistema costituito da 2-ASDOF
collegato con diversi tipi di connessione (conservativa e non conservativa) in oscil-
lazioni libere a seguito di determinate condizioni iniziali imposte. Nelle oscillazioni
libere, l’equazione del moto Eq. 5.1 ha il termine noto nullo. Sono state ipotizzate
le seguenti condizioni iniziali: uuu(0) = [1 1]T . Inoltre, nell’asse delle ascisse, una
variabile non dimensionale t/T1 è stata introdotta, dove T1 è il periodo naturale del
primo oscillatore disaccoppiato.

Influenza dei parametri della connessione

In relazione al Paragrafo 5.5, i risultati relativi a un sistema costituito da 2-ASDOF
con rapporto di massa µ = 0.2 e rapporto di frequenza ν = 2 sono discussi nel
seguito.

Fig. 5.11 (a) mostra la risposta in termini di spostamento del sistema costitui-
to da 2-ASDOF collegamento con una connessione conservativa costituita da SIE
(β = 0.5, λ = 0.55). Si osserva che i due gdl oscillano con una dinamica diver-
sa, caratterizzata da un’ampiezza dello spostamento che non decade nell’intervallo
di tempo normalizzato. Dal momento che il sistema è non smorzato, i due gdl
continuano ad oscillate all’infinito. Le Figg. 5.11 (b-d) mostrano la risposta in
termini di spostamento del sistema in caso di connessione non conservativa con
SDIE. I parametri assunti sono β = 0.5, β/λ = (β/λ)∗ = 0.9 (ovvero λ = 0.55) e
ξ = 0.15, 0.30, 0.60, rispettivamente più piccoli, uguali e maggiori del rapporto di
smorzamento ξ∗.

In tutti i casi la risposta è caratterizzato da oscillazioni che decadono nel tempo,
tipiche dei sistemi sottosmorzati. Quando ξ < ξ∗, Fig. 5.11 (b), la dinamica dei
due gdl è abbastanza diversa, caratterizzata da diverse frequenze di vibrazione,
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Figura 5.11. Storie temporali degli spostamenti del sistema in oscillazioni libere. (a) ξ = 0,
(b) ξ < ξ∗, (c) ξ = ξ∗ e (d) ξ > ξ∗. (ν = 2, µ = 0.2, β = 0.5 e β/λ = (β/λ)∗ = 0.9,
ξ = 0, 0.15, 0.3, 0.6 e ξ∗ = 0.3).

ma il decadimento della risposta nell’intervallo di tempo normalizzato è uguale.
Dai risultati dell’analisi modale (Tabella 5.5), infatti, si è visto che nel caso ξ =
0.15 il sistema è caratterizzato da frequenze di vibrare diverse, ma da fattori di
smorzamento modale uguali. Quando ξ = ξ∗, Fig. 5.11 (c), i due gdl vibrano con la
stessa frequenza e i due modi sono caratterizzati dallo stesso fattore di smorzamento
modale, come osservato anche nella tabella 5.5, caso ξ = 0.30. La dinamica dei due
gdl è simile con uno shift in fase tra i due segnali. Dopo pochi cicli le risposte tendono
a zero. Quando ξ > ξ∗, Fig. 5.11 (d), il sistema vibra con la stessa frequenza,
uno sfasamento si osserva nei primi cicli e le risposte decadono meno rapidamente
rispetto al caso precedente. Tra le tre situazioni analizzate, le oscillazioni decadono
più rapidamente nel caso ξ = ξ∗. Questo valore del rapporto di smorzamento sembra
essere la scelta ottimale per far tendere la risposta a zero più rapidamente.

La Figura 5.12 (a-c) mostra le storie temporali della risposta in termini di spo-
stamento per il rapporto β/λ = (β/λ)∗, ξ = ξ∗ e assumendo tre valori del rapporto
di inertanza β (0.05, 0.13, 0.5), rispettivamente β < βmin, β = βmin, β > βmin. Nel
caso in cui β < βmin, Fig. 5.12 (a), i due gdl oscillano con frequenze di vibrazione
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Figura 5.12. Storie temporali degli spostamenti del sistema in oscillazioni libere. (a)
β < βmin, (b) β = βmin e (c) β > βmin. (ν = 2, µ = 0.2, β/λ = (β/λ)∗, ξ = ξ∗,
β = 0.05, 0.13, 0.5 e βmin = 0.13).

diverse, mentre essi oscillano con la stessa frequenza di vibrazione quando Figg.
5.12 (b-c).

Si osserva che le oscillazioni del sistema tendono a zero più rapidamente quando
il rapporto di inertanza è pari a β = βmin. Infatti, come si è già visto dai risul-
tati dell’analisi modale riportati nella Tabella 5.7 e come è stato dimostrato nel
Paragrafo 5.6, in questo caso il sistema è caratterizzato dal più elevato fattore di
smorzamento modale. Di conseguenza, questo è il valore che si suggerisce di selezio-
nare per il rapporto di inertanza per avere il più rapido decadimento della risposta
nel tempo.

Osservazione 12. Per un sistema costituito da 2-ASDOF collegati da
una connesione con SDIE in oscillazioni libere a seguito di condizioni
iniziali imposte, è possibile selezionare una tripletta ottimale di parame-
tri della connessione βmin − (βmin/λ)∗ − ξ∗ (ovvero β0 − λ0 − ξ0 come
definiti nel Paragrafo 5.6) in modo da avere il decadimento più rapido
delle risposte strutturali.

Influenza dei parametri strutturali nel caso di sistemi difettivi

In riferimento al Paragrafo 5.6, le Figg. 5.13 (a-c) e 5.14 (a-c) mostrano le storie
temporali delle risposte in oscillazione libera e in termini di spostamento per i
casi riportati in Tabella 5.9. In particolari sono state studiate le tre tipologie di
connessione rispettivamente per ν0 = 0.5 e ν0 = 2.
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Figura 5.13. Storie temporali degli spostamenti del sistema in oscillazioni libere per
ν0 = 0.5. (a) Connessione DE (µ0 = 2), (b) connessione SDE (µ0 = 0.2), (c) connessione
IDE (µ0 = 5).

Seguono alcuni commenti generali.

• In tutti i casi, ogni gdl oscilla con un’ampiezza che decade nel tempo, essendo
tutti sistemi sottosmorzati.

• In ogni figura, essendo i sistemi difettivi, entrambi i gdl oscillano con la stessa
frequenza di vibrazione, che è la frequenza smorzata.

• Si osserva che le risposte dei due gdl risultano sfasate. Indipendentemente dal
tipo di connessione, per ν0 = 0.5, il primo gdl (linea blu) ha i massimi prima
del secondo (linea rossa), sfasamento positivo, invece per ν0 = 2 il secondo gdl
(linea rossa) ha i massimi prima del primo (linea blu), sfasamento negativo,
(vedere anche Tabella 5.9).

• Per la connessione DE e la connessione IDE, entrambe le risposte dei due gdl
sono smorzate in modo simile, con massimi che decadono con forma espo-
nenziale comparabile e la risposta tende a zero dopo un modesto numero di
oscillazioni.

• Per la connessione SDE, solo il gdl corrispondente all’oscillatore con frequenza
più bassa ha una risposta smorzata dal primo ciclo di vibrazione, mentre
l’altra prima si amplifica, con un massimo maggiore dello spostamento iniziale
imposto, per poi decrescere dopo il primo ciclo.
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Figura 5.14. Storie temporali degli spostamenti del sistema in oscillazioni libere per
ν0 = 2. (a) Connessione DE (µ0 = 0.5), (b) connessione SDE (µ0 = 5), (c) connessione
IDE (µ0 = .2).

5.7.2 Risultati delle oscillazioni forzate con eccitazione armonica
alla base

Quando il sistema è soggetto ad una eccitazione armonica alla base, è possibile per
rappresentare la risposta nel dominio della frequenza per mezzo della funzione di
risposta in frequenza (FRF). L’attenzione è focalizzata sugli spostamenti relativi
dei due gdl | Hq1 | e | Hq2 | e le FRF sono rappresentate in funzioni del rapporto
di frequenza della forzante ρ, definito come ρ = ωf/ω1. Inoltre, ai fini di con-
fronto si riportano le FRF dei due oscillatori non accoppiati (SDOF) e nel caso di
accoppiamento con una connessione rigida (RC).

Influenza dei parametri della connessione

In relazione al Paragrafo 5.5, i risultati relativi a un sistema costituito da 2-ASDOF
con rapporto di massa µ = 0.2 e rapporto di frequenza ν = 2 sono discussi nel
seguito.

In Fig. 5.15 (a-b), rispettivamente per il primo e secondo oscillatore, si ripor-
tano le FRF avendo fissato β = 0.5, β/λ = (β/λ)∗ = 0.9 (ovvero λ = 0.55) e
ξ = 0.15, 0.30, 0.60, rispettivamente più piccoli, uguali e maggiori del rapporto di
smorzamento ξ∗.

Osservando le figure, si osserva che nel caso di accoppiamento le FRF hanno
sempre due punti fissi che sono invarianti rispetto il rapporto di smorzamento. Una
connessione con SIE ha sempre due amplificazioni dinamiche e un punto di anti-
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Figura 5.15. Funzioni di risposta in frequenza in termini di spostamento per il (a) primo
e (b) secondo oscillatore al variare di ξ (ν = 2, µ = 0.2, β = 0.5 e β/λ = (β/λ)∗ = 0.9,
ξ = 0, 0.15, 0.3, 0.6 e ξ∗ = 0.3).

risonanza. È possibile selezionare opportunamente i parametri della connessione
per avere l’antirisonanza in corrispondenza della frequenza del sistema disaccoppia-
to. In [Basili, De Angelis e Pietrosanti, 2017] viene fornita l’espressione analitica
per selezionare i parametri del collegamento al fine di ottenere il punto di antiri-
sonanza in corrispondenza della frequenza del primo oscillatore disaccoppiato (in
questo caso indicato come 1). Una connessione con SDIE può avere due amplifica-
zioni dinamiche quando ξ < ξ∗, o una sola amplificazione dinamica quando ξ ≥ ξ∗.
L’amplificazione dinamica, in corrispondenza della frequenza del caso RC, ha il suo
minimo valore per ξ = ξ∗ per il primo oscillatore (Fig. 5.15 (a)). Si può notare che
quando ξ = ξ∗, l’amplificazione dinamica è lontana dalle frequenze di risonanze dei
due oscillatori disaccoppiati.

In Fig. 5.16, è possibile osservare, per gli stessi parametri indagati nelle oscil-
lazioni libere in Fig. 5.12, l’influenza del rapporto di inertanza β sulle funzioni in
risposta in frequenza. Come già osservato in precedenza, anche in caso di eccitazio-
ne armonica alla base la scelta migliore per il rapporto di inertanza β sembra essere
quello al suo valore minimo, secondo la Fig. 5.7. Con questa scelta, le risposte di
entrambi gli oscillatori hanno un’unica minima amplificazione dinamica.

Appare quindi evidente che la scelta di selezionare i parametri della connessione
in modo da realizzare un sistema difettivo con massimo fattore di smorzamento mo-
dale risulta essere un criterio di progettazione ottimale ottenere la risposta minima
in entrambi gli oscillatori.

Influenza dei parametri strutturali nel caso di sistemi difettivi

In riferimento al Paragrafo 5.6, le Figg. 5.17 (a-c) e 5.18 (a-c) mostrano le funzioni
di risposta in frequenza in termini di spostamento per i casi riportati in Tabella 5.9.
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Figura 5.16. Funzioni di risposta in frequenza in termini di spostamento per il (a) primo
e (b) secondo oscillatore al variare di β: β < βmin, β = βmin e β > βmin. (ν = 2,
µ = 0.2, β/λ = (β/λ)∗, ξ = ξ∗, β = 0.05, 0.13, 0.5 e βmin = 0.13).

In particolari sono state studiate le tre tipologie di connessione rispettivamente per
ν0 = 0.5 e ν0 = 2.
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Figura 5.17. Ampiezza delle funzioni di risposta in frequenza in termini di spostamento
per ν0 = 0.5. (a) Connessione DE (µ0 = 2), (b) connessione SDE (µ0 = 0.2), (c)
connessione IDE (µ0 = 5).

Seguono alcuni commenti generali.

• Entrambi i gdl hanno un’unica amplificazione dinamica, poiché tutti i sistemi
sono difettivi. La frequenza di risonanza, ovvero la frequenza smorzata, è
molto vicina alla frequenza di risonanza del caso RC che è sempre intermedia
rispetto alle due frequenze disaccoppiate.

• Per i casi analizzati, l’amplificazione dinamica è sempre limitata, di conse-
guenza i tre tipi di connessione sono efficaci per il controllo delle vibrazioni.

• Indipendentemente dal rapporto di frequenza ν0 fissato, per le connessioni DE
o IDE (Figg. 5.17 (a,c) e 5.18 (a,c)) le riduzioni maggiori si ottengono per
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Figura 5.18. Ampiezza delle funzioni di risposta in frequenza in termini di spostamento per
ν0 = 2. (a) Connessione DE (µ0 = 0.5), (b) connessione SDE (µ0 = 5), (c) connessione
IDE (µ0 = 0.2).

la massa corrispondente all’oscillatore con frequenza più elevata, invece, per
le connessioni SDE (Figg. 5.17 (b) e 5.18 (b)) per la massa corrispondente
all’oscillatore con frequenza più piccola.

• Solo nel caso di connessione DIE, si può osservare che per entrambi i gdl
si ottiene un’unica amplificazione dinamica in corrispondenza della stessa fre-
quenza, Figg. 5.17 (c) e 5.18 (c). Questo non si verifica nei casi di connessione
DE o SDE.

• Quando l’azione della forzante diventa statica, cioè ρ→ 0, per le connessioni
DE e IDE (Figg. 5.17 (a,c) e 5.18 (a,c)) le FRF assumono i corrispondenti
valori ottenuti nel caso di assenza di accoppiamento. Questo non si verifica
nel caso di connessione SDE (Figg. 5.17 (b) e 5.18 (b)).

5.8 Conclusioni

In questo capitolo è stato studiato il comportamento dinamico di una nuova con-
figurazione strutturale costituita da 2-ASDOF accoppiato da una connessione con
elementi spring-dashpot-Inerter disposti in parallelo.

All’inizio è stata eseguita l’analisi modale del sistema accoppiato consideran-
do diverse situazioni di collegamento: connessione di tipo conservativo (elementi
spring-Inerter) e non conservativa (elementi spring-dashpot-Inerter elementi). Nel
caso di connessione conservativa, le frequenze naturali e i modi di vibrare sono stati
derivati analiticamente ed è stato dimostrato che il problema agli autovalori am-
mette soluzione in forma chiusa. Nel caso di connessione non conservativa, è stata
adottata la formulazione nello spazio di stato e, attraverso l’analisi modale com-
plessa, sono state derivate pseudo-frequenze, pseudo-fattori di smorzamento e modi
complessi.

La tipologia di connessione influenza i parametri modali del sistema accoppiato.
I principali risultati ottenuti dall’analisi modale sono riassunti nel seguito.

Generalmente, quando un sistema costituito da 2-ASDOF è collegato attraverso
un connessione conservativa con elementi spring-Inerter, è possibile avere tre diversi
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scenari per le frequenze e i modi naturali, a seconda del fissato rapporto β/λ tra i
parametri della connessione:

1. Un sistema accoppiato con entrambe le frequenze maggiori delle frequenze dei
due oscillatori disaccoppiati e caratterizzato dal primo modo naturale in fase
e dal secondo in opposizione di fase.

2. Un sistema accoppiato con entrambe le frequenze inferiori delle frequenze
dei due oscillatori disaccoppiati e caratterizzato dal primo modo naturale in
opposizione di fase e dal secondo in fase.

3. Un sistema accoppiato con entrambe le frequenze all’interno delle frequenze
dei due oscillatori disaccoppiati e caratterizzato entrambi i modi naturali in
fase.

Quest’ultimo comportamento è unico di una connessione con gli elementi spring-
Inerter. In particolare, l’effetto dell’Inerter è sempre quello di ridurre entrambe le
frequenze del sistema accoppiato.

Quando un sistema costituito da 2-ASDOF è collegato da una connessione non
conservativa con elementi spring-dashpot-Inerter, è ancora possibile definire il tre
scenari per le frequenze ma sono ottenuti per rapporti β/λ diversi dal caso di con-
nessione conservativa; inoltre, l’estensione di ciascuna regione dipende anche dal
rapporto di smorzamento ξ. In questo caso, associati ad ogni situazione, si otten-
gono i corrispondenti fattori di smorzamento modale e modi complessi. Lo smorza-
mento ha l’effetto di aumentare la prima frequenza e diminuire la seconda, inoltre
influenza fortemente il fattore di smorzamento modale.

Comportamenti peculiari, particolarmente vantaggiosi ai fini del controllo, sono
emersi quando i parametri della connessione assumono valori specifici. Inizialmente
per via numerica, è stato osservato che, per un dato sistema strutturale, esistono al-
cune particolari triplette di parametri della connessione (β/λ)∗−ξ∗ per cui il sistema
è caratterizzato da frequenze (coincidenti con la frequenza nel caso di connessione
rigida), fattori di smorzamento e modi complessi uguali per entrambi i modi. Siste-
mi che godono di tali proprietà in letteratura sono definiti difettivi. Inoltre, esiste
un valore minimo ottimale del rapporto di inertanza βmin per il quale il sistema
difettivo risulta caratterizzato dal più alto fattore di smorzamento modale.

Nel seguito la complessità della ricerca per via numerica dei parametri della
connessione che realizzavano un sistema difettivo è stata successivamente risolta
affrontato il problema analiticamente.

In particolare la trattazione è stata effettuata per completezza considerando il
rapporto di frequenza ν nei due intervalli, 0 < ν ≤ 1 e ν > 1. Tuttavia, a causa
della simmetria del sistema studiato, esistono relazioni di dualità per i parametri
tra i due problemi studiati come riportato all’inizio del capitolo.

Relativamente allo studio analitico dei sistemi difettivi, i principali risultati sono
riassunti nel seguito.

• Le espressioni di autovalori, fattore di smorzamento e parametri della con-
nessione per realizzare sistemi difettivi sono stati forniti per fissate coppie di
oscillatori.
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• E’ stato dimostrato che, indipendentemente dai fissati parametri strutturali,
è sempre possibile realizzare sistemi difettivi nel caso di una connessione con
elementi spring-dashpot-Inerter. Per una coppia di oscillatori (noto µ0, ν0)
è generalmente possibile realizzare ∞1 sistemi difettivi variando opportuna-
mente i parametri della connessione λ0, β0, ξ0. Tra le ∞1 possibili scelte dei
parametri è stato assunto il rapporto di inertanza β come variabile indipen-
dente ed è stato proposto un criterio di progettazione della connessione che
massimizza il fattore di smorzamento modale.

• Sono state fornite le espressioni in forma chiusa per progettare la connessione
al fine di realizzare un sistema difettivo caratterizzato dal massimo fattore di
smorzamento modale.

• E’ stata costruita una mappa che, per fissati valori dei parametri strutturali
(µ0, ν0), indica il tipo di connessione necessaria per realizzare un sistema
difettivo con massimo fattore di smorzamento modale. Si è inoltre dimostrato
che al fine di realizzare un sistema difettivo è sempre necessaria la presenza di
uno smorzatore viscoso. Inoltre, quando il rapporto tra il rapporto di masse e
di frequenze rispetta l’uguaglianza ν0 = 1/µ0, il dashpot è l’unico elemento che
costituisce la connessione; nelle altre parti della mappa, il dashpot è collegato
in parallelo con l’elemento spring o con l’elemento Inerter. Di conseguenza, il
ruolo della spring e dell’Inerter risultano complementari al fine di realizzare
il sistema difettivo con il massimo fattore di smorzamento. Sono state infine
indicate le regioni in cui il sistema è sottosmorzato, criticamente smorzato e
sovrasmorzato.

• Oltre alle espressioni analitiche, sono state costruite anche le mappe della
frequenza naturale, del fattore di smorzamento e della frequenza smorzata del
sistema difettivo.

Sulla base dei precedenti risultati ottenuti mediante l’analisi modale, nella se-
conda parte del capitolo è stata studiata la dinamica del sistema in oscillazioni libere
a seguito di condizioni cinematiche imposte e successivamente nel caso di forzante
armonica imposta alla base.

Le analisi sono state eseguite sia per la connessione conservativa che non conser-
vativa, prima impostando i parametri della connessione secondo diversi criteri e poi
valutando l’influenza che i parametri strutturali hanno nel caso di sistemi difettivi
caratterizzati dal massimo fattore di smorzamento modale.

Per quanto riguarda la prima parte di analisi, in linea con quanto ottenuto
dall’analisi modale è emerso che è possibile selezionare correttamente i parametri
della connessione (cioè βmin − (βmin/λ)∗ − ξ∗) per raggiungere: i) il più rapido
decadimento della risposta strutturale in caso di oscillazioni libere e ii) la minima
amplificazione dinamica per entrambi gli oscillatori nel caso di forzante armonica.
In questo modo, è stato suggerito un criterio di progettazione per la connessione in
grado di controllare le vibrazioni di entrambi gli oscillatori adiacenti.

Successivamente, la risposta sia in oscillazioni libere che nel caso di forzante
armonica alla base per diversi sistemi difettivi sottosmorzati è stata studiata nel
caso di connessione progettata massimizzando il fattore di smorzamento modale.
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• Dalle oscillazioni libere, è stato osservato che, la risposta decade sempre nel
tempo ed entrambi i gdl oscillano alla stessa frequenza. A parità di condizioni
iniziali, generalmente la risposta di entrambi i gdl nel caso di connessione solo
dashpot e dashpot-Inerter, rispetto a quella spring-dashpot, raggiunge lo zero
in modo simile e per un inferiore numero di oscillazioni. Per quest’ultima
connessione invece, solo l’oscillatore caratterizzato dalla frequenza più bassa
ha una risposta smorzata dal primo ciclo di vibrazione, mentre la risposta
dell’altro inizialmente aumentata, con valore di picco maggiore rispetto allo
spostamento iniziale imposto, per poi decrescere dopo il primo ciclo.

• Nel caso di forzante armonica alla base, le FRF in termini di spostamento
hanno mostrato che entrambi i gdl hanno sempre un’unica limitata amplifica-
zione dinamica, posizionata all’interno delle due frequenze disaccoppiate. Per
tutte le tipologie di connessione analizzate, l’amplificazione dinamica risulta
sempre limitata, a dimostrazione che esse sono efficaci a fini di controllo. In
generale, quando la connessione è di tipo puramente viscosa o con elemen-
ti dashpot-Inerter, sono state osservate riduzioni importanti per l’oscillatore
caratterizzato dalla frequenza maggiore. Invece, quando la connessione è vi-
scoelastica, le più significative riduzioni sono ottenute per l’oscillatore carat-
terizzato dalla frequenza più bassa. Solo nel caso di connessioni con elementi
di dashpot-inerter, è stato osservato che il massimo dell’amplificazione in ter-
mini di spostamento è stata raggiunta alla stessa frequenza per entrambi i gdl.
A differenza della connessione viscoelastica, le connessioni puramente visco-
se o con elementi dashpot-Inerter non reagiscono nel caso di azioni statiche
(ρ→ 0).

In questo capitolo è stato dimostrato che i sistemi difettivi possiedono proprietà
interessanti e sono applicabili ai fini del controllo. È sempre possibile utilizzare una
connessione con elementi sping-dashpot-inerter per realizzare sistemi difettivi.
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Parte II

Studi Sperimentali
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Capitolo 6

Premessa

In questa seconda parte, sulla base degli studi condotti nella Parte I della tesi, si
riportano i risultati relativi a due diverse sperimentazioni condotte con specifici
obiettivi anche legati dalla limitata letteratura relativa all’utilizzo dell’Inerter in
applicazioni tipiche dell’Ingegneria civile.

La prima sperimentazione, Capitolo 7, ha avuto come finalità la caratterizza-
zione di un prototipo in scala di Inerter a pignone e cremagliera mediante test a
spostamento armonico imposto. Si è voluto infatti valutare in che modo il compor-
tamento meccanico del dispositivo si allontana rispetto a quello ideale nel caso di
azioni caratterizzate da range di ampiezze e frequenze tipiche dell’Ingegneria civile.

La seconda sperimentazione su tavola vibrante, Capitolo 8, ha avuto come obiet-
tivo la valutazione della fattibilità, applicabilità, robustezza ed efficacia del sistema
di controllo TMDI nel controllare la risposta di un sistema isolato alla base eccitato
con diverse tipologie di azione. Si è inoltre voluto indagare da un punto di vista
sperimentale l’influenza dei parametri inerziali del sistema di controllo (massa iner-
ziale e gravitazionale) al fine si supportare i risultati numerici riportati nella parte
teorica.
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Capitolo 7

Prototipo di dispositivo Inerter

7.1 Premessa

In questo capitolo si vuole caratterizzare un prototipo in scala di Inerter a pignone
e cremagliera testato in range di ampiezze e frequenze tipiche dell’Ingegneria Civile
per i quali evidenze sperimentali risultano limitate. L’obiettivo è sia quello di valu-
tare in che modo il comportamento reale del prototipo si discosta rispetto a quello
ideale, sia di definire un modello numerico interpretativo dei risultati sperimentali
e predittivo del comportamento del dispositivo in relazione alle successive analisi.

7.2 Test sperimentali

7.2.1 Modello sperimentale

Il prototipo in scala di Inerter a pignone e cremagliera, Fig. 7.1, è stato progettato e
realizzato sulla base delle specificità richieste dalla successiva sperimentazione con-
dotta e descritta nel Capitolo 8. Il principio di funzionamento è quello di convertire
la traslazione relativa dei suoi due terminali (ovvero la cremagliera e lo chassis) in
rotazione del volano mediante gli elementi che lo compongono, ovvero la cremaglie-
ra, il pignone e gli ingranaggi. Il dispositivo in questione è costituito da componenti
commerciali "off-the-shelf", mentre lo chassis è stato realizzato "in-house" al fine di
permetterne una maggiore versatilità anche per le future sperimentazioni.

Il prototipo di Inerter, Fig. 7.2, è composto dai seguenti componenti: (i) una
cremagliera con sezione quadrata (dimensioni sezione: 20 mm×20 mm, lunghezza:
300 mm, modulo: 2.0 e angolo di pressione: 20°), (ii) un pignone realizzato attraver-
so un ingranaggio cilindrico (diametro di riferimento: 36 mm, modulo: 2.0, angolo
di pressione: 20°, larghezza del dente: 25 mm e diametro del foro: 15mm), (iii) un
moltiplicatore di marcia ad angolo retto con rapporto di trasmissione 2:1 e (iv) un
volano che può essere composto da uno o due ingranaggi cilindrici (diametro di rife-
rimento: 120 mm, massa: 2,15 kg, modulo: 2.0, angolo di pressione: 20°, larghezza
del dente: 25 mm e diametro del foro: 15 mm). La traslazione della cremagliera,
montata su una guida lineare con ± 55 mm di corsa massima, provoca la rotazione
del pignone montato sull’albero di ingresso del moltiplicatore di marcia, mentre il
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Figura 7.1. Foto del prototipo di Inerter a pignone e cremagliera.

volano è montato sull’albero di uscita del moltiplicatore di marcia e ruota con il
doppio rispetto la velocità del pignone.

Secondo volano

Primo volano

Chassis

Moltiplicatore di marcia

Guida lineare

Pignone

Cremagliera

Pattino

Pattino

Chassis

Figura 7.2. Esploso del prototipo di Inerter a pignone e cremagliera.

Il dispositivo è stato testato in tre diverse configurazioni: (i) Inerter senza vo-
lano (nel seguito no flywheel, NF), (ii) Inerter con volano composto da un solo
ingranaggio cilindrico (nel seguito intermediate flywheel, IF) e (iii) Inerter con vo-
lano composto da entrambi gli ingranaggi cilindrici (nel seguito large flywheel, LF).
Inoltre è stato testato anche il prototipo in assenza dell’Inerter al fine di valutare
l’influenza della particolare realizzazione del dispositivo (nel seguito no Inerter, NI).
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Modello ideale di Inerter a pignone e cremagliera

L’inertanza nominale bnom per un Inerter meccanico a pignone e cremagliera, sche-
matizzato in Fig. 7.3, può essere ricavata, trascurando la massa della cremagliera
e dello chassis, usando le equazioni fornite in [Madhamshetty e Manimala, 2018]
come:

bnom =
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2 +mfρ

2
)
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2
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2
p +mgr

2
g

)
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(7.1)

dove mj e rj , con j = p, g, n, f , sono rispettivamente le masse e i raggi del
pignone della cremagliera (pedice p), dell’ingranaggio conduttore (pedice g) e del-
l’ingranaggio condotto (pedice n) della moltiplica e del volano (pedice f) e ρ è il
raggio giratore del volano.

rG

rP

rN

rF
f B

u2

f B

u1

cremagliera ingranaggio

conduttore
volano chassis

ingranaggio

condottopignone

Figura 7.3. Schema dell’Inerter a pignone e cremagliera.

In Tabella 7.1 si riportano le caratteristiche geometriche e meccaniche dei com-
ponenti che costituiscono il dispositivo testato e in questo caso si può notare come
le masse relative al pignone e agli ingranaggi risultano assolutamente trascurabili
rispetto a quella del volano.

Componente mj rj ρ
[kg] [mm] [mm]

Pignone (p) 0.15 18 -
Ingranaggio conduttore (g) 0.05 15 -
Ingranaggio condotto (n) 0.02 7.5 -

Volano (f) n×2.15 60 42.4
Tabella 7.1. Caratteristiche geometriche e meccaniche dei componenti che costituiscono

il prototipo di Inerter (n è il numero di ingranaggi utilizzati per realizzare il volano).

Sostituendo i valori riportati in Tab. 7.1 nell’Eq. 7.1 è possibile ricavare le bnom
per le quattro diverse configurazioni testate al variare del numero n di ingranaggi
utilizzati per realizzare il volano. In particolare si ottengono le seguenti inertanze
nominali:
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• Configurazione NI (n = −): b0,nom = 0 kg

• Configurazione NF (n = 0): b1,nom = 0.1 kg

• Configurazione IF (n = 1): b2,nom = 47.9 kg

• Configurazione LF (n = 2): b3,nom = 95.6 kg

Si sottolinea che i precedenti valori di inertanza ricavati fanno riferimento al
caso di un Inerter ideale nel quale vengono trascurati gli effetti legati alla presen-
za di eventuali componenti dissipative, di attriti, di giochi tra i vari componenti
meccanici, ecc... Questi effetti verranno indagati nei successivi paragrafi.

7.2.2 Setup sperimentale

I test sono stati condotti su una tavola vibrante ad un grado di libertà nel Labora-
torio Materiali e Strutture del Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica
della Sapienza, Università degli studi di Roma. La tavola vibrante, di dimensioni
1.5 m×1.5 m, prodotta dalla Moog Inc. e controllata attraverso il software Moog
Replication, ha le seguenti caratteristiche: massima frequenza di operatività 20 Hz;
accelerazione massima > ± 1 g, dove g è l’accelerazione di gravità; velocità massima
> ±1m/s; spostamento massimo ± 0.2 m; massima massa 2 t.

Un terminale del prototipo (ovvero lo chassis), come mostrato nelle Figg. 7.4,
7.5 e 7.6, è stato collegato alla tavola vibrante mediante una slitta al fine di po-
ter ricavare la forza generata dall’Inerter, mentre il secondo terminale (ovvero la
creamgliera) è stato collegato ad un contrasto esterno la tavola.

Il modello è stato equipaggiato con i seguenti sensori di misura:

• n. 3 accelerometri piezoelettrici ICP®, modello 393A03 e prodotti dalla PCB
Piezotronic e così ripartiti: uno sulla tavola vibrante (a0) e due rispetti-
vamente sui due terminali del prototipo (lo chassis, aB, e la cremagliera,
aT );

• n.2 trasduttori di spostamento lineari, modello SLS 190 e prodotti dalla Penny
e Giles, al fine di misurare gli spostamenti relativi tra la massa della tavola
vibrante e il suolo (u0) e tra la slitta e la massa della tavola vibrante (uB);

• n.1 cella di carico, modello U9B e prodotta dalla HBM, al fine di misurare la
reazione trasmessa dal prototipo alla tavola vibrante (fR).

I dati sperimentali sono stati acquisiti, con una frequenza di campionamento pari
a 500 Hz, attraverso n. 2 sistemi di acquisizione dati (Data acquisition system,
DAQ), modello Krypton 3xSTG prodotti dalla DEWESoft, e gestiti dal software
DEWESoft.

La forza generata dall’Inerter fB è stata calcolata come differenza tra la reazione
fR e la forza d’inerzia legata alla massa del prototipo + slitta mi, con i = 0 − 3,
e all’accelerazione della slitta aB. In particolare, la massa del prototipo + slitta
nelle quattro configurazioni assume i seguenti valori m0 = 16.7 kg, m1 = 16.7 kg,
m2 = 18.8 kg e m3 = 20.9 kg. Inoltre, con uT = u0 + uB e con üT = aB − aT
verranno indicati rispettivamente lo spostamento e l’accelerazione imposta tra i due
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Figura 7.4. Foto del setup sperimentale e disposizione sensori di misura.

terminali del prototipo. Infine, la velocità u̇T tra i terminali dell’Inerter è stata
calcolata per differenziazione nel tempo dello spostamento uT .

Attraverso l’attuatore, le quattro diverse configurazioni del prototipo sono state
soggette ad uno spostamento armonico imposto caratterizzato da una forma d’onda,
un’ampiezza, una frequenza e un numero di cicli (pari a 50 per tutte le prove). In
particolare le configurazioni di Inerter sono state soggette a

• n. 2 forme di onda (sinusoidale e triangolare),

• n. 3 ampiezze (10, 20 e 30 mm),

• n. 7 frequenze (0.5, 0.75, 1, 1.5, 2, 3 e 4 Hz).

La scelta di utilizzare una tavola vibrante come attuatore è stata legata alla
particolare relazione tra ampiezze e frequenze dell’azione; infatti l’obiettivo di questa
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Figura 7.5. Schema del setup sperimentale e disposizione sensori di misura.

sperimentazione è legata alla caratterizzazione di un dispositivo Inerter meccanico
in scala in un range di ampiezze e frequenze tipiche dell’Ingegneria Civile.

7.3 Analisi dei risultati

7.3.1 Analisi parametrica sperimentale

In questo sottoparagrafo si riportano i risultati relativi all’analisi parametrica spe-
rimentale il cui obiettivo è quello di valutare da un punto di vista sperimentale
l’influenza, sul comportamento del prototipo di Inerter, rispettivamente della fre-
quenza e dell’ampiezza dell’azione, e dell’inertanza del dispositivo. Al fine di tenere
in conto anche le componenti inerziali del dispositivo è stata scelta la forma d’onda
sinusoidale e i parametri sono stati variati sperimentalmente rispetto al caso di ri-
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Figura 7.6. Vista del setup sperimentale.

ferimento in cui il prototipo è testato nella configurazione IF, b2,nom = 47.9 kg, con
una frequenza f = 1Hz e un’ampiezza A = 20mm dell’azione. Inoltre i risultati
sperimentali sono stati confrontati con quelli del modello di Inerter ideale descritto
in precedenza al fine di poter valutare quanto il comportamento sperimentale si
discosta da quello ideale. In particolare nel caso ideale, la forza generata dal dispo-
sitivo nel caso di spostamento armonico imposto uT (t) = Asin (2πft) risulta pari
a:

fb(t) = −bA(2πf)2 sin (2πft) (7.2)

La forza dell’Inerter, quindi è direttamente proporzionale all’inertanza b, all’am-
piezza A e al quadrato della frequenza f . Nel seguito, salvo diversa indicazione, i
segnali sono stati filtrati prima con un filtro Butterworth passa altro del primo or-
dine con frequenza di taglio 0.16 Hz e poi con un filtro Butterworth passa basso del
primo ordine con frequenza di taglio 20 Hz.

Influenza della frequenza dell’azione

La Fig. 7.7 mostra l’influenza della frequenza f dell’azione sulla grandezza dinamica
forza generata dal prototipo fB (Figg. 7.7 (a-c)) e sulle grandezze cinematiche
spostamento uT (Figg. 7.7 (d-f)) e accelerazione üT (Figg. 7.7 (g-i)). La colonna
al centro si riferisce al caso di riferimento, mentre in quella di sinistra e di destra
si riportano i casi in cui è stata variata la frequenza dell’azione, rispettivamente
f = 0.5Hz e f = 2Hz. In ciascun grafico al risultato sperimentale (curva blu)
è stato sovrapposto il risultato ottenuto nel caso di Inerter ideale (curva rossa)
ottenuto secondo l’Eq. 7.2.

Per quanto riguarda la forza fB, Figg. 7.7 (a-c), c’è un buon accordo tra i
risultati sperimentali e quelli relativi all’Inerter ideale soprattutto per frequenze
dell’azione f relativamente elevate (f = 2Hz) dove anche l’ampiezza della forza
è maggiore (come si è già visto in precedenza aumenta con il quadrato della fre-
quenza). Per frequenze relativamente basse (f = 0.5Hz), dove anche le forze sono
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Figura 7.7. Forza fB (a-c), spostamento uT (d-f) e accelerazione üT (g-h) al variare della
frequenza f dell’azione (b2 = 47.9 kg e A = 20mm).

relativamente piccole, il modello ideale si discosta maggiormente rispetto a quello
sperimentale. Infatti nel segnale si osservano ulteriori oscillazioni che come si vedrà
in seguito sono legate a non linearità del dispositivo.

Per quanto riguarda lo spostamento uT , Figg. 7.7 (d-f), si può notare come,
nonostante le relativamente elevate ampiezze A = 20mm, la tavola vibrante è in
grado di imporre un input al dispositivo da testare molto vicino a quello ideale, con
maggiori differenze nel caso di frequenze relativamente elevate (f = 2Hz) legate ai
limiti dell’attuatore.

Le accelerazioni üT , Figg. 7.7 (d-f), come noto aumentano con il quadrato della
frequenza, ma a differenza degli spostamenti si discostano maggiormente rispetto
al caso ideale. Questo è legato al fatto le accelerazioni misurate nei due terminali
dell’Inerter risultano influenzate da fenomeni locali legati al prototipo testato (come
gli urti legati a giochi interni al dispositivo).

La Fig. 7.8 mostra rispettivamente il legame costitutivo nel piano fB − uT
(prima riga) e nel piano fB − üT (seconda) per gli analoghi casi riportati in Fig.
7.7.

Nel piano fB − uT , Figg. 7.8 (a-c), si osserva che il dispositivo Inerter è ca-
ratterizzato da una rigidezza negativa che aumenta all’aumentare della frequenza
dell’azione. Inoltre si può notare come rispetto al caso ideale, il cui legame costitu-
tivo è caratterizzato da una retta con pendenza pari a −b(2πf)2, il dispositivo reale
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Figura 7.8. Legame costitutivo nel piano fB−uT (a-c) e nel piano fB− üT (d-f) al variare
della frequenza f dell’azione (b2 = 47.9 kg e A = 20mm).

presenta anche una componente dissipativa.
La lettura del legame costituito nel piano fB − üT , Figg. 7.8 (d-f), risulta più

complessa dal momento che, come visto dalle storie temporali, l’accelerazione üT
risulta influenzata da effetti locali legati dal dispositivo, che ne modificano il segnale.
In ogni caso si può riconoscere un’inertanza b (corrispondente alla pendenza della
retta) abbastanza costante al variare della frequenza, con maggiori differenze nel
caso f = 0.5Hz, ovvero frequenze più basse. In questo caso infatti la forza fB
generata dal prototipo è modesta e quindi risulta maggiormente influenzata dagli
effetti secondari legati alle non linearità del dispositivo testato.

Influenza dell’ampiezza dell’azione

La Fig. 7.9, in analogia alla Fig. 7.7, mostra l’influenza dell’ampiezza A dell’azione
sulla grandezza dinamica forza generata dal prototipo fB (Figg. 7.9 (a-c)) e sulle
grandezze cinematiche spostamento uT (Figg. 7.9 (d-f)) e accelerazione üT (Figg.
7.9 (g-i)). La colonna al centro si riferisce al caso di riferimento (A = 20mm),
mentre in quella di sinistra e di destra si riportano i casi in cui è stata variata
l’ampiezza dell’azione, rispettivamente A = 10mm e A = 30mm.

Le Figg. 7.9 (a-c) mostrano come la forza generata dal prototipo aumenta all’au-
mentare dell’ampiezza dell’azione e il modello ideale (nel quale la fB è direttamente
proporzionale all’ampiezza A) è in grado di descrivere la componente fondamentale
della forza, ma trascura gli effetti secondari legati al comportamento reale dell’I-
nerter. Infatti dalle storie temporali della forza nel caso del prototipo di Inerter si
possono osservare la presenza di ulteriori oscillazioni che ne allontanano in modo più
o meno significativo il comportamento rispetto a quello ideale. Inoltre, questi effetti
secondari a parità di prototipo e di frequenza dall’azione aumentano in maniera
quasi proporzionale all’aumentare dell’ampiezza dell’azione.
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Figura 7.9. Forza fB (a-c), spostamento uT (d-f) e accelerazione üT (g-h) al variare
dell’ampiezza A dell’azione (b2 = 47.9 kg e f = 1Hz).

Nelle Figg. 7.9 (d-f), si può osservare come, a parità di frequenza f = 1Hz, la
tavola vibrante è in grado di imporre al prototipo da testare uno spostamento uT
molto vicino a quello ideale, a anche se a causa dei limiti dell’attuatore, le differenze
aumentano all’aumentare dell’ampiezza dell’azione.

Le accelerazioni üT , Figg. 7.9 (d-f), come noto aumentano linearmente con
l’ampiezza, ma risultano influenzate da effetti secondari (es. urti legati ai giochi)
caratterizzati da frequenza superiori a quelli dell’azione e generati dal prototipo
testato che si manifestano maggiormente in termini di accelerazione tra i terminali
dell’Inerter rispetto agli spostamenti.

La Fig. 7.10 mostra rispettivamente il legame costitutivo nel piano fB − uT
(prima riga) e nel piano fB − üT (seconda) per gli analoghi casi riportati in Fig.
7.9.

Un’interessante lettura delle precedenti grandezze dinamiche e cinematiche può
essere fatta nel piano fB − uT , Figg. 7.10 (a-c), che definisce il legame costitutive
del prototipo testato. Come in precedenza, si osserva la rigidezza negativa del
dispositivo, che non varia con l’ampiezza dell’azione. Rispetto al caso ideale, dove il
cui legame costitutivo è rappresentato da una retta nel II e IV quadrante del piano,
il prototipo testato è caratterizzato anche una componente dissipativa che aumenta
all’aumentare dell’ampiezza.

Una lettura duale del legame costituito può essere fatta anche nel piano fB− üT ,
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Figura 7.10. Legame costitutivo nel piano fB − uT (a-c) e nel piano fB − üT (d-f) al
variare dell’ampiezza A dell’azione (b2 = 47.9 kg e f = 1Hz).

Figg. 7.10 (d-f), ma questa risulta maggiormente complessa per gli stessi motivi
discussi per le Figg. 7.8 (d-f). In ogni caso il legame costitutivo è nel I e III
quadrante del piano e si può identificare un’inertanza b abbastanza costante al
variare dell’ampiezza dell’azione. Le maggiori differenze si hanno nel caso A =
10mm dove la forza fB generata dal prototipo è inferiore rispetto agli altri casi e
quindi risulta maggiormente influenzata dagli effetti secondari legati per esempio
alle non linearità del dispositivo testato.

Influenza dell’inertanza del prototipo

La Fig. 7.11, in analogia alle precedenti Figg. 7.7 e 7.9, mostra l’influenza dell’i-
nertanza del prototipo sulla grandezza dinamica forza fB (Figg. 7.11 (a-c)) e sulle
grandezze cinematiche spostamento uT (Figg. 7.11 (d-f)) e accelerazione üT (Figg.
7.11 (g-i)). La colonna centrale si riferisce al prototipo di riferimento con singolo
volano, b2 = 47.9 kg, mentre in quella di sinistra e di destra si riportano i casi in cui
è stata variata l’inertanza agendo sul volano, rispettivamente in assenza di volano,
b1 = 0.1 kg, e con doppio volano, b3 = 95.6 kg.

Nelle configurazioni IF e LF (b2 e b3), si può osservare come per la forza fB,
Figg. 7.11 (b-c), c’è un buon accordo tra i risultati sperimentali e quelli relativi al
modello ideale di Inerter. La forza generata dall’Inerter è direttamente proporzio-
nale all’inertanza e dai risultati sperimentali si osserva come le non linearità non
vengono amplificate all’aumentare della b del dispositivo; infatti il modello ideale
è in grado di descrivere la portante del segnale sperimentale, ma trascura i contri-
buti legati agli effetti secondari. Discorso diverso per il caso in assenza di volano
(configurazione b1 = 0.1 kg), dove la forza fB legata all’inertanza è circa nulla, Fig.
7.11 (a), e i contributi legati alle non linearità (come attriti, giochi, ecc...) risultano
essere preponderanti.
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Figura 7.11. Forza fB (a-c), spostamento uT (d-f) e accelerazione üT (g-h) al variare
dell’inertanza del prototipo (f = 1Hz e A = 20mm).

A parità di azione, si può osservare che anche all’aumentare dell’inertanza del
prototipo, l’attuatore tavola vibrante è in grado di riprodurre nello stesso modo il
segnale ideale in termini di spostamento uT , Figg. 7.11 (d-f).

Nelle Figg. 7.11 (d-f), si osserva come a parità di azione (f = 1Hz e A =
20mm) e all’aumentare dell’inertanza del dispositivo, le accelerazioni üT risultano
influenzate essenzialmente nello stesso modo dai fenomeni locali legati al prototipo
testato (come gli urti legati a giochi interni al dispositivo).

La Fig. 7.12 mostra rispettivamente il legame costitutivo nel piano fB − uT
(prima riga) e nel piano fB − üT (seconda) per gli analoghi casi riportati in Fig.
7.11.

Nel piano fB−uT , Figg. 7.12 (a-c), si osserva come la rigidezza negativa aumenta
proporzionalmente con l’inertanza del dispositivo a partire dalla configurazione NF
(b1 = 0.1 kg), Fig. 7.12 (a), dove la pendenza della retta ideale è quasi nulla.
In quest’ultimo caso, rispetto alle altre due configurazioni testate, si osserva una
significativa componente dissipativa.

Nel piano fB − üT , Figg. 7.12 (d-f), il legame costitutivo ruota in senso antiora-
rio all’aumentare dell’inertanza del prototipo, le curve sono posizionate nel I e III
quadrante e attraverso la stima della pendenza è possibile identificare l’inertanza del
prototipo. Si può osservare come l’inertanza nominale bnom definita in precedenza
interpola bene i risultati sperimentali nei casi in cui l’influenza della componente
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Figura 7.12. Legame costitutivo nel piano fB − uT (a-c) e nel piano fB − üT (d-f) al
variare dell’inertanza del prototipo (f = 1Hz e A = 20mm).

inerziale è significativa (configurazioni b2 = 47.9 kg e b3 = 95.6 kg).

Ammettenza del prototipo

L’ammettenza del prototipo è la funzione di trasferimento tra la forza generata
dall’Inerter e la velocità relativa tra i due terminali del dispositivo. L’ammettenza
è stata calcolata sia in termini di guadagno che di sfasamento tra questi due segnali
nel caso di azione di tipo sinusoidale. Le frequenze indagate risultano comprese nel
range 0.5-4 Hz e con un numero maggiore di punti nelle frequenze relativamente
basse.

In Fig. 7.13 si confrontano le curve di ammittanza ideali e quelle ottenute spe-
rimentalmente per il prototipo di Inerter testato nella configurazione b2 = 47.9 kg,
Fig. 7.13 (a), e b3 = 95.6 kg, Fig. 7.13 (b) e per tre diverse ampiezze dell’azione
(A = 10, 20, 30mm).

La Fig. 7.13 mostra come il prototipo testato in entrambe le configurazioni
tende al modello ideale all’aumentare dell’ampiezza A, ma soprattutto all’aumentare
della frequenza f dell’azione. Inoltre, si può notare come l’ampiezza dell’azione
influisce maggiormente sulle ammettenze quando la frequenza dell’azione risulta
relativamente piccola per poi risultare quasi trascurabile per frequenze più elevate.

In termini di guadagno, le ammettenze sperimentali risultano sovrapposte ri-
spetto a quelle ideali per frequenze relativamente elevate, mentre, in termini di fase,
le funzioni sperimentali nel range di frequenza indagato risultano sempre inferiori
rispetto a quelle ideali.

Risulta interessante notare come all’aumentare dell’inertanza del prototipo il
comportamento sperimentale si avvicina maggiormente a quello ideale per frequen-
ze relativamente più basse. Infatti, in termini di guadagno si osserva come le curve
sperimentali risultano circa sovrapposte a quella ideale per f ≥ 1.5Hz nella configu-
razione b2 = 47.9 kg e per f ≥ 1Hz nella configurazione b3 = 95.6 kg; inoltre, anche
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Figura 7.13. Confronto tra la curva di ammettenza ideale e quella sperimentale del
prototipo testato nelle configurazioni (a) b2 = 47.9 kg e (b) b3 = 95.6 kg e per diverse
ampiezze dell’azione (A = 10, 20, 30mm).

in termini di fase le ammettenze nella configurazione b3 risultano maggiormente
vicine al caso ideale rispetto alla configurazione b2.

Questo risultano mostra come le non linearità manifestate del prototipo (attriti,
giochi, ecc...) tendono a risultare meno importanti all’aumentare dell’inertanza del
dispositivo anche per frequenze dell’azione relativamente basse.

7.3.2 Definizione degli effetti non lineari nel prototipo

Al fine di evidenziare maggiormente le componenti dissipative separatamente da
quelle elastiche e inerziali, uno dei due terminale dell’Inerter è stato sottoposto
ad uno spostamento armonico con onda triangolare, ovvero applicando velocità
costanti durante ciascuna direzione del movimento. Tranne che per la fase di tran-
sizione durante la quale si ha il cambio di direzione del moto, la forza è composta
prevalentemente dagli effetti legati alle componenti dissipate.

La Fig. 7.14 riporta in blu le storie temporali della forza misurata fB e il
relativo legame costitutivo fB−uT nel caso di azione armonica con onda triangolare
(frequenza f = 1Hz e ampiezza A = 20mm) per le configurazioni b0 = 0 kg e
b1 = 0.1 kg.

Le Fig. 7.14 (a,c) si riferiscono al caso in cui l’Inerter non è presente (Configu-
razione b0) al fine di valutare le componenti dissipative legate alla particolare realiz-
zazione del prototipo e al setup di prova. Si può osservare come l’andamento della
forza misurata fB è tipico di un comportamento attritivo del tipo fF = fysign(u̇T )
con fy identificata (riportata in rosso) e pari a 7.3N . La forza di attrito fF è stata
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Figura 7.14. Confronto teorico sperimentale tra la forza fB versus il tempo t e lo spo-
stamento uT per le configurazioni (a,c) b0 = 0 kg e (b,d) b1 = 0.1 kg soggette ad uno
spostamento imposto di tipo armonico con onda triangolare (f = 1Hz e A = 20mm).

associata alla guida su cui si muove la cremagliera e per tale ragione è presente in
tutte le prove e le configurazioni testate.

Nelle Figg. 7.14 (b,d) in rosso si riporta la forza fB ideale associata sia all’Inerter
che alla forza di attrito della guida della cremagliera fF . Si osserva come in questo
caso la forza ideale associata all’Inerter è trascurabile (l’inertanza è circa nulla,
b1,nom = 0.1 kg), mentre la forza di attrito risulta non trascurabile rispetto al valore
della forza misurata. Si osservano inoltre come la presenza del dispositivo Inerter
introduce ulteriori contributi legati alle non linearità del prototipo che possono
essere associati ad attriti, giochi, forze di ingranamento, ecc...

7.4 Definizione di un modello numerico
In questo paragrafo si cerca di definire un modello numerico interpretativo dei risul-
tati sperimentali in precedenza illustrati e predittivo per tutti quei casi non testati
dal punto di vista sperimentale.

7.4.1 Modello dell’Inerter con gioco e componente dissipativa

Il modello proposto è quello riportato in Fig. 7.15 che, oltre alla forza d’attrito fF
in precedenza descritta, combina un modello di Inerter a pignone e cremagliera con



154 7. Prototipo di dispositivo Inerter

un gioco (backlash) e una componente dissipativa di tipo viscoso (caratterizzata da
un coefficiente di smorzamento cB [Nms/rad]). Il gioco è stato modellato attraverso
un albero privo di inerzia nel quale è inserito un gioco di ε = ε1 +ε2 [rad], una molla
rotazionale di rigidezza kS [Nm/rad] e uno smorzatore viscoso cS [Nms/rad].
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Figura 7.15. Modello numerico dell’Inerter.

Il gioco è stato introdotto nell’albero che collega il pignone all’ingranaggio con-
duttore (vedere Fig. 7.3) e quindi seguono le seguenti relazioni. Definendo con
uT = u2 − u1, u̇T e üT rispettivamente lo spostamento, la velocità e l’accelerazione
relativa tra i due terminali dell’Inerter, per il pignone di raggio rP condotto dalla
cremagliera si ha che la velocità angolare del pignone è pari a θ̇P = u̇T /rP e la forza
fP = TP /rP , con TP il momento torcente agente sul pignone che risulta pari a:

TP = TES + TDS = ω2
SJB (θS − θP ) + 2ξSJBωS

(
θ̇S − θ̇P

)
(7.3)

dove θ̇S e θ̇P sono rispettivamente le velocità angolari corrispondenti alle rotazioni
θS e θP . Inoltre ωS =

√
kS/JB e ξS = cS/(2JBωS) sono rispettivamente la pulsa-

zione e il fattore di smorzamento del sistema dinamico che si realizza nella fase di
ingranamento. Per l’ultima parte del moltiplicatore di marcia e del volano si può
ricavare che il momento torcente agente sull’ingranaggio conduttore risulta pari a:

TG = TBB + TDB = JB θ̈G + 2ξBJBωS θ̇G (7.4)

dove JB = mfρ
2(rG/rN )2 è la massa inerziale, θ̇G e θ̈G sono rispettivamente la

velocità e l’accelerazione angolare dell’ingranaggio conduttore e ξB = cB/(2JBωS)
è il fattore di smorzamento associato allo smorzatore viscoso caratterizzato dal
coefficiente di smorzamento cB. In sintesi per il sistema raffigurato in Fig. 7.15 si ha
che la forza generata dal modello di Inerter soggetto ad una deformazione imposta
è pari a fB = fF + fP , dove fF = fysign(u̇T ) è la forza d’attrito della guida della
cremagliera e la forza fP generata dall’Inerter, ovvero il momento torcente TP è
pari a: {TP = TG ≤ 0 se θG − θS = −ε1

TP = TG = 0 se −ε1 < θG − θS < ε2
TP = TG ≥ 0 se θG − θS = ε2

(7.5)
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7.4.2 Identificazione dei parametri del modello

L’obiettivo di questo sottoparagrafo è quello di identificare i parametri del modello
del dispositivo Inerter con gioco e componente dissipativa in modo tale che risulti
interpretativo dei risultati sperimentali.

In questo caso per la configurazione b2 = 47.9 kg, sono stati assunti dei parametri
noti che possono essere determinati con elevata accuratezza, ovvero il valore della
forza di attrito fy = 7.3N identificata nel Sottoparagrafo 7.3.2, il raggio del pignone
rP = 0.018m e la massa inerziale JB = 1.55× 10−2 kgm2.

I parametri che definiscono il modello del gioco, ovvero la pulsazione ωS , il fattore
di smorzamento ξS e gli angoli di backlash ε1 e ε2, e il parametro che definisce la
componente dissipativa, ovvero il fattore di smorzamento ξB, sono stati identificati
sulla base delle misure sperimentali.

Un algoritmo di ottimizzazione ai minimi quadrati è stato utilizzato al fine
ottenere la seguente minimizzazione:

min
ωS , ξS , ε1, ε2, ξB

‖ (fB,th (fy, rP , JB, ωS , ξS , ε1, ε2, ξB)− fB,exp) ‖22 (7.6)

La forza misurata fB,exp è riferita ad un test in cui i due terminali del prototipo
di Inerter nella configurazione b2 sono stati soggetti a uno spostamento armoni-
co sinusoidale imposto caratterizzato da una frequenza f = 1Hz e un’ampiezza
A = 20mm. La forza teorica fB,th è stata ricavata mediante la risoluzione del
modello numerico definito nel precedente sottoparagrafo soggetto alla stessa azione
armonica. Dalla procedura di ottimizzazione sono stati ricavati i seguenti parametri:
ωS = 106.96 rad/s, ξS = 0.25, ε1 = 0.0084 rad (0.48 deg), ε2 = 0.0056 rad (0.32 deg)
e ξB = 0.01. Il gioco totale risulta pari a ε = 0.0140 rad (0.8 deg) a cui corrisponde
uno spostamento della cremagliera di 0.251mm. Il confronto tra i risultati teorici
e sperimentali in termini di forza sono mostrati in Fig. 7.16.
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Figura 7.16. Confronto tra la forza sperimentale fB,exp e quella teorica fB,th trasmessa
da prototipo di Inerter nel caso di uno spostamento armonico sinusoidale imposto (f =
1Hz, A = 20mm e configurazione b2 = 47.9 kg).
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Si osserva come il modello dinamico proposto per interpretare i risultati speri-
mentali è in grado di cogliere con un buon grado di approssimazione le non linearità
del prototipo che allontano in modo più o meno significativo il comportamento
sperimentale dell’Inerter da quello ideale.

La Fig. 7.17 mostra la storia temporale della forza legata all’Inerter fP e di
quella legata all’attrito della guida della cremagliera fF che contribuiscono alla
forza fB,th di Fig. 7.16.
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Figura 7.17. Storie temporali delle componenti alla forza fB,th di Fig. 7.16: (a) forza
dell’Inerter fP e (b) forza d’attrito della guida della cremagliera fF (f = 1Hz, A =
20mm e configurazione b2 = 47.9 kg).

Si osserva come l’entità della forza di attrito fF , Fig. 7.17 (b), risulta trascurabi-
le nella fase di ingranamento degli ingranaggi (fP 6= 0), mentre è l’unico contributo
alla forza totale fB nella fase di non contatto tra gli ingranaggi legata alla presenza
del gioco (fP = 0).

Relativamente alla forza fB,th di Fig. 7.16, in Fig. 7.18 si riporta la storia
temporale della corrispondente componente elastica elastica TES e di quella viscosa
TDS che contribuiscono al momento torcente TP , mentre in Fig. 7.19 si riporta la
storia temporale della corrispondente componente inerziale elastica TBB e di quella
viscosa TDB che contribuiscono al momento torcente TG.

La Fig. 7.18 mostra come il principale contributo al momento torcente TP è
rappresentato dalla componente elastica TES , mentre la Fig. 7.19 mostra come
il principale contributo al momento torcente TG è rappresentato dalla componen-
te inerziale TBB. I contributi legati alle componenti viscose TDS e TDB, infatti,
risultano essere relativamente piccoli rispetto al momento torcente TP = TG.

La Fig. 7.20 mostra la storia temporale del momento torcente TP e il corrispon-
dente angolo di backlash θG − θS corrispondente alla forza fB,th di Fig. 7.16.

Attraverso la definizione del modello dinamico con gioco e componente dissipati-
va oltre a interpretare le evidenze sperimentali è stato possibile valutare il contributo
di ciascuna componente alla forza totale fB e studiare in che modo la presenza del
backlash influenza la dinamica del sistema.

Risulta interessante osservare come nel caso in cui non c’è contatto tra gli in-
granaggi −ε1 < θG− θS < ε2 il momento torcente TP , ovvero la forza fP trasmessa
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Figura 7.18. Storie temporali della componente (a) elastica TES e (b) viscosa TDS del
momento torcente TP corrispondente alla forza fB,th di Fig. 7.16 (f = 1Hz, A = 20mm
e configurazione b2 = 47.9 kg).
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Figura 7.19. Storie temporali della componente (a) inerziale TBB e (b) viscosa TDB del
momento torcente TG corrispondente alla forza fB,th di Fig. 7.16 (f = 1Hz, A = 20mm
e configurazione b2 = 47.9 kg).

dall’Inerter, è nulla, mentre nella fase di ingranamento TP 6= 0 il sistema oscilla con
una pulsazione naturale pari a ωS .

7.5 Conclusioni

In questo capitolo è stato affrontato il tema relativo alla caratterizzazione di un
prototipo in scala di Inerter a pignone e cremagliera testato a spostamento armonico
imposto mediante una tavola vibrante come attuatore. In particolare, l’attenzione
è stata risvolta a range di ampiezze e frequenze tipiche dell’Ingegneria Civile per
i quali evidenze sperimentali risultano limitate. Un primo obiettivo è stato quello
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Figura 7.20. Storie temporali (a) del momento torcente TP e (b) dell’angolo di bac-
klash θG − θS corrispondente alla forza fB,th di Fig. 7.16 (f = 1Hz, A = 20mm e
configurazione b2 = 47.9 kg).

di valutare in che modo il comportamento reale del prototipo si discosta rispetto a
quello ideale.

L’influenza della frequenza e dell’ampiezza della azione, e dell’inertanza del pro-
totipo sono state valutate da un punto di vista sperimentale sia in termini di forza
che in termini di spostamento e accelerazione tra i terminali dell’Inerter.

Nel caso di azione armonica sinusoidale si è osservato che il comportamento
sperimentale del dispositivo non si discosta in modo significativo rispetto a quello
ideale, infatti quest’ultimo riesce a cogliere il comportamento fondamentale del pro-
totipo trascurando una serie di componenti che a seconda dei casi possono risultare
più o meno significative. Si è visto che le maggiori differenze tra il modello ideale e
le evidenze sperimentali sono maggiori quando la forza nell’Inerter è piccola e quindi
le non linearità diventano significative.

Nel caso di Inerter ideale soggetto ad uno spostamento armonico tra i due termi-
nali, la forza nel dispositivo è direttamente proporzionale all’inertanza, all’ampiezza
dello spostamento imposto e al quadrato della frequenza dell’azione. Per tale ra-
gione le non linearità nel prototipo di Inerter risultano non trascurabili quando
l’inertanza, e l’ampiezza e soprattutto la frequenza sono relativamente piccole.

Inoltre si è visto che a differenza degli spostamenti, le accelerazioni misurate
nei terminali del prototipo di Inerter risultano influenzate dal comportamento del
dispositivo ed in particolare dagli urti causati dagli inevitabili giochi tra i vari
componenti meccanici che costituiscono il dispositivo.

Dallo studio delle funzioni di ammettenza è emerso come il comportamento
del prototipo Inerter tende a quello ideale all’aumentare dell’ampiezza dell’azione,
ma soprattutto all’aumentare della frequenza della stessa. Inoltre si è visto come
all’aumentare dell’inertanza del dispositivo il comportamento sperimentale tende
maggiormente a quello ideale anche per frequenze dell’azione relativamente basse.

Attraverso test a spostamento armonico imposto ad onda triangolare è stato
possibile mettere in evidenza le componenti attritive e viscose presenti nel dispo-
sitivo rispetto a quelle elastiche e inerziali. Infatti si è osservato come la presenza
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di una componente attritiva legata alla guida della cremagliera e di una ulteriore
componente dissipativa all’ineterno del prototipo.

Infine un modello numerico non linerare è stato definito in modo da poter inter-
pretare in modo più approfondito i risultati sperimentali e predittivo per le ulteriori
analisi condotte anche in relazione della successiva sperimentazione descritta nel
successivo capitolo. Il modello è stato formulato in modo da tenere in conto gli
effetti legati ai giochi tra i diversi ingranaggi che costituiscono il prototipo e le
diverse componenti dissipative presenti. Infine una procedura di ottimizzazione è
stata definita al fine di identificare i parametri incogniti del modello e di avvicinarne
i risultati a quelli ottenuti sperimentalmente.

I risultati relativi al modello dinamico numerico con gioco e componente dis-
sipativa hanno evidenziato come il principale contributo alla forza generata dal
prototipo risulta essere quella legata alla componente inerziale ed elastica, mentre i
contributi delle componenti viscose risultano essere molto piccoli. Inoltre si è visto
come nella fase di ingranaggio tra gli ingranaggi il sistema oscilla con la frequenza
del sistema dinamico formato dalla componente elastica e inerziale che costituiscono
il sistema.

In conclusione a seguito dei risultati mostrati in questo capitolo si ritiene che nel
caso di applicazioni tipiche dell’ingegneria civile il comportamento dell’Inerter non
si discosta in maniera significativa rispetto a quello ideale. Infatti in questi casi i
livelli di forza nell’Inerter sono relativamente elevati dal momento che nonostante il
campo di frequenze non risulta relativamente elevato sia le ampiezze dell’azione che
le inertanze sono elevate. Inoltre si ritiene che alcune non linearità come i giochi si
mantengono inalterati con la scala del dispositivo e quindi nel caso di prototipi in
scala come quelli testati in questo caso alcuni effetti potrebbero risultare amplificati.
Per tale ragione in successivi studi si vuole valutare il ruolo dell’effetto scala sui
dispositivi Inerter di tipo meccanico.
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Capitolo 8

Sistema isolato a un grado di
libertà dotato di TMDI

8.1 Premessa

In questo capitolo, si riportano i risultati relativi alla sperimentazione su tavola
vibrante di un sistema isolato a un gdl dotato di sistema di controllo TMDI. In-
fatti in letteratura non sono presenti evidenze sperimentali di questa particolare
configurazione.

A seguito dei risultati emersi nel Capitolo 4 per le strutture multipiano a base
isolata e dotate di TMDI, uno degli obiettivi che si è voluto perseguire in questa
sperimentazione è stato quello di valutare la fattibilità, l’applicabilità, la robustezza
e l’efficacia del TMDI nel ridurre lo spostamento del BIS senza incrementarne le
accelerazioni.

In ogni caso, il sistema testato risulta rappresentativo di numerose situazioni
strutturali e per tale ragione sono stati perseguiti degli ulteriori obiettivi. In par-
ticolare oltre alla valutazione dell’efficacia sismica si è voluta studiare l’influenza
sulla risposta dinamica del sistema dell’ampiezza dell’azione (al fine di mettere in
evidenza eventuali non linearità del sistema) e dei parametri inerziali del sistema di
controllo (inertanza e massa ausiliaria). Infine è stato definito un modello numerico
non lineare interpretativo e predittivo delle evidenze sperimentali.

8.2 Test su tavola vibrante

8.2.1 Modello sperimentale

Il modello fisico del sistema a 2 gradi di libertà, Fig. 8.1, è composto da (i) una
massa isolata, connessa al suolo attraverso un isolatore elastomerico (nel seguito
isolatore del BIS), (ii) una massa ausiliaria collegata alla massa isolata attraverso
un isolatore elastomerico (nel seguito isolatore del TMD) e (iii) un Inerter che collega
la massa ausiliaria a terra: il primo rappresenta il sistema isolato alla base (BIS)
da proteggere, il secondo svolge il ruolo di sistema Tuned Mass Damper (TMD)
che insieme al terzo (dispositivo Inerter) costituisce il sistema Tuned Mass Damper
Inerter (TMDI).
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Figura 8.1. Modello fisico del sistema isolato alla base (BIS) dotato di TMDI: (a) Foto
ed (b) esploso.

La massa isolata (mI = 125 kg) è composta da due piastre (dimensioni: 0.78m×
0.68m×0.015m) di acciaio dolce unite attraverso bulloni. Il modello è stato testato
con tre differenti masse ausiliarie realizzate attraverso: (i) un pannello di legno
multistrato (dimensioni sezione: 0.10m×0.025m e lunghezza: 1.25m), mT,1 = 6 kg
(nel seguito small mass, SM), (ii) un tubolare rettangolare (dimensioni sezione:
0.10m × 0.025m, spessore: 3mm e lunghezza: 0.815m) di acciaio dolce, mT,2 =
10 kg (nel seguito intermediate mass, IM) e (iii) il precedente tubolare rettangolare
con aggiunte due piastre di acciaio (sezione: 0.12m× 0.02m e lunghezza: 0.22m),
mT,3 = 20 kg (nel seguito large mass, LM).

Gli isolatori del BIS e del TMD sono due isolatori circolari in gomma ad al-
to smorzamento (HDRB, High Damping Rubber Bearings), Fig. 8.2, costituiti da
27 strati di gomma di spessore 2mm e 26 piastre in acciaio di spessore 1mm.
Lo spessore totale della gomma è quindi di 54mm, mentre l’altezza dell’isolatore,
escluse le piastre terminali, è di 80mm. Il diametro totale è di 58mm, costitui-
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to da 53mm di diametro delle piastre in acciaio e da 5mm di ricoprimento della
gomma. Le piastre terminali consentono di fissare gli isolatori alle masse. La rigi-
dezza equivalente nominale, corrispondente ad una deformazione γ = 100%, è pari
a knom = 0.018 kN/mm.
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80 100
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4 Ø 6 mm

27 x 2 mm
strati in
gomma

26 x 1 mm

piastre in
acciaio

A

Figura 8.2. Isolatore in gomma ad alto smorzamento: (a) Pianta e (b) sezione A-A.

L’inertanza b è fornita dal prototipo di Inerter a pignone e cremagliera caratte-
rizzato nel Capitolo 7. Il dispositivo è stato testato in tre diverse configurazioni: (i)
No flywheel (NF) b1,nom = 0.1 kg, (ii) Intermediate flywheel (IF) b2,nom = 47.9 kg e
(iii) Large flywheel (LF) b3,nom = 95.6 kg.

A parte il caso del solo sistema isolato, il modello è stato testato in dodici
differenti configurazioni riportate in Tabella 8.1. In particolare per il parametri
inerziali del sistema sono stati definiti i seguenti parametri adimensionali: rapporto
di massa µi = mT,i/mI , con i = 1− 3, e rapporto di inertanza βi = bi,nom/mI , con
i = 0− 3.

Configurazione Small mass Intermediate mass Large mass
(µ1 = 0.048) (µ2 = 0.080) (µ3 = 0.160)

No Inerter x x x(β0 = 0)

No Flywheel x x x(β1 = 0.001)

Intermediate Flywheel x x x(β2 = 0.383)

Large Flywheel x x x(β3 = 0.765)
Tabella 8.1. Lista delle configurazioni testate.

8.2.2 Setup sperimentale

I test sono stati condotti su una tavola vibrante ad un grado di libertà nel Labora-
torio Materiali e Strutture del Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica
della Sapienza, Università degli studi di Roma. La tavola vibrante, di dimensioni
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1.5m × 1.5m, prodotta dalla Moog Inc. e controllata attraverso il software Moog
Replication, ha le seguenti caratteristiche: massima frequenza di operatività 20Hz;
accelerazione massima > ±1 g, dove g è l’accelerazione di gravità; velocità massima
> ±1m/s; spostamento massimo ±0.2m; massima massa 2 t.
Il modello è stato equipaggiato con i seguenti sensori di misura, Figg. 8.3, 8.4 e 8.5:

• n. 5 accelerometri piezoelettrici ICP®, modello 393A03 e prodotti dalla PCB
Piezotronic e così ripartiti: uno sulla tavola vibrante (üG), due sulla massa
del sistema isolato (ü(tot)

I,r e ü(tot)
I,l ), uno sulla massa del sistema TMD (ü(tot)

T )
e uno sul supporto dell’Inerter (ü(tot)

B );

• n.3 trasduttori di spostamento lineari, modello SLS 190 e prodotti dalla Penny
e Giles, al fine di misurare gli spostamenti relativi tra la massa della tavola
vibrante e il suolo (uG), tra la massa del sistema isolato e la massa della tavola
vibrante (uI) e tra la massa del sistema TMD e la massa del sistema isolato
(uTI);

• n.1 cella di carico, modello U9B e prodotta dalla HBM, al fine di misurare la
forza trasmessa dall’Inerter alla tavola (fR).

I dati sperimentali sono stati acquisiti, con una frequenza di campionamento pari
a 500 Hz, attraverso n. 3 sistemi di acquisizione dati (Data acquisition system,
DAQ), modello Krypton 3xSTG prodotti dalla DEWESoft, e gestiti dal software
DEWESoft.

Oltre alle precedenti quantità misurate, è stato possibile calcolare le restan-
ti quantità di interesse; infatti, l’accelerazione assoluta della massa del BIS ü(tot)

I è
stata calcolata come media delle accelerazioni misurate ü(tot)

I,r e ü(tot)
I,l , l’accelerazione

relativa dell’Inerter üT è stata calcolata come differenza delle accelerazioni misurate
ü

(tot)
T e ü(tot)

B e lo spostamento dell’Inerter uT è stato calcolato come somma degli
spostamenti misurati uI e uTI . Inoltre, le velocità della massa del BIS u̇I , della
massa del TMD u̇TI e dell’Inerter u̇T sono state calcolate rispettivamente per diffe-
renziazione nel tempo degli spostamenti uI , uTI e uT . La forza generata dall’Inerter
fB è stata calcolata come somma tra la reazione fR e la forza d’inerzia legata alla
massa dell’Inerter + slitta mi, con i = 0− 3, e all’accelerazione assoluta della slit-
ta ü(tot)

B . In particolare, la massa dell’Inerter + slitta nelle quattro configurazioni
assume i seguenti valori m0 = 16.7 kg, m1 = 16.7 kg, m2 = 18.8 kg e m3 = 20.9 kg.
Infine, attraverso la conoscenza della forza fB e delle accelerazioni assolute ü(tot)

I

e ü(tot)
T è stato possibile, sfruttando le equazioni del moto del sistema, calcolare le

forze fT = −fB −mT ü
(tot)
T e fI = fT −mI ü

(tot)
I rispettivamente nell’isolatore del

TMD e del BIS.
Nel seguito, salvo diversa indicazione, i segnali sono stati filtrati prima con un

filtro Butterworth passa altro del primo ordine con frequenza di taglio 0.16 Hz e poi
con un filtro Butterworth passa basso del primo ordine con frequenza di taglio 20
Hz. Inoltre, verranno utilizzate le seguenti unità di misura: mm per gli spostamenti,
m/s2 per le accelerazioni e kN per le forze.

Il modello fisico è stato testato su tavola vibrante mediante sia prove di iden-
tificazione dinamica che sismiche. Per i test di identificazione dinamica sono stati
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Figura 8.3. Foto del setup sperimentale e disposizione dei sensori di misura.

utilizzati segnali di tipo (i) sine sweep lineare (frequenza variabile da 0.5 a 10Hz
con una velocità di 0.08Hz/s) e (ii) sine sweep a blocchi (costituita da 20 cicli
per raggiungere lo stato stazionario nell’intervallo di frequenza 0.5 − 10.0Hz, con
un passo di 0.05Hz vicino alle frequenze di risonanza del sistema e 0.1Hz nel re-
sto della banda). I segnali di di tipo sine sweep sono stati assegnanti in controllo
di spostamento in modo tale da imporre fissate accelerazioni di picco alla tavola
vibrante.

Al fine di valutare l’efficacia sismica sono stati condotti test con (i) segnali di
tipo rumore bianco casuale (densità spettrale di potenza costante tra 0.5 e 10.0Hz)
e (ii) accelerogrammi naturali. E’ stata utilizzata un’ampia selezione di accelero-
grammi naturali, in modo da valutare l’influenza sull’efficacia del TMDI proposto
della durata dell’input e del contenuto di frequenza. In dettaglio, sono stati selezio-
nati i sei accelerogrammi naturali, riportati in Tabella 2.1. Tra questi, Northridge-
Sylmar-Olive View, Kobe-KJMA, Irpinia-Sturno e Cape Mendocino-Petrolia sono
terremoti di tipo near-fault caratterizzati da una preponderante componente impul-
siva, mentre Imperial Valley-El Centro e Tokachi-Oki-Hachinohe sono terremoti di
tipo far-field. La scala temporale degli segnali sismici è stata scalata di un fattore
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Figura 8.4. Schema del setup sperimentale e disposizione dei sensori di misura.

5 per tenere in conto della scala ridotta del modello fisico. I test sismici sono sta-
ti eseguiti a diversi livelli di accelerazione di picco del terreno (PGA) per ciascun
accelerogramma, senza mai superare la deformazione di taglio ammissibile per gli
isolatori e lo spostamento massimo nel prototipo di Inerter.

Nei successivi paragrafi prima verrà studiata la risposta dinamica del modello
in oggetto nel caso di azioni di tipo sine sweep (sia lineari che a blocchi) al variare
dell’ampiezza dell’azione e delle proprietà inerziali del sistema di controllo (inertanza
e massa ausiliaria) per poi valutare l’efficacia sismica del sistema TMDI nel caso di
azione di tipo rumore bianco e nel caso di accelerogrammi naturali imposti alla base.
Verrà infine proposto un modello numerico non lineare interpretativo e predittivo
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Figura 8.5. Vista del setup sperimentale.

delle evidenze sperimentali.

8.3 Studio della risposta dinamica
In questo paragrafo si vuole valutare da un punto di vista sperimentale l’influenza
sulla risposta dinamica del sistema sia dell’ampiezza dell’azione sia dei parametri
inerziali del TMDI. Nel seguito le curve di risposta in frequenza (FRC) Hϕ, dove ϕ
rappresenta la ϕ-esima grandezze di risposta, sono state normalizzate rispetto alla
FRC relativa all’accelerazione imposta HüG e per tale ragione sono state definite le
seguenti FRC normalizzate:

HyI = HuI

HüG

, H
ÿ

(tot)
I

=
H
ü

(tot)
I

HüG

, HrI = HfI

HüG

,

HyT I = HuT I

HüG

, H
ÿ

(tot)
T

=
H
ü

(tot)
T

HüG

, HrT = HfT

HüG

,

HyT = HuT

HüG

, HÿT = HüT

HüG

, HrB = HfB

HüG

(8.1)

8.3.1 Influenza dell’ampiezza dell’azione e non linearità del sistema

In questo sottoparagrafo si vuole valutare in che modo si modifica la risposta di-
namica del sistema al variare dell’ampiezza dell’azione in modo tale da mettere in
evidenza la presenza di eventuali non linearità del sistema. L’attenzione è stata ri-
volta inizialmente alle grandezze di risposta del BIS (in particolare allo spostamento
uI) e successivamente a quelle del sistema di controllo TMDI.

In Fig. 8.6, al fine di evidenziare eventuali non linearità del sistema, si riportano
le storie temporali dello spostamento del BIS sia della fase di andata che di quella
di ritorno della sine sweep lineare.

Nelle Figg. 8.6 (a-c), in particolare, si riporta lo spostamento uI nel caso di
assenza di sistema di controllo TMDI per tre diversi livello di ampiezza dell’azione,
rispettivamente, PGA = 0.05, 0.10, 0.15 g. Si può osservare come in tutti e tre
i grafici il sistema evidenzia una sola pseudo-amplificazione dinamica (nel seguito
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Figura 8.6. Sine sweep lineare. Storie temporali dello spostamento del BIS uI dell’an-
data e del ritorno al variare dell’ampiezza dell’azione (PGA = 0.05, 0.10, 0.15 g) nelle
configurazioni: (a-c) BIS e (d-f) BIS+TDMI (β2 = 0.383 e µ2 = 0.080).

chiamata solo amplificazione dinamica) che si sposta verso sinistra all’aumentare
dell’ampiezza dell’azione, in quanto la rigidezza dell’isolatore elastomerico diminui-
sce all’aumentare della deformazione (si passa da uno spostamento uI inferiore a
5mm nel caso di PGA = 0.05 g a oltre 30mm nel caso di PGA = 0.15 g). Si può
osservare, inoltre, come la risposta in termini di spostamento tra la fase di andata
e quella ritorno della sine sweep lineare non risultano sovrapposti ed in particola-
re l’amplificazione dinamica del ritorno è posizionata sempre a sinistra rispetto a
quella dell’andata, a dimostrazione del comportamento softening dell’isolatore.

Nelle Figg. 8.6 (d-f), invece, si riporta lo spostamento del BIS per gli stessi livelli
di ampiezza dell’azione delle rispettive Fig. 8.6 (a-c), ma nel caso di BIS dotato di
sistema di controllo TMDI nella configurazione con rapporto di inertanza e di massa
intermedia, β2 = 0.383 e µ2 = 0.080, che verrà presa come riferimento nel seguito
del capitolo. In questo caso si osserva come il sistema risulta caratterizzato da due
amplificazioni dinamiche posizionate rispettivamente prima e dopo quella del BIS
non controllato e queste risultano maggiormente evidenti per ampiezze dell’azione
relativamente elevate come nel caso riportato in Fig. 8.6 (f). Si osserva che solo
per la prima amplificazione dinamica la risposta relativa alla fase di andata non è
sovrapposta a quella relativa al ritorno e in particolare, come già visto per il caso del
solo BIS, l’amplificazione dinamica relativa al ritorno è posizionata a sinistra rispetto
a quella dell’andata. Risulta interessante osservare come il valore massimo dello
spostamento uI in presenza del sistema di controllo TMDI risulta particolarmente
ridotto indipendentemente dall’ampiezza dell’azione (si ha una riduzione del 39%
nel caso di PGA = 0.05 g e del 33% nel caso di PGA = 0.15 g).

La Fig. 8.7 riporta il modulo delle curve di risposta in frequenza (FRC) HyI

relative allo spostamento uI per gli stessi casi descritti in Fig. 8.6 al fine di mettere
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in maggiore evidenza i comportamenti in precedenza osservati.
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Figura 8.7. Sine sweep lineare. Curve di risposta in frequenza relative allo spostamen-
to del BIS uI dell’andata e del ritorno al variare dell’ampiezza dell’azione (PGA =
0.05, 0.10, 0.15 g) nelle configurazioni: (a-c) BIS e (d-f) BIS+TDMI (β2 = 0.383 e
µ2 = 0.080).

In analogia alle Figg. 8.6 (a-c), nelle Figg. 8.7 (a-c) si riportano la FRC dello
spostamento uI nel caso di solo BIS sia della fase di andata che di quella di ritorno
per tre diversi livelli di PGA. In tutti i casi si osserva una singola amplificazione
dinamica caratterizzata da una pseudo-frequenza (nel seguito chiamata solo fre-
quenza) f0 che diminuisce all’aumentare dell’ampiezza dell’azione (si passa da una
frequenza f0 nella fase di andata di 3.1Hz nel caso di PGA = 0.05 g a 2.2Hz nel
caso di PGA = 0.15 g). Inoltre si nota che, a parità di ampiezza dell’azione, le FRC
della fase di andata e di ritorno non sono sovrapposte, ma quella relativa al ritorno
è caratterizzata da una ampiezza dell’amplificazione maggiore e da una frequenza
minore rispetto a quella relativa all’andata. Si osserva quindi una regione tra le due
curve definita di isteresi posizionata a sinistra dell’amplificazione dinamica legata
al comportamento softening dell’isolatore.

Nelle Figg. 8.7 (d-f) si riportano le FRC dello spostamento uI nel caso di BIS
dotato di TMDI nella configurazione di riferimento per gli stessi livelli di ampiezza
della sine sweep lineare in precedenza commentati. Per tutti i casi si osservano due
amplificazioni dinamiche dove la prima è caratterizzata da un’ampiezza molto mag-
giore rispetto alla seconda. Inoltre si nota come le frequenze f1 e f2 (con f2 > f1) in
corrispondenza delle due amplificazioni dinamiche diminuiscono all’aumentare del-
l’ampiezza dell’azione e le variazioni percentuali risultano maggiori per la frequenza
f1 rispetto alla frequenza f2 (tra il caso PGA = 0.05 g e quello PGA = 0.15 g si ha
una riduzione del 25% per la frequenza f1 e del 16% per la frequenza f2). Inoltre,
a parità di PGA, la frequenza f0 nel caso di solo BIS risulta sempre intermedia
rispetto a quelle del caso in cui il BIS è dotato di TMDI (f2 > f0 > f1). Nel caso di
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BIS+TMDI, inoltre, solo per la prima amplificazione dinamica non c’è coincidenza
tra le FRC relative alla fase di andata e di ritorno della sine sweep e, a parità di
PGA, la differenza tra le due curve, ovvero l’area di isteresi, è inferiore rispetto
al caso di solo BIS. Le FRC mostrano, infine, come il sistema di controllo TMDI
risulta efficace nel ridurre lo spostamento del sistema isolato alla base.

Le Figg. 8.8 (a-c) mostrano rispettivamente le storie temporali della fase di
andata della sine sweep lineare dello spostamento uI , dell’accelerazione ü(tot)

I e della
forza fI del BIS non controllato al variare dell’ampiezza dell’azione. Nel seguito,
salvo diversa indicazione, l’attenzione sarà concentrata solo sulla fase di andata della
sine sweep sia lineare sia a blocchi.
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Figura 8.8. Sine sweep lineare. Storie temporali delle grandezze di risposta (a) sposta-
mento uI , (b) accelerazione ü(tot)

I e (c) forza fI del BIS nel caso non controllato al
variare dell’ampiezza dell’azione.

Si può osservare come all’aumentare del PGA per tutte le grandezze di rispo-
sta del BIS l’ampiezza dell’amplificazione dinamica aumenta, mentre la corrispon-
dente frequenza diminuisce. Invece lontani dall’amplificazione dinamica le risposte
risultano meno influenzate da questo parametro.

Questi risultati appaiono utili per essere confrontati con quelli mostrati in Figu-
ra 8.9 nella quale si vuole mettere in evidenza l’influenza dell’ampiezza dell’azione
sulle grandezze di risposta cinematiche (spostamenti e accelerazioni) e dinamiche
(forze) nel caso di BIS controllato dal sistema di controllo TMDI nella configura-
zione di riferimento (β2 = 0.383 e µ2 = 0.080). La figura è una matrice 3× 3 dove
lungo le colonne si riporta rispettivamente lo spostamento, l’accelerazione e la forza
dei tre componenti che costituiscono il modello fisico, ovvero il BIS (prima riga), il
sistema TMD (seconda riga) e il dispositivo Inerter (terza riga).

Per quanto riguarda lo spostamento del BIS, Fig. 8.9 (a), si può osservare come
risulti particolarmente evidente una sola amplificazione dinamica caratterizzata da
una frequenza che diminuisce all’aumentare dell’ampiezza dell’azione. Confrontan-
do la risposta con il caso di BIS non controllato, Fig. 8.8 (a), si osserva come lo
spostamento massimo del sistema d’isolamento risulta particolarmente ridotto (si
ha una riduzione del 30% per il PGA = 0.15 g e del 37% per il PGA = 0.05 g).

L’accelerazione ü(tot)
I , Fig. 8.9 (b), mostra in modo abbastanza evidente le due

amplificazioni dinamiche del sistema la cui ampiezza aumenta all’aumentare del
PGA dell’azione mentre le corrispondenti frequenze diminuiscono. Come è stato
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Figura 8.9. Sine sweep lineare. Storie temporali delle grandezze di risposta del BIS
dotato del sistema TMDI nella configurazione di riferimento (β2 = 0.383 e µ2 = 0.080)
al variare dell’ampiezza dell’azione.

osservato per lo spostamento, il sistema di controllo TMDI è in grado di ridurre,
anche in modo significativo, l’accelerazione del sistema isolato in termini di valore
massimo, ma le maggiori riduzioni si hanno in corrispondenza della frequenza di
risonanza del BIS non controllato f0, Fig. 8.8 (b).

In Fig. 8.9 (c), la forza del sistema di isolamento fI mostra analoghe tendenze
osservate per lo spostamento uI .

Per quanto riguarda le grandezze risposta del sistema di controllo suddivise tra
quelle relative al sistema TMD, Fig. 8.9 (d-f) e quelle relative al dispositivo Inerter,
Fig. 8.9 (g-i) le seguenti osservazioni generali possono essere fatte.

Si può osservare come, ad eccezione dello spostamento dell’Inerter uT che ha
un andamento simile a quello dello spostamento del BIS uI anche se con ampiezze
maggiori, le altre risposte sono caratterizzate da una ampia banda si frequenza del-
l’azione in cui l’ampiezza della risposta è circa costante. All’aumentare del PGA
l’ampiezza di entrambe le amplificazioni dinamiche aumenta, mentre le corrispon-
denti frequenze diminuiscono a dimostrazione del comportamento di tipo softening
dei due isolatori elastomerici.

Le storie temporali di tutte le grandezze cinematiche o dinamiche presentano
degli andamenti sostanzialmente regolari, ad eccezione delle accelerazioni del siste-
ma di controllo ü(tot)

T e üT che invece mostrano alcune irregolarità attribuite alle
non linearità dell’Inerter. Infatti, come visto nel Capitolo 7 relativo alla caratte-
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rizzazione del solo prototipo di Inerter, le non linearità emerse tra cui i giochi tra
i diversi componenti meccanici che compongono il prototipo generano urti che ri-
sultano particolarmente evidenti in termini di accelerazione tra i suoi due terminali
che in questo caso corrispondono proprio alle grandezze in questione ü(tot)

T e üT .
In Fig. 8.10, si confrontano le curve di risposta in frequenza delle grandezze

di risposta del BIS con e senza TMDI per due diversi PGA dell’azione. Le FRC
relative alla sine sweep a blocchi sono state ottenute valutando il massimo valore
allo stazionario della grandezza di risposta a quella specifica frequenza. Come si può
osservare le FRC presentano andamenti abbastanza regolari legati anche al piccolo
passo di variazione tra una frequenza e quella successiva (df = 0.05Hz nei pressi
delle amplificazioni dinamiche).
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Figura 8.10. Sine sweep a blocchi. Curve di risposta in frequenza delle grandezze di
risposta del sistema isolato con e senza sistema controllo TMDI di riferimento (β2 =
0.383 e µ2 = 0.080) al variare dell’ampiezza dell’azione (a-c) PGA = 0.05 g e (d-f)
PGA = 0.10 g.

Dalle figure è possibile notare come in tutti i casi la frequenza f0 in corrispon-
denza dell’amplificazione dinamica del solo BIS è intermedia alle due frequenze f1
e f2 del BIS dotato di TMDI (f2 > f0 > f1). Inoltre l’ampiezza massima delle
FRC nel caso in cui è presente il sistema di controllo TMDI risulta sempre inferiore
rispetto al caso di solo BIS.

Si può notare come, per il PGA più piccolo, il sistema di controllo è in grado
di ridurre lo spostamento del BIS, Fig. 8.10 (a), in un ampio range di frequenze,
soprattutto quando le frequenze dell’azione sono maggiori della frequenza del solo
BIS. All’aumentare del PGA, Fig. 8.10 (d), l’efficacia nel ridurre lo spostamento uI
è maggiore dal momento che la risposta del BIS+TMDI è sempre comparabile o più
piccola rispetto al caso del BIS non controllato.

Nelle Figg. 8.10 (b,e), si osserva come il TMDI è in grado di ridurre l’accelerazio-
ne del BIS in un’ampia banda di frequenza, ma per frequenze relativamente elevate
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(f > 4−5Hz a seconda del PGA ovvero nell’intorno della frequenza f2) la risposta
del BIS con sistema di controllo è maggiore rispetto a quello del sistema isolato non
controllato. Infine, la forza fI , Figg. 8.10 (c,f), mostra tendenze analoghe a quelle
osservate per lo spostamento uI .

In Figura 8.11 si riportano i legami forza-spostamento fI − uI , relativi all’iso-
latore del BIS, in corrispondenza delle frequenze f1, f0 e f2 nelle configurazioni
con e senza sistema di controllo TMDI di riferimento per due diversi livelli di PGA
della sine sweep a blocchi. Nelle figure con il simbolo λI è stato indicato il rappor-
to tra la rigidezza equivalente dell’isolatore del BIS kI alla generica deformazione
γ (corrispondente alla pendenza della retta indicata in figura) e quella nomina-
le corrispondente ad una deformazione γ = 100% (λI = kI/knom). Invece con il
simbolo ξI è stato indicato il fattore di smorzamento equivalente valutato come
ξI = ED/(4πEE) con ED l’energia dissipata (corrispondente all’area racchiusa dal
ciclo) e con EE l’energia elastica.

Figura 8.11. Sine sweep a blocchi. Legami forza-spostamento, fI − uI , in corrispondenza
delle frequenze f1, f0 e f2 nelle configurazioni con e senza TMDI (β2 = 0.383 e µ2 =
0.080) al variare dell’ampiezza dell’azione (a-c) PGA = 0.05 g e (d-f) PGA = 0.10 g.

Dalla Figura 8.11 si osserva come in generale all’aumentare della deformazione,
ovvero all’aumentare dello spostamento uI , la rigidezza equivalente λI e il fattore
di smorzamento equivalente ξI diminuiscono. Inoltre tipicamente, tra il caso non
controllato e quello controllato e a parità di frequenza e PGA dell’azione, i fattori di
smorzamento equivalente risultano confrontabili, mentre per piccole deformazioni la
rigidezza equivalente è circa la stessa per poi variare in modo più significativo per
valori di deformazione maggiori.

Si può osservare come, per i livelli di ampiezza dell’azione indagati, l’energia
dissipata ED nel caso di solo BIS (curva blu) e in corrispondenza della frequenza
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del sistema non controllato f0 (Figg. 8.11 (b,e)) è sempre maggiore rispetto a quella
dissipata nel caso di presenza di TMDI (curva rossa). Invece l’energia dissipata
nel caso non controllato rispetto al caso con sistema di controllo è inferiore per la
frequenza f1 e maggiore per la frequenza f2 per il per il PGA più piccolo (Figg. 8.11
(a,c)), viceversa è maggiore per la frequenza f1 e inferiore per la frequenza f2 per il
per il PGA più grande (Figg. 8.11 (d,f)).

Per completezza di trattazione, in Figura 8.12 si riportano i legami forza-spostamento
fT − uTI , relativi all’isolatore del TMDI, e fB − uT , relativi al prototipo di Inerter,
in corrispondenza delle frequenze f1, f0 e f2 per il PGA = 0.10 g. In analogia alla
Fig. 8.10, con il simbolo λT è stato indicato il rapporto tra la rigidezza equivalente
dell’isolatore del TMD kT e quella nominale (λT = kT /knom), mentre con il simbolo
ξT è stato indicato il fattore di smorzamento equivalente. Invece con il simbolo λB
è indicata il rapporto tra la rigidezza negativa del legame fB − uT (corrispondente
alla pendenza della retta indicata in figura) e quella nominale nel caso di Inerter
ideale pari a −bnom(2πf)2.

Figura 8.12. Sine sweep a blocchi. Legami forza-spostamento (a) fT − uT I e (b) fB − uT

nella configurazione BIS+TMDI (β2 = 0.383 e µ2 = 0.080) in corrispondenza della
frequenza dell’azione f1, f0 e f2 (PGA = 0.10 g).

La Fig. 8.12 (a) mostra tendenze analoghe a quelle emerse per l’isolatore del BIS.
In particolare si evince come i legami costitutivi in corrispondenza delle frequenze
f1 e f0 risultano circa gli stessi (le due frequenze risultano abbastanza vicine),
mentre in corrispondenza della frequenza f2 il legame costitutivo è caratterizzato
da una deformazione inferiore e quindi una rigidezza e un fattore di smorzamento
equivalente maggiore.

Il legame forza-spostamento dell’Inerter, Fig. 8.12 (b), evidenzia come la rigi-
dezza negativa aumenta all’aumentare della frequenza dell’azione ed è circa pari a
quella nominale (i valori di λB sono prossimi all’unità) ad eccezione del caso in cui
il sistema è forzato ad una frequenza f2, pari a quella della seconda amplificazione
dinamica del BIS+TMDI, dove il valore di λB si discosta rispetto all’unità. Questo
comportamento è legato al fatto che in corrispondenza della frequenza f2 lo spo-
stamento uT (< 1mm) è più di un ordine di grandezza più piccolo rispetto agli
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altri due casi e quindi per piccoli spostamenti le non linearità dell’Inerter (tra cui i
giochi che sono dell’ordine del decimo di millimetro) ne discostano maggiormente il
comportamento rispetto a quello ideale.

In Fig. 8.13 si riportano, in corrispondenza della frequenze f1, f0 e f2 e per
due diversi livelli di PGA della sine sweep a blocchi, gli spostamenti normalizzati
delle masse mI e mT , di(t̄) = ui(t̄)/uI0,max con i = I, T , dove t̄ è l’istante di tempo
in cui si ha il valore massimo dello spostamento del sistema isolato nel caso di
BIS dotato di TMDI e uI0,max rappresenta il valore di picco dello spostamento del
BIS non controllato alla corrispondente frequenza e ampiezza dell’azione. Valori
dello spostamento normalizzato dI(t̄) inferiori all’unità significano che il sistema di
controllo risulta efficace nel ridurre il valore di picco dello spostamento del BIS.

Figura 8.13. Sine sweep a blocchi. Spostamenti normalizzati di(t̄), con i = I, T , dei gdl
del BIS+TMDI (β2 = 0.383 e µ2 = 0.080) in corrispondenza delle frequenze (a) f1, (b)
f0 e (c) f2 al variare del PGA dell’azione (PGA = 0.05, 0.10 g).

Si può osservare come, per i PGA considerati, le due masse si muovono in fase
con uno spostamento dT (t̄) non significativamente più grande rispetto allo sposta-
mento dI(t̄) (la deformazione nell’isolatore del TMD è inferiore rispetto a quella
del BIS) in corrispondenza delle frequenze f1 e f0, Figg. 8.13 (a-b), mentre per la
f2, Fig. 8.13 (c), ad uno spostamento massimo del BIS è associato una spostamen-
to circa nullo della massa mT (la deformazione nei due isolatori è confrontabile).
La Fig. 8.13 (a) mostra come in corrispondenza della frequenza f1 lo spostamento
del BIS in presenza del TMDI è maggiore rispetto al caso di solo sistema isolato,
ma all’aumentare del PGA le differenze tra sistema controllato e non controllato
risultano meno significative. Invece, per la frequenza f0, Fig. 8.13 (b), si osserva
come il sistema di controllo è in grado di ridurre in modo abbastanza significativo
lo spostamento del BIS (i valori dello spostamento normalizzato dI(t̄) sono inferiori
a 0.5 per il PGA = 0.05 g). Infine, si può osservare come per la frequenza f2 lo
spostamento del BIS dotato di TMDI è circa uguale a quello del sistema isolato non
controllato per il PGA = 0.05 g, mentre lo spostamento normalizzato dI(t̄) assume
valori maggiori dell’unità per il PGA = 0.10 g, Fig. 8.13 (c).

In conclusione in questo sottoparagrafo è stata valutata l’influenza dell’ampiezza
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dell’azione sulla risposta dinamica del BIS con e senza sistema di controllo TMDI. Si
è osservato come il comportamento non lineare del sistema è di tipo softening legato
all’utilizzo di isolatori elastomerici ad alto smorzamento. Infatti all’aumentare del-
l’ampiezza dell’azione i valori delle frequenze in corrispondenza delle amplificazioni
dinamiche diminuiscono, ovvero il sistema riduce la propria rigidezza all’aumentare
dell’ampiezza dell’azione. Inoltre è stato osservato come il sistema di controllo TM-
DI è in grado di ridurre in modo significativo e per un ampio range di frequenze la
risposta del sistema isolato. Inoltre si è visto come gli urti legati ai giochi presenti
nell’Inerter, particolarmente evidenti in termini di accelerazione tra i terminali del
dispositivo, non risultano evidenti in termini di accelerazione nel sistema isolato.

8.3.2 Influenza delle proprietà inerziali del sistema di controllo

In questo sottoparagrafo si vuole valutare da un punto di vista sperimentale, l’in-
fluenza sulla risposta dinamica del sistema delle proprietà inerziali del TMDI, ovvero
il rapporto di inertanza βi e il rapporto di massa µi, con i = 1 − 3, a partire dalla
configurazione di riferimento (β2 = 0.383 e µ2 = 0.080).

La Fig. 8.14 mostra il modulo delle curve di risposta in frequenza (FRC) relative
alle nove grandezze di risposta definite nell’Eq. 8.1, ricavate nel caso di azione di
tipo sine sweep a blocchi (PGA = 0.10 g) al variare del rapporto di inertanza βi
del sistema, con i = 1 − 3. Le grandezze di risposta sono riportate in una matrice
3 × 3 in cui lungo le righe si riportano partendo dall’alto i parametri di risposta,
rispettivamente del BIS, del TMD e dell’Inerter, mentre lungo le colonne si riportano
a partire da sinistra, rispettivamente, lo spostamento, l’accelerazione e la forza dei
tre precedenti componenti.

La Figura 8.14 mostra che le frequenze f1 e f2 corrispondenti alle amplificazioni
dinamiche diminuiscono all’aumentare del rapporto di inertanza e, ad eccezione
del caso β1 in cui il valore dell’inertanza è trascurabile, in tutti gli altri casi la
frequenza f1 corrispondente alla prima amplificazione dinamica è inferiore rispetto
alla frequenza f0 del BIS non controllato.

Per le risposte del BIS, Figg. 8.14 (a-c), all’aumentare dell’inertanza del dispo-
sitivo Inerter, l’ampiezza della prima amplificazione dinamica diminuisce, mentre
quella relativa alla seconda aumenta. La seconda amplificazione dinamica è maggior-
mente evidente in termini di accelerazione, Fig. 8.14 (b), rispetto allo spostamento,
Fig. 8.14 (a). Inoltre per β1, le FRC mostrano una sola amplificazione dinamica,
legata al fatto che lo spostamento relativo tra le due masse è molto piccolo (a cui
corrisponde una rigidezza del secondo isolatore relativamente elevata) e quindi la
seconda amplificazione dinamica è caratterizzata da una frequenza f2 relativamente
elevata. Infine, si evince come, all’aumentare del rapporto di inertanza, il sistema
di controllo TMDI risulta particolarmente efficace nel ridurre sia il valore massimo
che l’area sottesa alla curva di risposta in frequenza relativa allo spostamento e alla
forza del BIS.

Le curve di risposta in frequenza dello spostamento del TMD e della forza
nel TMD e nell’Inerter, Figg. 8.14 (d,f,i), presentano la caratteristica di avere
un’ampiezza quasi costante per un’ampia banda di frequenza.

A parità di inertanza, l’ampiezza delle amplificazioni dinamiche in termini di
accelerazione nei tre componenti, Figg. 8.14 (b,e,h), sono paragonabili, mentre in
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Figura 8.14. Sine sweep a blocchi. Curve di risposte in frequenze delle grandezze di
risposta per diverse configurazioni testate al variare dell’inertanza (PGA = 0.10 g e
µ2 = 0.080).

termini di spostamento l’ampiezza della prima amplificazione dinamica nel BIS e
nell’Inerter, Figg. 8.14 (a,g), sono maggiori rispetto a quella del TMD, Fig. 8.14 (d).
Infine la prima amplificazione dinamica del BIS in termini di forza, Fig. 8.14 (c) è
maggiore rispetto a quella del TMD e dell’Inerter Figg. 8.14 (f,i).

In Fig. 8.15 si riportano, in corrispondenza della frequenza del sistema non
controllato f0 = 2.35Hz, i legami costitutivi forza-spostamento relativi al BIS, al
TMD e all’Inerter, rispettivamente Figg. 8.15 (a-c), e il legame costitutivo forza-
accelerazione relativo all’Inerter, Fig. 8.15 (d), al variare del rapporto di inertanza
βi, con i = 1 − 3. In particolare in Fig. 8.15 (d), il parametro β = b/mI indica il
rapporto di inertanza stimato dal grafico fB − üT , dove b rappresenta il valore di
inertanza stimato (corrispondente alla pendenza della retta rappresentata).

In Fig. 8.15 (a) si osserva come, rispetto al caso di sistema non controllato (cur-
va blu), all’aumentare di β il valore massimo della forza fI e dello spostamento
uI si riducono (con conseguente aumento della rigidezza equivalente dell’isolatore),
mentre il fattore di smorzamento equivalente ξI rimane circa invariato. Invece la
Fig. 8.15 (b) relativa al legame forza-spostamento dell’isolatore del TMD mostra
come all’aumentare del rapporto di inertanza il valore massimo della forza fI e
dello spostamento uI aumentano (con conseguente riduzione della rigidezza equi-
valente dell’isolatore), mentre, ad eccezione del caso β1, il fattore di smorzamento
equivalente ξI rimane circa invariato. Inoltre si evince come all’aumentare dell’i-
nertanza l’energia dissipata dall’isolatore del BIS si riduce mentre quella dissipata
dall’isolatore del TMD aumenta. Infine, il legame forza-spostamento dell’Inerter
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Figura 8.15. Sine sweep a blocchi. Legami forza-spostamento (a) fI − uI , (b) fT − uT I

e (c) fB − uT , e forza-accelerazione (d) fB − üT per diverse configurazioni testate al
variare dell’inertanza (PGA = 0.10 g, f0 = 2.35Hz e µ2 = 0.080).

evidenzia una rigidezza negativa che aumenta all’aumentare dell’inertanza del di-
spositivo, Fig. 8.15 (c), mentre si può osservare come dal legame forza-accelerazione,
Fig. 8.15 (d), è possibile stimare valori di inertanza che sono molto simili a quelli
nominali.

La Fig. 8.16 mostra il modulo delle curve di risposta in frequenza (FRC) relative
alle nove grandezze di risposta definite nell’Eq. 8.1, ricavate nel caso di azione di
tipo sine sweep a blocchi (PGA = 0.10 g) al variare del rapporto di massa µi del
sistema, con i = 1− 3.

La Figura 8.16 mostra come le curve di risposta in frequenza sono poco influen-
zate dalla massa del sistema di controllo, infatti le amplificazioni dinamiche sono
fondamentalmente le stesse in tutti i casi analizzati. In ogni caso la tendenza che
emerge è che le prestazioni migliorano, anche se in modo non troppo significativo,
al diminuire della massa secondaria. Questa tendenza era emersa anche nel Ca-
pitolo 4 dove per rapporti di inertanza relativamente elevati come in questo caso
(β2 = 0.383) il sistema TID (µ = 0) risulta più efficace rispetto al sistema TMDI.
Inoltre, ad eccezione dello spostamento del BIS e dell’Inerter, Figg. 8.16 (a,g), e del-
la forza del BIS, Fig. 8.16 (c), le curve di risposta in frequenza delle altre grandezze
di risposta mostrano sempre due amplificazioni dinamiche, indipendentemente dal
rapporto di massa.

In Fig. 8.17 si riportano, in corrispondenza della frequenza del sistema non
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Figura 8.16. Sine sweep a blocchi. Curve di risposte in frequenze delle grandezze di
risposta per diverse configurazioni testate al variare della massa del sistema di controllo
(PGA = 0.10 g e β2 = 0.383).

controllato f0 = 2.35Hz, i legami costitutivi forza-spostamento relativi al BIS, al
TMD e all’Inerter, rispettivamente Figg. 8.15 (a-c), e il legame costitutivo forza-
accelerazione relativo all’Inerter, Fig. 8.15 (d), al variare del rapporto di massa µi,
con i = 1− 3.

Si può osservare come i legami relativi all’isolatore del BIS e all’Inerter, Fig. 8.17
(a,c,d) risultano poco influenzati dal rapporto di massa del sistema di controllo,
mentre il legame forza-spostamento dell’isolatore del TMD, Fig. 8.17 (b), è caratte-
rizzato da un’energia dissipata che aumenta all’aumentare della massa del sistema
di controllo.

In conclusione in questo sotto sottoparagrafo è stata valutata l’influenza delle
proprietà inerziali del sistema di controllo sulla risposta dinamica del sistema isolato
e di controllo TMDI. Si è visto come le evidenze sperimentali mostrano analoghe
tendenze osservate negli studi numerici illustrati nel Capitolo 4 in quanto l’effica-
cia del sistema di controllo aumenta all’aumentare dell’inertanza e per rapporti di
inertanza relativamente elevati la presenza di una massa nel sistema di controllo
risulta trascurabile. Infine dalle curve di risposta in frequenza delle risposte del BIS
è emerso come il sistema di controllo TMDI è in grado di ridurre lo spostamento e
l’accelerazione del BIS in un range di frequenze relativamente ampio.
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Figura 8.17. Sine sweep a blocchi. Legami forza-spostamento (a) fI − uI , (b) fT − uT I

e (c) fB − uT , e forza-accelerazione (d) fB − üT per diverse configurazioni testate al
variare della massa del sistema di controllo (PGA = 0.10 g, f0 = 2.35Hz e β2 = 0.383).

8.4 Valutazione dell’efficacia sismica

In questo paragrafo si vuole valutare da un punto di vista sperimentale l’efficacia
sismica del sistema di controllo TMDI nel controllare la risposta di sistema isolato
alla base. Al fine di perseguire questo obiettivo inizialmente è stata considerata
un’azione di tipo rumore bianco casuale e successivamente l’efficacia è stata valutata
mediante accelerogrammi naturali.

L’efficacia sismica è stata valutata mediante tre gruppi di indici di prestazione
che in termini di varianza sono stati definiti come:
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(8.2)

dove σ2
uI0 , σ

2
ü

(tot)
I0

e σ2
fI0

sono rispettivamente le varianze dello spostamento, dell’ac-
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celerazione assoluta e della forza del BIS non controllato. Invece in termini di valore
quadratico medio (rms) gli indici di prestazione, indicati con l’apice ∧, sono stati
definiti come:

d̂I = ûI
ûI0

, âI =
ˆ̈u(tot)
I

ˆ̈u(tot)
I0

, p̂I = f̂I

f̂I0
,

d̂TI = ûTI
ûI0

, âT =
ˆ̈u(tot)
T

ˆ̈u(tot)
I0

, p̂T = f̂T

f̂I0
,

d̂T = ûT
ûI0

, ˆ̈dT =
ˆ̈uT

ˆ̈u(tot)
I0

, p̂B = f̂B

f̂I0
,

(8.3)

dove ûI0, ˆ̈u(tot)
I0 e f̂I0 sono rispettivamente il valore quadratico medio dello sposta-

mento, dell’accelerazione assoluta e della forza del BIS non controllato e le quantità
con l’apice ∧ indicano il valore quadratico medio delle grandezze di risposta del
sistema isolato dotato di TMDI. Infine in termini di valore di picco, indicati con
l’apice −, sono stati definiti come:

d̄I = uI,max
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, āI =
ü
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, ¯̈dT = üT,max

ü
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, p̄B = fB,max
fI0,max

,

(8.4)

dove uI0,max, ü(tot)
I0,max e fI0,max sono rispettivamente il valore di picco dello sposta-

mento, dell’accelerazione assoluta e della forza del BIS non controllato e le quantità
con il pedice max indicano il valore di picco delle grandezze di risposta del siste-
ma isolato dotato di TMDI. Si noti che se gli indici di prestazione assumono valori
inferiori all’unità il sistema di controllo è efficace nel ridurre la risposta strutturale.

8.4.1 Azione di tipo rumore bianco casuale

Per l’azione di tipo rumore bianco casuale (caratterizzata da una densità spet-
trale di potenza costante tra 0.5 e 10Hz e una varianza σ2

üG
= 1.648m2/s4), in

Fig. 8.18 si riportano gli indici di prestazione in termini di varianza (definiti nel-
l’Eq. 8.2) al variare del rapporto di inertanza β e per tre valori del rapporto di
massa (µ = 0.048, 0.080, 0.160). Gli indici di prestazione sono riportati in una
matrice 3 × 3 in cui lungo le righe si riportano partendo dall’alto i parametri di
risposta, rispettivamente del BIS, del TMD e dell’Inerter, mentre lungo le colonne
si riportano a partire da sinistra, rispettivamente, lo spostamento, l’accelerazione e
la forza dei tre precedenti componenti.

Osservando le grandezze di risposta del BIS, Fig. 8.18 (a-c), si può osservare co-
me i valori degli indici di prestazione generalmente per tutti i casi testati risultano
inferiori all’unità, a dimostrazione dell’efficacia del sistema TMDI nel controllare
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Figura 8.18. Rumore bianco casuale. Indici di prestazione in termini di varianza al
variare del rapporto di inertanza β e per diversi valori del rapporto di massa µ (σ2

üG
=

1.648m2/s4).

la risposta di sistemi isolati alla base. In particolare si può osservare come, all’au-
mentare del rapporto di inertanza β, le risposte in termini di spostamento e forza,
Figg. 8.18 (a,c), diminuiscono sempre, mentre l’accelerazione del sistema isolato,
Fig. 8.18 (b), inizialmente diminuisce per poi aumentare, ma con valori sempre in-
feriori all’unità. Inoltre si osserva come, al diminuire del rapporto di massa µ, il
sistema di controllo risulta più efficace nel controllare gli spostamenti e la forza del
BIS, mentre non si evidenziano significative variazioni sull’efficacia in termini di
accelerazione del sistema isolato aI .

I parametri di risposta del TMD e dell’Inerter risultano meno influenzati dal-
la variazione della massa del TMD, ad eccezione dello spostamento dell’Inerter dT ,
Fig. 8.18 (g), che generalmente aumenta all’aumentare del rapporto di masse µ e di-
minuisce all’aumentare del rapporto di inertanza β. L’accelerazione del TMD e del-
l’Inerter, Figg. 8.18 (e,h), generalmente diminuiscono all’aumentare dell’inertanza,
mentre lo spostamento del TMD e la forza del TMD e dell’Inerter, Figg. 8.18 (d,f,i)
aumentano quasi linearmente con β. Infine si osserva come, per valori di β re-
lativamente piccoli, i valori dell’indice dT , relativo allo spostamento dell’Inerter,
assumono valori prossimi all’unità e quindi questo parametro può rappresentare un
importante vincolo per la progettazione del dispositivo Inerter.

8.4.2 Accelerogrammi naturali

L’efficacia sismica del sistema di controllo è stata infine valutata attraverso l’utilizzo
dei sei accelerogrammi naturali di terremoti registrati riportati in Tabella 2.1. Nel
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seguito, attraverso gli indici di prestazione definiti nelle Eqq. 8.3 e 8.4, l’efficacia si-
smica è stata valutata prima nel caso di terremoti di tipo near-fault caratterizzati da
una preponderante componente impulsiva (ovvero Irpinia-Sturno, Cape Mendocino-
Petrolia, Northridge-Sylmar-Olive View e Kobe-KJMA) e successivamente nel ca-
so di terremoti di tipo far-field (ovvero Imperial Valley-El Centro e Tokachi-Oki-
Hachinohe). I risultati di questo paragrafo sono riferiti al caso µ2 = 0.080 (vista
la modesta influenza del rapporto di massa sulla risposta del sistema), mentre per
ciascun accelerogramma è stata indagata l’influenza del rapporto di inertanza β e
del PGA sull’efficacia sismica del TMDI.

Terremoti near-fault

Nelle Figg. 8.19 e 8.20 si riportano gli indici di prestazione in termini di valore qua-
dratico medio (definiti nell’Eq. 8.3), relativi rispettivamente agli accelerogrammi
di Irpinia-Sturno e Cape Mendocino-Petrolia e agli accelerogrammi di Northridge-
Sylmar-Olive View e Kobe-KJMA, per i tre diversi valori del rapporto di inertanza
(β = 0.001, 0.383, 0.765) e per due diversi livelli di PGA per ciascun accelerogram-
ma. Gli indici di prestazione sono riportati in una matrice 3 × 3 in cui lungo le
righe si riportano partendo dall’alto i parametri di risposta, rispettivamente del
BIS, del TMD e dell’Inerter, mentre lungo le colonne si riportano a partire da si-
nistra, rispettivamente, lo spostamento, l’accelerazione e la forza dei tre precedenti
componenti.

Figura 8.19. Accelerogrammi di Irpinia-Sturno (IRP) e Cape Mendocino-Petrolia (CAP).
Indici di prestazione in termini di valore quadratico medio al variare del rapporto di
inertanza β (µ2 = 0.080 e PGA dell’azione riportato tra parentesi in legenda).
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Figura 8.20. Accelerogrammi di Northridge-Sylmar-Olive View (NOR) e Kobe-KJMA
(KOB). Indici di prestazione in termini di valore quadratico medio al variare del
rapporto di inertanza β (µ2 = 0.080 e PGA dell’azione riportato tra parentesi in
legenda).

Le Figg. 8.19 (a) e 8.20 (a) mostrano come l’indice di prestazione d̂I per tutti i
casi analizzati assume generalmente valori inferiori all’unità, a conferma dell’efficacia
del TMDI nel ridurre lo spostamento di sistemi isolati alla base. In particolare il
sistema di controllo risulta maggiormente efficace nel caso dell’accelerogamma di
Kobe-KJMA (per β3 = 0.765 e PGA = 0.24 g si ha una riduzione del 73%) e
meno efficace nel caso dell’accelerogramma di Irpinia-Sturno (per β3 = 0.765 e
PGA = 0.13 g si ha una riduzione del 29%). Si osserva inoltre come, per tutti
gli accelerogrammi di tipo near-fault, all’aumentare del rapporto di inertanza β
corrisponde sempre una riduzione dell’indice d̂I . Infine si evince come l’indice d̂I
rimane generalmente invariato al variare del PGA dell’accelerogramma, ma ci sono
casi in cui all’aumentare dello stesso è associata una maggiore efficacia del sistema
di controllo nel ridurre lo spostamento del sistema isolato (per β3 = 0.765 e per
l’accelerogramma di Cape Mendocino-Petrolia si ha una variazione del 18% tra i
due PGA considerati).

Nelle Figg. 8.19 (b) e 8.20 (b) si può osservare come l’indice di prestazione âI
generalmente assume valori inferiori o vicini l’unità a conferma dell’efficacia del
sistema di controllo di ridurre gli spostamenti del BIS senza incrementarne in modo
significativo le accelerazioni. Invece, gli indici p̂I e d̂T , Figg. 8.19 (c,g) e 8.20 (c,g),
relativi rispettivamente alla forza nel BIS e allo spostamento dell’Inerter mostrano
tendenze analoghe a quelle già commentate per l’indice d̂I .

Gli indici di prestazione d̂TI , p̂T e p̂B, Figg. 8.19 (d,f,i) e 8.20 (d,f,i), relativi
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rispettivamente allo spostamento del TMD e alla forza nel TMD e nell’Inerter,
aumentano all’aumentare del rapporto di inertanza β, ma per i diversi casi analizzati
assumono sempre valori inferiori all’unità. Infine, nelle Figg. 8.19 (e,h) e 8.20 (e,h) si
può osservar come rispettivamente gli indici âT e ˆ̈dT assumono generalmente valori
prossimi o maggiori l’unità.

Nelle Figg. 8.21 e 8.22 si riportano gli indici di prestazione in termini di valore
di picco (definiti nell’Eq. 8.4) per gli stessi casi mostrati nelle Figg. 8.19 e 8.20.

Figura 8.21. Accelerogrammi di Irpinia-Sturno (IRP) e Cape Mendocino-Petrolia (CAP).
Indici di prestazione in termini di valore di picco al variare del rapporto di inertanza β
(µ2 = 0.080 e PGA dell’azione riportato tra parentesi in legenda).

In generale si può osservare come le tendenze osservate per gli indici in termini
di valore quadratico medio risultano tipicamente confermate anche per gli indici in
termini di valore di picco. In ogni caso si può osservare come tipicamente l’efficacia
sismica nel ridurre lo spostamento del sistema isolato risulta maggiore in termini
di valore quadratico medio che in termini di valore di picco, ad eccezione dell’ac-
celerogramma di Irpinia-Sturno dove si ha che d̂I > d̄I . La maggiore differenza
tra i due diversi gruppi di indici è legata alle accelerazioni del TMD e dell’Inerter,
dove si può osservare come gli indici in termini di valore di picco, Figg. 8.21 (e,h)
e 8.22 (e,h), risultano tipicamente maggiori rispetto a quelli in termini di valore
quadratico medio, Figg. 8.19 (e,h) e 8.20 (e,h). Questa tendenza è stata attribuita
agli urti legati ai giochi tra gli ingranaggi che compongono l’Inerter che causano
picchi di accelerazione tra i terminali del dispositivo.

Nelle Figg. 8.23 e 8.24 si riportano le storie temporali delle risposte del sistema
isolato con e senza sistema di controllo TMDI (β2 = 0.383 e µ2 = 0.080) rispetti-
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Figura 8.22. Accelerogrammi di Northridge-Sylmar-Olive View (NOR) e Kobe-KJMA
(KOB). Indici di prestazione in termini di valore di picco al variare del rapporto di
inertanza β (µ2 = 0.080 e PGA dell’azione riportato tra parentesi in legenda).

vamente per gli accelerogrammi di Kobe-KJMA (PGA = 0.24 g) e Irpinia-Sturno
(PGA = 0.39 g).
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Figura 8.23. Accelerogramma di Kobe-KJMA. Storie temporali in termini di (a) sposta-
mento uI , (b) accelerazione ütot

I e (c) forza fI del BIS con e senza sistema di controllo
TMDI (PGA = 0.24 g, β2 = 0.383 e µ2 = 0.080).

La Fig. 8.23 mostra come, nonostante la natura impulsiva del terremoto di Kobe-
KJMA, il sistema di controllo TMDI è in grado di ridurre anche in modo significativo
lo spostamento del BIS, Fig. 8.23 (a), fin dai primi cicli di oscillazione. Discorso
analogo anche per l’accelerazione e la forza del sistema isolato, Figg. 8.23 (c-d).
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Infatti per l’accelerogramma di Kobe-KJMA, il sistema di controllo ha il tempo
necessario per attivarsi e risultare efficace sia in termini di valore quadratico medio
che di picco come già osservato dagli indici di prestazione riportati nelle Figg. 8.20
e 8.22.
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Figura 8.24. Accelerogramma di Irpinia-Sturno. Storie temporali in termini di (a) sposta-
mento uI , (b) accelerazione ütot

I e (c) forza fI del BIS con e senza sistema di controllo
TMDI (PGA = 0.39 g, β2 = 0.383 e µ2 = 0.080).

Per quanto riguarda invece il terremoto di Irpinia-Strurno, Fig. 8.24, si osserva
come l’elevata componente impulsiva posizionata nella parte iniziale del segnale
non permette al sistema di controllo di risultare efficace fin dall’inizio. In ogni caso
il TMDI è in grado di ridurre i valori di picco delle risposte del sistema isolato
soprattutto in termini di spostamento e accelerazione, Figg. 8.24 (a-b). Questo
giustifica la diversa tendenza osservata nelle Figg. 8.19 e 8.21 dove, rispetto agli altri
terremoti di tipo near-fault, l’efficacia sismica del sistema di controllo nel ridurre
lo spostamento del BIS è maggiore in termini di valore di picco che in termini di
valore quadratico medio.

Terremoti far-field

Nelle Figg. 8.25 e 8.26 si riportano rispettivamente gli indici di prestazione in termini
di valore quadratico medio (definiti nell’Eq. 8.3) e in termini di valore di picco
(definiti nell’Eq. 8.4) relativi a due diversi livelli di PGA degli accelerogrammi
di Imperial Valley-El Centro e Tokachi-Oki-Hachinohe e per tre diversi valori del
rapporto di inertanza (β = 0.001, 0.383, 0.765).

A parità di proprietà inerziali del sistema di controllo, si può osservare come
generalmente il TMDI risulta maggiormente efficace nel ridurre lo spostamento del
sistema isolato nel caso dell’accelerogramma di Imperial Valley-El Centro rispetto a
quello di Tokachi-Oki-Hachinohe (gli indici di prestazione d̂I e d̄I , rispettivamente
Figg. 8.25 (a) e 8.26 (a), sono tipicamente inferiori). Inoltre, all’aumentare del
rapporto di inertanza β, generalmente entrambi gli indici di prestazioni relativi allo
spostamento del sistema isolato tendono a diminuire.

La Fig. 8.25 (b) mostra come per entrambi gli accelerogrammi l’indice âI assume
valori inferiori o vicini l’unità, mentre l’indice āI , Fig. 8.26 (b), nel caso dell’acce-
lerogramma di Tokachi-Oki-Hachinohe assume tipicamente valori anche maggiori
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Figura 8.25. Accelerogrammi di Imperial Valley-El Centro (ELC) e Tokachi-Oki-
Hachinohe (HAC). Indici di prestazione in termini di valore quadratico medio al variare
del rapporto di inertanza β (µ2 = 0.080 e PGA dell’azione riportato tra parentesi in
legenda).

dell’unità e aumenta all’aumentare del rapporto di inertanza. Per i restanti indi-
ci di prestazione si può osservare come questi mostrano generalmente le analoghe
tendenze già osservate nel caso dei terremoti di tipo near-fault.

In Fig. 8.27 si riportano le storie temporali delle risposte del sistema isolato con
e senza sistema di controllo TMDI (β2 = 0.383 e µ2 = 0.080) per l’accelerogramma
di Imperial Valley-El Centro (PGA = 1.10 g).

Si osserva come il sistema di controllo è in grado di ridurre la risposta del sistema
isolato sia in termini di valore quadratico medio che di picco. Le maggiori riduzioni
si hanno in termini di spostamento uI e accelerazione ü(tot)

I , Fig. 8.27 (a-b), rispetto
alla forza fI , Fig. 8.27 (c), dove le riduzioni risultano inferiori.

In conclusione, si è visto come il sistema di controllo TMDI risulta efficace nel
ridurre lo spostamento del BIS senza incrementare, ovvero con incrementi poco
significativi, le accelerazioni anche nel caso di input più realistici come gli accelero-
grammi naturali. Inoltre, gli indici di prestazione, sia in termini di valore quadratico
medio sia in termini di valori di picco, generalmente hanno evidenziato andamen-
ti analoghi a quelli osservati nel caso di azioni semplificate come il rumore bianco
casuale. Infine è emerso come anche da un punto di vista sperimentale questi si-
stemi di controllo risultano efficaci sia nel caso di terremoti far-field che nel caso di
terremoti near-fault caratterizzati da un’elevata componente impulsiva.
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Figura 8.26. Accelerogrammi di Imperial Valley-El Centro (ELC) e Tokachi-Oki-
Hachinohe (HAC). Indici di prestazione in termini di valore di picco al variare del
rapporto di inertanza β (µ2 = 0.080 e PGA dell’azione riportato tra parentesi in
legenda).
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Figura 8.27. Accelerogramma di Imperial Valley-El Centro. Storie temporali in termini
di (a) spostamento uI , (b) accelerazione ütot

I e (c) forza fI del BIS con e senza sistema
di controllo TMDI (PGA = 1.10 g, β2 = 0.383 e µ2 = 0.080).

8.5 Definizione di un modello numerico

L’obiettivo di questo paragrafo è di definire un modello numerico che risulti interpre-
tativo delle evidenze sperimentali del sistema isolato dotato di TMDI in precedenza
commentate.
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8.5.1 Modello numerico ed equazioni del moto

La risposta dinamica del modello fisico mostrato in Figura 8.1 è stata studiata
anche mediante un modello numerico a 2 gdl nel quale la massa mI e l’isolatore del
BIS costituiscono il gdl relativo al BIS, mentre la massa mT , l’isolatore del TMD e
l’Inerter costituiscono il gdl relativo al sistema di controllo TMDI.

In Figura 8.28 si riporta il modello numerico utilizzato, dove uI e uT indicano
rispettivamente gli spostamenti delle masse mI e mT rispetto al suolo, mentre con
il simbolo uTI è indicato lo spostamento relativo tra le due masse (uTI = uT − uI).

mImT

uIuT

üG

cI

fE,T

TMDI

fB

fE,I BIS

cT

Figura 8.28. Modello numerico a 2 gdl interpretativo delle evidenze sperimentali del
sistema isolato dotato di TMDI di Fig. 8.1.

Il modello reologico dei due isolatori elastomerici (relativi sia al BIS a sia al
TMD), Fig. 8.2, è costituito da una molla elastica caratterizzata da una relazione
forza-spostamento (fE,I − uI per l’isolatore del BIS e fE,T − uTI per l’isolatore del
TMD) non lineare posta in parallelo ad uno smorzatore viscoso lineare caratterizzato
da un coefficiente di smorzamento ci, con i = I, T .

La relazione forza-spostamento delle molle elastiche relative ai due isolatori è
definita dalle seguenti relazioni:

fE,I = k1,I uI − k2,I u
2
I sign(uI) + k3,I u

3
I

fE,T = k1,T uTI − k2,T u
2
TI sign(uTI) + k3,T u

3
TI

(8.5)

Le equazioni del moto del modello numerico, Fig. 8.28, possono essere scritte
nel seguente modo:

mI üI + fI = −mI üG + fT

mT üT = −mT üG − fB − fT
fI = cT u̇I + fE,I fT = cT (u̇T − u̇I) + fE,T

(8.6)
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dove il punto sopra il simbolo indica la derivata rispetto al tempo t e fB indica la
forza nell’Inerter a seguito di uno spostamento tra i due terminali pari a uT secondo
il modello definito nel Sottoparagrafo 7.4.1.

8.5.2 Identificazione dei parametri e confronto numerico-sperimentale

L’obiettivo di questo sottoparagrafo è quello di identificare i parametri del modello
numerico riportato in Fig. 8.28 in modo tale che risulti interpretativo delle evidenze
sperimentali.

In questo caso tra le diverse configurazioni testate è stata selezionata a tito-
lo esemplificativo quella di riferimento (β2 = 0.383 e µ2 = 0.080) e sono stati
assunti dei parametri noti, ovvero la massa del BIS mI = 125 kg, la massa del
TMD mT = 10 kg e i parametri relativi al modello non lineare di Inerter identifi-
cati nel Sottoparagrafo 7.4.2 (fy = 7.3N , rP = 0.018m, JB = 1.55 × 10−2 kgm2,
ωS = 106.96 rad/s, ξS = 0.25, ε1 = 0.0084 rad, ε2 = 0.0056 rad e ξB = 0.01).

I parametri che definiscono il modello reologico dei due isolatori elastomerici,
ovvero i coefficienti k1,i, k2,i e k3,i che definiscono il legame forza-spostamento delle
molle elastiche non lineari e i coefficienti di smorzamento ci degli smorzatori viscosi,
con i = I, T , sono stati identificati sulla base delle misure sperimentali.

I parametri noti e i parametri da identificare sono stati collezionati rispettiva-
mente all’interno dei vettori xxx1 e xxx2 nel seguente modo:

xxx1 = [mI , mT , fy, rP , JB, ωS , ξS , ε1, ε2, ξB]T

xxx2 = [k1,I , k2,I , k3,I , cI , k1,T , k2,T , k3,T , cT ]T
(8.7)

Un algoritmo di ottimizzazione ai minimi quadrati è stato utilizzato al fine
ottenere la seguente minimizzazione:

min
xxx2

∑
ϕ

(
| Hϕ,th(xxx1, xxx2) | − | Hϕ,exp |

max (| Hϕ,exp |)

)2

con ϕ = yI , ÿ
(tot)
I , yTI , yT , rB (8.8)

Le curve di risposta in frequenza sperimentali Hϕ,exp relative alla ϕ-esima gran-
dezza di risposta sono riferite all’azione di tipo sine sweep a blocchi caratterizzata
da un PGA = 0.10 g e al sistema di controllo TMDI nella configurazione di rife-
rimento (β2 = 0.383 e µ2 = 0.080). Le curve di risposta in frequenza numeriche
Hϕ,th sono state ricavate mediante la risoluzione del modello numerico definito nel
precedente sottoparagrafo soggetto alla stessa azione alla base. Dalla procedura di
ottimizzazione sono stati ricavati i seguenti parametri: k1,I = 4.85×104N/m, k2,I =
1.25×106N/m2, k3,I = 1.88×104N/m3, cI = 582.20Ns/m, k1,T = 6.03×104N/m,
k2,T = 3.88× 105N/m2, k3,T = 1.98× 106N/m3 e cT = 423.56Ns/m. Il confronto
tra le FRC sperimentali e numeriche sono riportate in Fig. 8.29.

Si osserva come il modello dinamico proposto per interpretare i risultati spe-
rimentali è in grado di cogliere con un soddisfacente grado di accuratezza sia le
risposte del sistema isolato che quelle del sistema di controllo TMDI.
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Figura 8.29. Confronto tra le curve di risposta in frequenza sperimentali e numeriche nel
caso di azione di tipo sine sweep a blocchi per il sistema di controllo nella configurazione
di riferimento (PGA = 0.10 g, β2 = 0.383 e µ2 = 0.080).

8.6 Conclusioni

In questo capitolo, sono stati presentati i risultati relativi ad una sperimentazione su
tavola vibrante condotta su un sistema isolato a un gdl dotato di sistema di controllo
TMDI. Il modello testato risulta rappresentativo di numerose configurazioni strut-
turali e per tale ragione sono stati perseguiti diversi obiettivi come lo studio della
risposta dinamica del sistema e la valutazione dell’efficacia del TMDI nel ridurre lo
spostamento del BIS senza incrementarne in modo significativo le accelerazioni. Al
fine di perseguire questi obiettivi sono state selezionate diverse tipologie di azione:
azioni di tipo sine sweep al fine di studiare la risposta dinamica del sistema e azioni
di tipo rumore bianco e accelerogrammi naturali al fine di valutare l’efficacia sismica
del sistema di controllo.

Ai fini della valutazione della risposta dinamica è stata condotta un’analisi pa-
rametrica sperimentale al variare dell’ampiezza dell’azione e dei parametri inerziali
del sistema di controllo (inertanza e massa ausiliaria).

I risultati hanno evidenziato come, nel caso di azioni di tipo sine sweep, al
variare dell’ampiezza il sistema isolato con e senza sistema di controllo evidenzia
un comportamento non lineare di tipo softening legato alla rigidezza degli isolatori
elastomerici ad alto smorzamento che si riduce all’aumentare della deformazione.

Invece, al variare delle proprietà inerziali del sistema di controllo le evidenze
sperimentali hanno confermato le tendenze osservate da un punto di vista numerico
nel Capitolo 4. Infatti, all’aumentare dell’inertanza l’efficacia del sistema TMDI
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aumenta e nel caso di valori di inertanza relativamente elevati la presenza di una
massa nel sistema di controllo risulta trascurabile (infatti numericamente si era
osservato come in queste situazioni l’utilizzo del sistema di controllo TID risulta
preferibile al TMDI).

Inoltre le curve di risposta in frequenza hanno permesso di mettere in evidenza
come il sistema di controllo TMDI risulta particolarmente efficace nel ridurre la
risposta di sistemi isolati alla base in un ampio intervallo di frequenze.

I risultati relativi al rumore bianco casuale hanno permesso di evidenziare come
il sistema di controllo TMDI risulta particolarmente efficace nel ridurre lo sposta-
mento del sistema isolato senza incrementarne le accelerazioni. L’efficacia in termini
di spostamento del BIS aumenta all’aumentare dell’inertanza e al diminuire della
massa secondaria, a conferma che per valori di inertanza relativamente elevati i si-
stemi caratterizzati da elevate masse inerziali e modeste masse gravitazionali risul-
tano particolarmente efficaci. Come visto nel Capitolo 4, anche sperimentalmente è
emerso come la risposta del sistema di controllo, in particolare lo spostamento dell’I-
nerter, è comparabile a quella del sistema isolato e quindi può essere un importante
vincolo progettuale.

Nel caso di azioni più realistiche come gli accelerogrammi naturali, i risultati
sperimentali hanno messo in evidenza come l’aggiunta del dispositivo Inerter (pre-
cedentemente caratterizzato) collegato a terra ad un sistema TMD permette di
ridurre in modo significativo (sia in termini di valori di picco che in termini di valori
quadratici medi) lo spostamento di sistemi isolati senza incrementarne significati-
vamente le accelerazioni sia nel caso di terremoti di tipo far-field sia nel caso di
terremoti di tipo near-fault caratterizzati da un’elevata componente impulsiva.

Infine un modello numerico non lineare è stato definito e calibrato al fine di
interpretare le evidenze sperimentali.
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Capitolo 9

Conclusioni e sviluppi futuri

In questa tesi si è voluto contribuire nell’avanzamento delle conoscenze sull’utilizzo
dell’innovativo dispositivo Inerter nel controllo delle vibrazioni. L’Inerter è stato
sviluppato per applicazioni tipiche dell’Ingegneria meccanica e solo recentemente
diversi autori ne hanno proposto l’estensione anche all’Ingegneria civile che, a dif-
ferenza di quella meccanica, è caratterizzata da sistemi di grandi dimensioni, con
masse elevate.

L’attenzione è stata rivolta all’utilizzo dell’Inerter insieme ai tradizionali sistemi
per il controllo delle vibrazioni al fine di ridurre la risposta dinamica di strutture
civili soggette ad azioni indirette alla base come quelle indotte dai terremoti. Infatti,
il disaccoppiamento tra massa inerziale e massa gravitazione legato all’Inerter risulta
particolarmente interessante nel caso di azioni inerziali come quelle sismiche. Lo
studio è stato diviso in due parti relazionate tra di loro, una prima parte in cui i
diversi temi sono stati affrontati da un punto di vista teorico e una seconda parte
nella quale sono stati condotti dei test sperimentali al fine di validare gli studi
teorici. Nella prima parte il dispositivo Inerter è stato studiato come elemento
aggiuntivo ai tradizionali sistemi per il controllo delle vibrazioni al fine di migliorarne
le prestazioni in termini di efficacia e robustezza. In particolare sono state studiate
tre diverse configurazioni strutturali per le quali i tradizionali sistemi di controllo
possono presentare degli inconvenienti e/o prestazioni non elevate, ovvero strutture
multipiano a base fissa, strutture multipiano isolate alla base e strutture adiacenti.

Per quanto riguarda le strutture multipiano a base fissa si propone l’utilizzo del
dispositivo Inerter insieme ai tradizionali sistemi TMD di tipo convenzionale (mas-
sa gravitazionale piccola) nella configurazione definita Tuned Mass Damper Inerter
(TMDI). Questo sistema di controllo risulta di particolare interesse dal momento che
numerosi studi hanno dimostrato, sia da un punto di vista teorico che sperimentale,
come i sistemi TMD per essere efficaci e robusti anche in ambito sismico devono
essere caratterizzati da un’elevata massa inerziale (TMD non convenzionale) che si
traduce in una massa gravitazionale elevata. Per tale ragione il sistema TMDI è in
grado di unire i vantaggi dei sistemi TMD convenzionali (la piccola massa gravi-
tazionale) a quelli dei sistemi TMD non convenzionali (l’efficacia e la robustezza).
Nello studio è stato affrontato, attraverso la definizione di un sistema ridotto, il
tema dell’allocazione ottimale, della progettazione ottimale e della valutazione delle
prestazioni in termini di efficacia e robustezza del sistema TMDI in questa parti-
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colare configurazione. Attraverso il modello ridotto è stato possibile definire una
procedura per l’allocazione ottimale di entrambi i terminali del sistema di controllo
all’interno della struttura basata sulla sola analisi della forma di vibrare della strut-
tura da controllare. I risultati hanno mostrato come le prestazioni del sistema di
controllo risultano elevate quando un terminale del sistema di controllo è collegato
a terra o in un nodo in cui la forma da controllare è nulla. Per quanto riguarda
la progettazione ottimale del sistema di controllo è emerso come tra le tre diverse
metodologie di progettazione ottimale analizzate, quella di tipo energetico, basata
sull’indice EDI, risulta essere un buon compromesso rispetto alle altre basate sulla
minimizzazione delle risposte cinematiche della struttura primaria (in particolare
lo spostamento e l’accelerazione). Le analisi di sensitività, perturbando i parametri
di progetto in un range di variazione molto ampio, hanno mostrato che il TMDI è
un sistema di controllo robusto, con prestazioni superiori al sistema TMD con lo
stesso rapporto di massa inerziale. Infine, oltre a studi con azioni semplificate come
il rumore bianco, l’efficacia del sistema TMDI (progettato in modo ottimale con il
rumore bianco) è stata valutata nel caso di azioni più realistiche come accelerogram-
mi naturali relativi a terremoti sia di tipo near-fault che di tipo far-field. I risultati
presentati in questa tesi hanno dimostrato che il sistema TMDI è leggero (ma con
elevate masse inerziali legate all’Inerter), efficace e robusto nel ridurre la risposta
dinamica di strutture multipiano rispetto ai tradizionali TMD. I risultati numerici
hanno inoltre mostrato come, rispetto ai tradizionali sistemi a massa accordate, il
TMDI è in grado di ridurre in modo significativo anche le risposte del sistema di
controllo. Per queste ragioni, questo sistema di controllo innovativo risulta parti-
colarmente applicabile sia nel caso di nuove costruzioni che nel caso di quelle già
esistenti, senza aggiungere elevate masse ausiliarie.

Nel caso di strutture multipiano isolate alla base si propone l’utilizzo TMDI (con
il terminale relativo all’Inerter collegato a terra) al fine di limitare gli spostamenti
laterali del basamento senza incrementarne in modo significativo le accelerazioni.
Attraverso un’ampia gamma di valori dei parametri considerati, relativi alla massa
e all’inertanza del sistema di controllo, è stato possibile confrontare le prestazioni
di sistemi tradizionali TMD rispetto a sistemi innovativi basati sull’Inerter (ovvero
il TMDI e il Tuned Inerter Damper, TID; quest’ultimo caratterizzato dall’assenza
di massa nel sistema di controllo). Per i diversi sistemi a massa accordata, proget-
tati in modo ottimale massimizzando l’indice energetico EDI, sono stati selezionate
azioni semplificate di tipo rumore bianco (WN) e rumore bianco colorato (CWN) e
azioni più realistiche come gli accelerogrammi naturali dei ground motions (GMs)
registrati. Per tutti i tipi di azione, i risultati hanno mostrato che i sistemi di
controllo basati sull’Inerter (TMDI e TID) collegati a terra permettono di ridurre
in modo significativo sia la risposta del BIS (spostamento e accelerazione) sia del
sistema di controllo che, nel caso di sistemi TMD può essere un importante vincolo
progettuale. Inoltre si è visto come, per BIS debolmente smorzati, l’utilizzo di questi
innovativi sistemi a massa accordata permette di raggiungere livelli di prestazione
comparabili se non superiori a quelli ottenuti con solo BIS maggiormente smorzati.
I sistemi TMDI e TID risultano maggiormente efficaci soprattutto nel caso di sovra-
strutture caratterizzate da rapporti di masse elevati e per tale ragione consentono
di raggiungere prestazioni comparabili o superiori a quelle ottenute nel caso di BIS
non controllati con sovrastrutture leggere. Sono inoltre in grado di ridurre in modo



197

significativo le risposte del sistema isolato (sia basamento che sovrastruttura) nel
caso di sovrastrutture relativamente più flessibili del BIS. In definitiva, l’aggiunta
di un sistema a massa accordata a BIS permette di ridurre in modo significativo
lo spostamento sia del basamento che della sovrastruttura senza incrementarne le
accelerazioni. Inoltre, i sistemi di controllo innovativi basati sull’Inerter e collegati
a terra riducono in modo significativo anche lo spostamento della massa secondaria
rispetto al basamento che nei tradizionali sistemi TMD può essere un importante
vincolo progettuale. Per queste ragioni il TMDI e il TID hanno dimostrato di essere
in grado sia di incrementare le prestazioni di BIS (soprattutto debolmente smorzati
e con sovrastrutture relativamente rigide) sia di permettere di isolare sovrastrutture
relativamente flessibili e caratterizzate da rapporti di masse relativamente elevati.

Oltre allo studio del sistema di controllo TMDI in strutture multipiano a ba-
se fissa e isolata, infine, è stato studiato l’Inerter come elemento di collegamento
di strutture adiacenti. In particolare è stata valutata l’influenza che tale disposi-
tivo ha sulle caratteristiche dinamiche del sistema nel caso sia posto in parallelo
ad una connessione viscoelastica. Inizialmente l’attenzione è stata rivolta allo stu-
dio dei parametri modali del sistema accoppiato considerando diverse situazioni di
collegamento: connessione di tipo conservativo e non conservativo. Nel caso di con-
nessione conservativa, le frequenze naturali e i modi di vibrare sono stati derivati
analiticamente ed è stato dimostrato che il problema agli autovalori ammette solu-
zione in forma chiusa. Nel caso di connessione non conservativa, è stata adottata
la formulazione nello spazio di stato e, attraverso l’analisi modale complessa, sono
state derivate pseudo-frequenze, pseudo-fattori di smorzamento e modi complessi.
E’ stato quindi valutato in che modo la tipologia di connessione influenza i para-
metri modali del sistema accoppiato. Comportamenti peculiari, particolarmente
vantaggiosi a fini del controllo strutturale, sono emersi quando i parametri della
connessione assumono valori specifici. Inizialmente per via numerica, è stato os-
servato che, per un dato sistema strutturale, esistono alcune particolari triplette di
parametri della connessione per cui si ha la coalescenza degli autovalori e il sistema
è caratterizzato da frequenze (coincidenti con la frequenza nel caso di connessio-
ne rigida), fattori di smorzamento e modi complessi uguali per entrambi i modi.
Sistemi che godono di tali proprietà in letteratura sono definiti difettivi. Inoltre,
esiste un valore minimo ottimale della massa inerziale dell’Inerter per il quale il
sistema difettivo risulta caratterizzato dal più alto fattore di smorzamento modale.
Successivamente, a seguito della complessità della ricerca per via numerica dei pa-
rametri della connessione che realizzavano un sistema difettivo, il problema è stato
affrontato analiticamente e sono state ricavate espressioni in forma chiusa. In que-
sto modo è stato possibile dimostrare che, indipendentemente dai fissati parametri
strutturali, è sempre possibile realizzare sistemi difettivi nel caso di oscillatori adia-
centi collegati da una connessione con Inerter posto in parallelo ad una connessione
viscoelastica. Le analisi hanno mostrato come il sistema difettivo che realizza il
massimo fattore di smorzamento è caratterizzato dal più rapido decadimento della
risposta strutturale in caso di oscillazioni libere e dalla minima amplificazione di-
namica per entrambi gli oscillatori nel caso di forzante armonica. E’ stato quindi
possibile, solo dallo studio delle proprietà dinamiche del sistema, definire un criterio
di progettazione per la connessione in grado di controllare la risposta di entrambi
gli oscillatori adiacenti. I sistemi difettivi infatti possiedono interessanti proprietà



198 9. Conclusioni e sviluppi futuri

applicabili ai fini del controllo strutturale.
Dal momento che le evidenze sperimentali su questo tema risultano limita-

te, nella seconda parte della tesi si riportano i risultati relative a due diverse
sperimentazioni condotte al fine di supportare e validare i risultati numerici.

Nella prima sperimentazione un prototipo in scala di Inerter meccanico a pignone
e cremagliera è stato testato a spostamento armonico imposto mediante una tavola
vibrante come attuatore. In particolare, i test sono stati condotti in un range di
ampiezze e frequenze tipiche dell’Ingegneria civile. I risultati hanno mostrato come
il comportamento meccanico del dispositivo non si allontana in modo significativo
rispetto a quello ideale, e le differenze sono maggiori quando la forza nel prototipo
è piccola e quindi le componenti non lineari diventano significative. E’ stato inoltre
definito un modello numerico non lineare che ha permesso di poter interpretare in
modo più approfondito i risultati sperimentali. Il modello è stato formulato in modo
da tenere in conto delle non linearità legate ai giochi tra i diversi componenti che
costituiscono il prototipo e alle diverse componenti dissipative presenti. A seguito
dei risultati evidenziati si ritiene che nel caso di applicazioni tipiche dell’Ingegneria
civile il comportamento meccanico dell’Inerter non si discosti in maniera significa-
tiva rispetto a quello ideale. In questi casi infatti i livelli di forza nell’Inerter sono
relativamente elevati dal momento che, nonostante il campo di frequenze non risul-
ta relativamente elevato, sia le ampiezze dell’azione che le inertanze sono elevate.
Inoltre è plausibile aspettarsi che i giochi si mantengono sostanzialmente inalterati
con la scala del dispositivo e che quindi nel caso di prototipi in scala (come quello
testato in questo studio) alcune non linearità potrebbero risultare amplificate. Per
tale ragione tra i possibili sviluppi di questa tesi risulta particolarmente interessan-
te la valutazione dell’effetto scala sulle non linearità dei dispositivi Inerter di tipo
meccanico.

Nella seconda sperimentazione su tavola vibrante, un sistema isolato dotato di
TMDI è stato testato in diverse configurazioni (sono state considerate diverse mas-
se gravitazionali e inerziali) e con diverse tipologie di azione. I test condotti a
diversi livelli di ampiezza dell’azione hanno mostrato un comportamento non li-
neare del sistema di tipo softening, legato alla rigidezza degli isolatori elastomerici
ad alto smorzamento che si riduce all’aumentare della deformazione. Per le azioni
armoniche di tipo sine sweep, le curve di risposta in frequenza del sistema hanno
mostrato come il sistema di controllo TMDI risulta particolarmente efficace nel ri-
durre la risposta del BIS in un ampio intervallo di frequenze. I risultati relativi sia
ad azioni semplificate, come il rumore bianco, che ad azioni più realistiche, come
gli accelerogrammi naturali di terremoti near-fault e far-field, hanno evidenziato
come il sistema di controllo innovativo a masse accordate TMDI risulta particolar-
mente efficace nel ridurre lo spostamento del sistema isolato senza incrementarne
le accelerazioni. E’ risultato interessante notare come anche da un punto di vista
sperimentale l’efficacia del TMDI nel ridurre lo spostamento del BIS aumenta al-
l’aumentare dell’inertanza e al diminuire della massa secondaria. Questo risultato
supporta le analisi numeriche nelle quali si era osservato come, per valori di iner-
tanza relativamente elevati, i sistemi a masse accordate caratterizzati da elevate
masse inerziali e modeste masse gravitazionali risultano particolarmente efficaci.
Inoltre le evidenze sperimentali hanno mostrato come lo spostamento nell’Inerter è
comparabile a quello del sistema isolato e quindi può essere un importante vincolo
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progettuale. E’ stato infine definito un modello numerico non lineare interpretativo
validato dalle evidenze sperimentali.

I risultati incoraggianti riportati nella tesi permetteranno notevoli ricadute dal
punto di vista applicativo (sia nel panorama nazionale che internazionale) riguardo
la possibilità di proporre sistemi di controllo basati sull’Inerter che risultino leggeri,
robusti ed efficaci in grado di ridurre la risposta dinamica di strutture civili non
solo in caso di terremoti di tipo far-field, ma anche nel caso di terremoti impulsivi
come quelli near-fault. Inoltre, l’utilizzo di questi innovativi sistemi di controllo
non è limitata alle nuove costruzioni, ma può essere estesa anche a quelle esistenti,
con il vantaggio, aggiungendo sistemi leggeri, di non aumentare significativamente
i carichi gravitazionali. Infine, sarà possibile non solo di realizzare nuovi sistemi
a masse accordate leggeri, efficaci e robusti, ma anche di poter adeguare sistemi
TMD convenzionali esistenti, così da renderli più efficaci e robusti senza aumentare
in modo significativo i carichi gravitazionali.

Successivi sviluppi della ricerca in questo tema possono essere orientati allo stu-
dio sia da un punto di vista teorico sia sperimentale sull’utilizzo dell’Inerter, in ag-
giunta ai tradizionali sistemi di controllo delle vibrazioni, in ulteriori configurazioni
strutturali tipiche dell’Ingegneria civile e alla valutazione dell’influenza dell’effetto
scala sul comportamento meccanico di questo dispositivo innovativo.
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