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Presentazione
di Andrea Giordano

Questo volume si configura come un apparato critico/esegetico di una tematica 
che mi è particolarmente cara, la Geometria. Pienamente d’accordo con quan-
to asseriscono Laura De Carlo e Leonardo Paris nell’introduzione, questa disci-
plina, infatti, va intesa come centrale sia nello sviluppo progettuale dal punto 
di vista creativo che nella possibilità di rendere concreta una forma attraverso la 
sua effettiva costruzione. Concordo, inoltre, con loro nel ribadire l’importanza 
della Geometria solida come settore di ricerca, direi “ri-emergente”, in grado di 
connettere e combinare geometria, architettura e design. Tutto questo è ampia-
mente e profondamente spiegato, provato ed illustrato dagli autori, anche gra-
zie ad un eccezionale apparato grafico-documentale, in grado di comunicare sia 
il tema delle curve nella loro prospettiva storica (parte prima) che – attraverso al-
cuni casi studio esemplificativi – di affrontare l’utilizzo delle linee curve in diversi 
ambiti di applicazione (parte seconda). Lo scopo – effettivamente raggiunto – è 
quindi quello di ampliare il ventaglio degli strumenti critici da porre a disposizio-
ne del lettore: proponendo quindi molteplici punti di vista. Gli autori forniscono 
gli strumenti per raggiungere una completa consapevolezza nell’ambito dello 
studio delle linee curve attraverso le azioni del vedere, del pensare e del giudi-
care criticamente, un’architettura o un qualsiasi oggetto di design. 
L’utilizzo dei suddetti tre verbi – vedere, pensare e giudicare criticamente – mi 
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consente di evidenziare che le linee e le superfici di un oggetto, anche nel caso 
dell’architettura, necessitano dello spazio per rendersi evidenti, spazio che viene 
sperimentato come il dato che precede gli oggetti in esso contenuti, un ambi-
to nel quale ogni “cosa” prende il suo posto. D’altronde, proprio l’architettura 
può essere considerata come una disposizione di costruzioni entro uno spazio 
determinato, omogeneo e continuo. In termini fisici, così, lo spazio è definito 
dall’estensione delle superfici dei corpi, confinanti gli uni con gli altri. Il ruolo 
delle linee e delle superfici, quindi, risulta essere fondamentale, proprio perché 
agevola la percezione dello spazio che, sotto il profilo psicologico, avviene gra-
zie all’inviluppo di esse nell’atto di costituire le superfici delle “cose”. Quantun-
que lo spazio, una volta stabilito, venga sperimentato come un dato sempre 
presente ed autosufficiente, la sua esperienza sensoriale nasce solo attraverso 
l’interrelazione degli oggetti. La percezione dello spazio si verifica, così, soltan-
to in presenza di cose percepibili: ed esse, non solo nel caso dell’architettura 
o degli oggetti di design, saranno costituite da linee e superfici, reali o virtuali.
Sotto il profilo psicologico, inoltre, la nozione di spazio inteso come contenito-
re, che esiste cioè anche in assenza di oggetti, deve sempre far fede su di un 
sistema di riferimento, che potrà essere, nel caso dello spazio in cui viviamo, la 
semplice superficie calpestabile, nel caso dello spazio geometrico – “rappresen-
tante” astratto della realtà –, i piani coordinati o il quadro, a secondo del meto-
do di rappresentazione.
Se rimaniamo ancora nel campo dell’esperienza dello spazio, bisogna fare ri-
ferimento ad un interessante “meccanismo” percettivo tra osservatore e realtà 
osservata, evidenziato da Arnheim1 ne’ La dinamica della forma architettonica. 
Il critico tedesco ipotizza che agli astronauti venga cancellato dalla mente il ri-
cordo di tutti i corpi pesanti: in questa maniera, nell’osservare la Terra una vol-
ta ritornati, costoro istituiranno una connessione lineare che costituirà l’asse di 
un mondo unidimensionale. Il rapporto percettivo con l’oggetto sarà così “line-
are”. Anzi, come osserva Arnheim: «[...] la connessione stabilita dall’osservato-
re fra sé e la sua meta viene sperimentata come una retta. In linea di principio 
essa potrebbe assumere qualsiasi configurazione scelta fra un numero infinito 
di curve, circoli o linee spezzate dei tipi più irrazionali. La scelta economica del-
la connessione più breve costituisce un’elementare applicazione del principio di 
semplicità della psicologia della Gestalt: ogni pattern creato, adottato o selezio-
nato dal sistema nervoso sarà quello più semplice consentito dalle condizioni 
date»2. Dopo di che, facendo un ulteriore passo in avanti, si ipotizza una condi-
zione per così dire superficiale, quando Arnheim prende in considerazione, as-
sieme al sistema astronauta-Terra, il Sole, come terzo punto di riferimento: per 
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il principio della semplicità, tale situazione creerà nella mente degli astronauti 
una struttura triangolare, essendo il triangolo la struttura più semplice compa-
tibile con i tre punti. Si passerebbe, così, da un mondo unidimensionale, linea-
re, ad uno che esiste su una superficie, bidimensionale. Ed in questo sistema la 
terza dimensione non esiste, né interessa in che maniera quel piano triangolare 
sia orientato nello spazio. Arnheim infatti avverte il lettore: «Dal momento che 
abbiamo a che fare con l’esperienza psicologica dello spazio, molto dipende dal 
modo in cui l’osservatore concepisce, e quindi struttura, la situazione. Se per 
esempio altri oggetti si inserissero nella gamma dei tre già presenti e agissero 
in accordo con essi, ciò influirebbe sulla risultante costellazione. In questo caso, 
tutto dipenderebbe dalla forza relativa delle parti contendenti»3. Perciò la piat-
tezza della situazione triangolare risulterebbe compromessa solo se il quarto 
oggetto fosse forte, determinando una disposizione tridimensionale, e il piano 
triangolare potrebbe essere sostituito da un poliedro, nel nostro caso con quat-
tro spigoli e quattro facce.
Se, quindi, la conquista percettiva dello spazio avviene gradualmente, passando 
da una fase unidimensionale a quelle più complesse, bi- e tridimensionali, ci si 
rende conto che, prendendo in considerazione l’architettura  – o qualsiasi altro 
lavoro umano che abbia a che fare con lo spazio –, il più semplice atto architet-
tonico comporta un’operazione tridimensionale, dal momento che detto atto 
esiste grazie a un mattone (o qualsiasi altro materiale da costruzione) che è un 
oggetto a tre dimensioni, a sua volta costituito da linee e facce/superfici; tutta-
via, anche dopo aver raggiunto la fase di percezione tridimensionale, ciò che un 
osservatore coglie, come configurative di quello spazio, saranno, nuovamente, 
linee e superfici, che conformano quell’architettura o l’ambiente circostante, 
con il loro sempre più vertiginoso intrico dinamico4.

1 Arnheim 1977.
2 Ivi, p. 21.
3 Ivi, p. 23.
4 Cfr. Giordano 1999, p. 21.
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Introduzione
di Laura De Carlo, Leonardo Paris

Considerando la geometria al centro sia del processo creativo della progetta-
zione che della concretizzazione della forma nella costruzione vera e propria, 
lo studio della geometria solida delinea un settore di ricerca attualmente emer-
gente al confine tra geometria applicata e architettura,  specie in un momen-
to in cui l’analisi e la produzione si manifestano attraverso forme sempre più 
complesse. La geometria costruttiva contemporanea trova nella architectural 
geometry un grande potenziale che dimostra come le conoscenze geometriche 
possano essere alla base di un uso creativo del digitale.
La geometria descrittiva, nei suoi più recenti sviluppi, consente il controllo delle 
forme tridimensionali in uno spazio virtuale all’interno del quale le operazioni 
di costruzione e rappresentazione, anche dinamica, della forma si avvicinano al 
processo progettuale in architettura come nel design.
Gli attuali strumenti informatici, assai più potenti di quelli tradizionali, costitui-
scono da una parte il mezzo per semplificare e realizzare procedure semplici di 
problemi classici che, per la loro complessità, era prima impensabile affrontare 
in forma sintetica; dall’altra innesca un processo generativo della forma che va 
bel oltre il repertorio classico. Ciò grazie anche ai potenti strumenti parametrici 
per la generazione ed il controllo di forme complesse, sistemi dinamici modifi-
cabili in tempo reale che permettono di creare legami concettuali ed effettivi tra 
i diversi livelli di approfondimento progettuale.
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Gli studi che formano questa pubblicazione vogliono indagare, da ottiche diver-
se, il ruolo delle linee, in particolare le linee curve, intese come matrici formali 
di ogni processo creativo volto alla costruzione della forma in diversi campi di 
applicazione. 
D’altronde le linee sono le figure geometriche che più frequentemente si incon-
trano nella teoria e nella pratica e lo studio delle teorie ad esse associate risulta-
no indispensabili dal momento che la soluzione di un problema relativo alla co-
struzione della forma si riduce sempre al tracciamento di una o più linee e alla 
ricerca degli elementi ad esse comuni.
Lo studio delle proprietà e della delineazione di queste figure geometriche risul-
ta fondamentale in tutto lo sviluppo storico della geometria a partire dall’anti-
chità, basti pensare alla teoria delle coniche di Apollonio di Perga. Nonostante il 
notevole livello di conoscenza sulla geometria raggiunto nel mondo antico, so-
prattutto nel periodo ellenistico, anche in questo campo del sapere seguirà un 
lungo periodo di letargo cosicché è solo nel Seicento che si può parlare di una 
vera e propria teoria delle linee e delle superfici curve. Partendo dalla rivisitazio-
ne dell’eredità greca la scuola francese ed europea sviluppa le nuove teorie del-
la geometria analitica e dell’analisi moderna in un arco temporale limitato che a 
ragione è stato chiamato il «Rinascimento matematico». Il contributo dell’anali-
si alla teoria delle curve porterà a descriverle secondo i principi cartesiani e sarà 
solo nella prima metà del Settecento che tali principi saranno estesi allo spazio 
per rappresentare quelle curve che nel sistema cartesiano a tre dimensioni sa-
ranno riferite a due piani di proiezione di un diedro solido e saranno perciò det-
te curve a doppia curvatura. 
La corrispondenza tra le operazioni della geometria descrittiva e quelle dell’ana-
lisi informa lo studio di questi enti geometrici in ambito matematico, in un’al-
talenante ricerca tra geometria sintetica e geometria analitica che porterà Gino 
Loria a scrivere agli inizi del Novecento: «Pretendere che tutte le costruzioni di 
geometria descrittiva si riducano al tracciamento di rette e circonferenze e alla 
ricerca dei punti o delle tangenti a esso comuni, sarebbe certamente troppo; 
ma lo scopo a cui si deve tendere è questo che, senza introdurre ipotesi troppo 
restrittive alla esposizione dei dati, nelle costruzioni non entrino, all’infuori delle 
linee date (immaginate già completamente tracciate ovvero costruibili per pun-
ti e per tangenti) altre linee all’infuori di quelle il cui uso fu concesso ai geome-
tri da Euclide il grande legislatore della scienza dell’estensione. Ora da quanto 
esponiamo emerge che tale intento si può spesso conseguire apportando lievi 
ritocchi alle costruzioni classiche».
Un primo ambito di interesse riguarda quindi i metodi di analisi delle curve, pia-
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ne e gobbe, articolato in funzione delle loro proprietà analitiche, differenziali 
e geometriche e alla traduzione in forma sintetica di tali proprietà, nonché alla 
esposizione di alcune famiglie di curve. Un secondo ambito di approfondimen-
to storico è stato quello dell’applicazione delle linee in alcuni specifici ambiti di 
costruzione di forme per l’architettura e per l’ingegneria. Si sono infine indagati 
gli aspetti più innovativi di costruzione della forma nel campo dell’architettura e 
anche in particolar modo nel campo del design in relazione alle specificità e alle 
potenzialità offerte dai più moderni sistemi tecnico-costruttivi.
Si è voluto inoltre indagare sulle possibili ripercussioni della conoscenza degli 
aspetti geometrci di questi elementi in ambito pratico nei campi dell’architet-
tura e del design, accomunati da una stessa formazione culturale ma che si di-
stinguono soprattutto nel ruolo che può assumere una specifica configurazione 
formale nella sua traduzione in un elemento architettonico e in un oggetto di 
design dove minori sono i vincoli tecnologici e funzionali.
La modellazione informatica, intesa come un vero e proprio laboratorio virtuale, 
permette di sperimentare e verificare le possibili e pressoché infinite configura-
zioni formali in grado di costituire la matrice progettuale della forma architetto-
nica e dell’oggetto di design.
La costruzione di modelli digitali di rappresentazione permette di rivisitare le te-
orie classiche nella loro evoluzione storica esplicitando, attraverso idonee visua-
lizzazioni, moltissime proprietà geometriche spesso relegate nell’alveo dell’ana-
lisi matematica e delle sue espressioni astratte.

Il volume è strutturato in due parti: la prima raccoglie quattro saggi teorici che 
affrontano il tema delle curve nella loro prospettiva storica. La seconda propo-
ne, in alcune esemplificazioni, l’uso delle linee curve in diversi ambiti di appli-
cazione. 
Nella prima parte si è voluto delineare un quadro teorico sulle origini delle teorie 
matematiche alla base della conoscenza delle proprietà di questi enti geometri-
ci e sulla loro ricaduta nella progettazione della forma, sia in chiave storica che 
analizzando i più recenti strumenti digitali oggi a disposizione.
Si è voluto considerare un lungo arco temporale che va dal mondo classico alla 
rivoluzione cartesiana che irrompe nella matematica all’inizio del Seicento, an-
cora largamente dominata dal paradigma della matematica classica,  fino all’in-
venzione del calcolo differenziale alla fine del secolo per poi esplorare le nuove 
vie della geometria sintetica tra Settecento e Ottocento e per verificare infine 
come questo lungo processo abbia avuto una ricaduta sui più recenti metodi di 
modellazione digitale. 
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La seconda parte del volume raccoglie alcuni saggi dai quali emerge l’ampio 
spettro di possibili applicazioni sull’uso della linea curva nel processo progettua-
le: dall’architettura, al design, dalla nautica, al mondo della moda, dalle teorie 
geometriche degli ingranaggi, alle freeform dell’architettura contemporanea. 
Saggi che testimoniano l’importanza della conoscenza delle proprietà delle cur-
ve per la genesi e il controllo della forma.
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Le linee coniugate

di Leonardo Paris

Il movimento di un ingranaggio si basa sulla rigorosa 
applicazione di principi geometrici che ne consento-
no il corretto funzionamento. In un ingranaggio si 
riconoscono sempre delle superfici che nel loro mo-
vimento imprimono o ricevono una spinta reciproca 
mantenendo delle precise relazioni e proprietà geo-
metriche. Queste geometrie si definiscono “coniu-
gate”. Le linee che sono alla base di queste superfici 
si definiscono per l’appunto “linee coniugate”.
Gli ingranaggi sono meccanismi conosciuti sin 
dall’antichità. Un primo studio specifico e dettaglia-
to in cui vengono individuati i primi elementi facenti 
parte dell’ingranaggio come le ruote, le leve e le pu-
legge lo si deve in epoca ellenistica ad Erone d’Ales-
sandria che descrive in maniera accurata un “odo-
metro”, cioè un misuratore di distanza.  
Un’applicazione molto utile nell’antichità è quella 
relativa al pompaggio dell’acqua nei mulini nei qua-
li si fa largo uso di ruote dentate per la trasmissione 
del moto. A Leonardo da Vinci – come anche ad al-
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tri “ingegneri” rinascimentali – si devono numerose 
descrizioni, anche grafiche, della concatenazione di-
namica fra più elementi.
Se si parla invece di ricerche geometriche degli in-
granaggi, quelle cioè che sono alla base di una vera 
e propria “teoria geometrica”, uno dei precursori è il 
matematico Philippe de La Hire (1640-1718) al qua-
le si devono descrizioni sulle proprietà delle epi-ipo-
cicloidi e cicloidi piane applicate agli ingranaggi per 
la costruzione esatta dei profili dei denti. Il primo 
trattato teorico sugli ingranaggi lo si deve a Charles 
Etienne Louis Camus (1699-1768) cui sono seguiti i 
contributi di molti grandi matematici e geometri del 
Settecento e dell’Ottocento quali Eulero, Hachette, 
Lefebvre, Monge, Olivier. A quest’ultimo si deve la 
pubblicazione a Parigi nel 1842 dell’opera Théorie 
géometrique des engraneges. Uno dei trattati italia-
ni più importanti e completi è La Teoria geometrica 
degli ingranaggi di Giovanni Codazza (fig. 1), pub-
blicato a Milano nel 1854, cui segue alcuni anni più 
tardi il primo dei tanti contributi di Domenico Tes-
sari a cavallo del nuovo secolo. Nel ‘900 lo studio 
geometrico degli ingranaggi non registra particolari 

Fig. 1/ Disegni di ingranaggi, dal trat-
tato di Codazza 1854.
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novità; di contro si registra un enorme progresso so-
prattutto tecnologico unito allo sviluppo sempre più 
specifico delle macchine di precisione.
Recentemente il tema è tornato di attualità anche 
grazie alle potenzialità offerte dalla modellazione di-
gitale e parametrica attraverso cui è possibile costru-
ire ingranaggi virtuali sia secondo configurazioni già 
ampiamente codificate sia, al tempo stesso, speri-
mentando nuove soluzioni potendone verificare in 
tempo reale l’efficacia dinamica. Grazie al crescente 
sviluppo delle moderne tecniche di prototipazione 
questi modelli virtuali possono facilmente tradursi in 
modelli fisici prototipali.  

Gli ingranaggi
Un ingranaggio si compone di diverse parti di cui 
quella più importante è la ruota dentata, cioè quel-
la parte composta da elementi sporgenti, i denti, di-
stribuiti in maniera uniforme ed intervallati da spazi 
vuoti, i vani. La ruota è generalmente fissata ad un 
albero di rotazione. 
L’ingranaggio è pertanto un meccanismo elementa-
re costituito da una ruota dentata che ingrana con 
un’altra ruota dentata o con una cremagliera o con 
una vite senza fine allo scopo di trasmettere un movi-
mento (fig. 2). Gli ingranaggi possono essere utilizzati 
per trasmettere il moto rotatorio fra due o più assi, o 
per convertire il moto rotatorio in moto progressivo; 
in questo caso sono organi meccanici studiati nella ci-
nematica, cioè nella teoria dei meccanismi1.
Su questi presupposti particolare importanza riveste 
lo studio delle forme geometriche dei denti, affin-
ché la trasmissione del moto avvenga nelle condizio-
ni più favorevoli a raggiungere la soluzione del pro-
blema dinamico. Negli ingranaggi la trasmissione 
del movimento avviene attraverso delle ruote den-
tate. In questa trasmissione di moto gli assi possono 
essere: paralleli, concorrenti o sghembi (fig. 3).

1 Nel caso in cui gli ingranaggi 
vengono utilizzati per trasmettere 
l’azione di un motore ai 
diversi meccanismi destinati a 
produrre un determinato effetto 
meccanico, lo studio fa parte 
della dinamica delle macchine, 
attraverso cui valutare la porzione 
di lavoro consumata dall’attrito 
durante la trasmissione del 
movimento.
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In ciascun caso può verificarsi che il rapporto tra le 
velocità angolari rimanga costante oppure variabile. 
Nel primo caso si hanno gli ingranaggi a rapporto di 
velocità costante; nel secondo caso gli ingranaggi a 
rapporto di velocità variabile.
Un requisito fondamentale nella identificazione del-
le superfici dei denti è che queste debbono conser-
varsi a contatto durante il movimento rotatorio delle 
ruote; come detto, quando le superfici dei denti di 
due ruote di un ingranaggio soddisfano questa con-
dizione si dicono coniugate. In un ingranaggio le su-
perfici dei denti possono venire a contatto secondo 
una linea o conservarsi progressivamente a contatto 
in un punto. Nel primo caso l’ingranaggio si defini-
sce di forza, nel secondo di precisione2.   
La dentatura di un ingranaggio può essere esterna, 
interna o laterale. Il primo caso è la disposizione clas-
sica che dà all’ingranaggio una forma raggiata, con 
i denti rivolti verso l’esterno. Nel secondo caso que-
sta disposizione lascia il bordo esterno liscio, mentre 
nella parte interna sono presenti gli ingranaggi di-
retti verso l’asse. Vi sono infine anche denti disposti 
lateralmente; questa disposizione fa assumere all’in-
granaggio una forma simile a una corona di un re.
Gli ingranaggi si possono classificare prima di tutto 
in funzione della disposizione reciproca degli assi ed 

Fig. 2/ Esempi di ingranaggi.

2 Un altro elemento che concorre 
a definire un diverso tipo di 
ingranaggio è quello dell’attrito 
cioè della forza dissipativa che 
si esercita tra due superfici 
a contatto tra loro e che si 
oppone al loro moto relativo. 
Quando due linee si muovono 
l’una sull’altra si possono avere 
i seguenti casi: la prima curva 
ruota sull’altra senza scorrere 
o strisciare (attrito volvente); 
la prima curva scorre sull’altra 
senza ruotare (attrito radente); 
la prima curva ruota e scorre 
contemporaneamente sull’altra. 
Se nel movimento le curve 
si muovono l’una sull’altra 
mantenendosi a contatto si ha 
un attrito diretto; altrimenti, 
quando questa condizione non 
è soddisfatta si ha un attrito 
angolare. Si può avere quindi 
un: moto di rotazione ed attrito 
volvente diretto od angolare; 
moto di scorrimento ed attrito 
radente diretto od angolare.
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anche in funzione della disposizione della dentatu-
ra, per cui si ottengono per esempio le ruote dentate 
semplici, elicoidali, a doppia elica, le ruote coniche a 
denti dritti o a corona ipoide, il rocchetto o crema-
gliera, la vite senza fine o ingranaggi non circolari.
Tralasciando in questa sede gli aspetti geometrici le-
gati alle diverse tipologie di nuclei (cilindrici, conici e 
iperboloidici) ed alle posizione reciproche degli assi 

Fig. 3/ Superfici coniugate relative 
ai nuclei degli ingranaggi (gli 
elaborati di questo capitolo, ove 
non diversamente specificato, sono 
dell’autore).
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(paralleli, concorrenti o sghembi)3, vediamo in che 
modo le proprietà di una linea curva condizionano 
il profilo dei denti e, di conseguenza, la trasmissio-
ne del moto.

Le linee coniugate come matrici formali 
dei denti di un ingranaggio
Un tipico ingranaggio è quello formato da due ruote, 
entrambe con nuclei cilindri, ad assi paralleli (fig. 4).
I denti hanno una estensione limitata rispetto al nu-
cleo e nel moto rotatorio rimangono in contatto solo 
per una certa frazione di tempo e di spazio. L’ingra-
naggio quindi deve essere progettato per garantire 
la continuità del moto per cui quando un dente per-
de il contatto con il suo coniugato il dente successi-
vo deve avere già ingranato l’altro4. 
Questa condizione ha ripercussioni sulle dimensioni 
complessive della ruota, sul numero, sulle dimensio-
ni e sul passo dei denti5.

Fig. 4/ Ingranaggio semplice 
composto da due ruote dentate 
(Prokopios).

3 Per un’analisi più approfondita 
sui più recenti studi sugli 
ingranaggi cfr. Paris 2012a, Paris 
2012b, Ceccarelli, Cigola 2012, 
Prokopios 2015.
4 Un ingranaggio è “semplice” 
quando una sola ruota conduce 
in una sola direzione l’altra; 
“simmetrico” quando una ruota 
può condurre l’altra sia in un 
verso che nell’altro; “reciproco” 
quando ciascuna ruota può 
assolvere allo stesso compito in 
entrambi i versi.
5 Alcuni aspetti teorici 
del problema vengono 
necessariamente rimodulati 
in fase costruttiva nel 
momento in cui occorre tener 
conto del cosiddetto gioco 
dell’ingranaggio.
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Quale ruolo hanno le proprietà di una linea curva 
nella costruzione del profilo dei denti di un ingra-
naggio di questo tipo?
Esistano diversi metodi pratici per la costruzione del 
profilo di un dente ma da un punto di vista stretta-
mente geometrico la linea che più di altre soddisfa 
la condizione di permanenza del contatto tra i due 
profili coniugati durante la rotazione è “l’evolvente 
della circonferenza”, cioè il luogo dei punti descritto 
da un punto di una retta che rotola senza strisciare 
su di una circonferenza. Ogni punto P di una retta 
tangente in C (fig. 5) alla circonferenza di base a ro-
tazione conclusa cade sulla circonferenza in P’ per-
correndo un settore circolare di lunghezza pari alla 
distanza del punto CP.
L’evolvente della circonferenza è l’inviluppo delle 
perpendicolari alle rette tangenti. Per ogni punto 
della circonferenza è possibile costruire una famiglia 
di evolventi tutte equidistanti tra loro.
Una evolvente è una curva aperta a spirale in cui è 
identificabile un ciclo corrispondente ad una rota-
zione completa di 360° della retta tangente; cioè la 
distanza TT’ è uguale a 2pr.

Fig. 5/ Evolvente di una 
circonferenza.
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Fig. 6/ I profili coniugati in due ruote 
dentate.
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Poiché per ogni punto esterno alla circonferenza è 
possibile costruire due diverse rette tangenti si pos-
sono ottenere due distinte famiglie di evolventi; una 
in cui il punto P si avvicina alla circonferenza secon-
do un andamento orario, l’altra antiorario. 
Con un modellatore matematico si può visualizzare il 
comportamento di questa curva nel momento in cui si 
imprime al profilo coniugato un movimento rotatorio.
Nel caso di due ruote dentate uguali (fig. 6), che 
hanno perciò la stessa velocità angolare, nel mo-
mento in cui si definiscono i due nuclei circolari del-
le ruote di raggio r occorre definire la distanza d tra 
i centri; d – 2r è l’altezza del dente. Ogni ruota ha 
una circonferenza di base, riferita al nucleo, ed una 
circonferenza di testa che include anche il profilo del 
dente. Si individua anche una circonferenza primiti-
va data dalla tangenza tra le ruote dentate il cui rag-
gio varia in funzione dei raggi delle due ruote den-
tate e dalla distanza tra i due centri6. 
La circonferenza di testa di raggio rt avrà un certo 
rapporto con il raggio della circonferenza di base rb, 
il cui valore è sempre > 1. Poiché la seconda ruota 
ha una circonferenza di base uguale, anche la se-
conda evolvente sarà uguale alla prima, con lo stes-
so verso, ma con un moto rotatorio contrario.
Date due circonferenze di base (fig. 6a), C1C2 è la 
retta congiungente i due centri cui appartiene il seg-
mento H1H2, cioè l’altezza del dente. Le evolventi 
delle circonferenze definiscono i due profili coniuga-
ti, che si incontrano nel punto medio M del segmen-
to  H1H2. T1T2 è la tangente ad entrambe le circonfe-
renze passante per il punto M. La normale alla retta 
T1T2 per costruzione è anche tangente ad entrambe 
le due evolventi.
Se si imprime ora graficamente una stessa rotazione 
(fig. 6b), antioraria al primo profilo e oraria al secondo 
profilo si noterà che i due profili coniugati rimangono 
in contatto in un punto S che appartiene sempre alla 

6 Nel caso di ruote dentate 
uguali le due circonferenze 
primitive sono uguali e tangenti 
nel punto medio della distanza 
tra i due centri che è anche 
il punto intersezione con la 
tangente interna alle due 
circonferenze di base. Nel caso 
di ruote dentate a diverso 
raggio, e quindi con diverse 
velocità angolari, le circonferenza 
primitive sono sempre tangenti 
al punto intersezione tra la 
retta congiungente i centri 
e la tangente interna alle 
due circonferenze di base; 
hanno quindi raggi diversi 
in proporzione ai raggi delle 
circonferenze di base.
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retta T1T2 con una diversa normale evidentemente pa-
rallela alla prima. Tale condizione vale per qualsiasi ro-
tazione impressa ai due profili coniugati. 
Alla retta tangente T1T2 appartengono pertanto tutti 
i punti di contatto tra le coppie coniugate di evolven-
ti delle due circonferenze di base dell’ingranaggio.
La tangente T1T2 contiene il segmento S1S2 (fig. 6c) i 
cui estremi sono definiti dall’intersezione della stes-
sa retta con le due circonferenze di testa. Questo 
segmento individua il campo di azione di due denti 
coniugati, cioè in sostanza la posizione iniziale S1 in 
cui il primo profilo aggancia il secondo e la posizio-
ne finale S2 in cui i due profili si staccano7.
Immaginiamo ora che l’ingranaggio che stiamo pro-
gettando sia “reciproco”, che si possa cioè cambiare il 
senso di rotazione; questo significa che i denti avranno 
un profilo speculare che è un’altra evolvente (fig. 6d).
La ruota dentata è quindi formata da una serie di 
denti la cui geometria è definibile attraverso alcuni 
parametri costruttivi che sono, fondamentalmente, 
il numero, il passo e la dimensione dei denti. Questi 
vanno progettati in modo tale da garantire la conti-
nuità della rotazione ma anche la non interferenza 
tra i due denti coniugati.
Continuando la nostra sperimentazione, che ricordia-
mo è puramente geometrica e che quindi non tie-
ne conto di valutazioni di carattere tecnico come per 
esempio il gioco meccanico o l’imprecisione costrut-
tiva di alcuni raccordi, possiamo provare a calcolare 
qual è per esempio l’incidenza della geometria rispet-
to al passo, cioè la distanza tra due denti di una stes-
sa ruota misurabile o al centro del dente o all’attacco  
P’P’’ delle due evolventi successive (fig. 7a).
Il passo dell’ingranaggio è esprimibile anche come 
valore dell’angolo ω che sottende l’arco P’P’’.
Sul passo dell’ingranaggio e quindi di conseguenza 
sul numero dei denti si possono a questo punto fare 
una serie di considerazioni. La prima è che il nume-

7 L’individuazione di questo 
segmento è fondamentale 
per il corretto funzionamento 
dell’ingranaggio in quanto i due 
denti successivi devono poter 
“ingranare” prima che i precedenti 
si stacchino; questa è la condizione 
necessaria per dare continuità al 
movimento.

Copyright © 2019 by FrancoAngeli s.r.l., Milano, Italy. ISBN 9788891794000



221

Le linee coniugate

Fig. 7/ Costruzione grafica per il 
calcolo dell’angolo ω in funzione 
del rapporto tra il raggio della 
circonferenza di testa e della 
circonferenza di base.

ro deve essere intero; l’angolo relativo al passo deve 
essere inferiore dell’angolo ω altrimenti il movimen-
to delle ruote non è continuo. Il passo infine deve 
essere tale da garantire il perfetto incastro senza so-
vrapposizioni tra i denti delle due ruote.
Il valore ω dell’angolo è funzione esclusivamente del 
rapporto tra la circonferenza esterna e la circonfe-
renza di base. Dato un arco di circonferenza di rag-
gio r  (fig. 7b) si costruisce la porzione dell’arco di 
circonferenza di testa come incremento percentua-
le di r; nell’esempio, per r=10, la circonferenza di 
testa è uguale a 16. Si ricorda che la differenza tra 
i raggi delle due circonferenze determina l’altezza 
del dente dell’ingranaggio H1H2. Dal punto medio di 
H1H2  si traccia la tangente alla circonferenza di base 
che incontra la circonferenza di testa nel punto S2; 
sfruttando la simmetria dell’ingranaggio è possibile 
individuare anche il punto S1; si costruiscono le due 
evolventi della circonferenza passanti per  S1 e per S2 
ottenendo il corrispondente angolo ω. 
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La variazione del rapporto tra il valore ω dell’angolo 
e il numero dei denti può essere rappresentato in un 
diagramma (fig. 8): sulle ascisse l’incremento per-
centuale del valore del raggio delle due circonferen-
ze, sulle ordinate il valore dell’angolo  ω con l’indica-
zione sulla curva risultante dei valori corrispondenti 
a numeri interi dei denti.
Una volta determinato quindi il passo dei denti, se si 
prova a disegnare l’intero profilo del dente (fig. 9), 
immaginandolo sempre nella condizione teorica mi-
nima e non costruttiva, con un’altra evolvente spe-
culare a formare una specie di arco acuto si osserva 
che oltre un certo rapporto tra circonferenza ester-
na e di base, il dente non ha più lo spazio necessa-
rio per incastrarsi con l’altro. Per cui si può ricavare 
nel diagramma un limite oltre il quale il meccanismo 
non può funzionare8.
Se negli ingranaggi cilindrici, come abbiamo visto, la 
linea che meglio soddisfa la proprietà di mantener-
si costantemente a contatto in un punto con la sua 
linea coniugata è la evolvente della circonferenza, 
nel caso degli ingranaggi conici una delle possibili 
soluzioni adottate nella pratica è quella di determi-
nare l’epicicloide sferica, ottenuta dal movimento di 
un punto di una circonferenza che ruota, senza sci-

Fig. 8/ Diagramma per il calcolo 
teorico della circonferenza di testa 
in funzione al numero dei denti della 
ruota.

Fig. 9/ Modello di un ingranaggio 
con le seguenti caratteristiche: 
rapporto rt / rb, = 1.26; angolo 
ω=20; numero dei denti = 18.

8 In tutte le atre configurazioni 
al di sotto di tale soglia si verifica 
che è possibile allargare il profilo 
del dente riuscendo anche a 
ridurre leggermente il passo 
in modo da avere maggiore 
garanzia di continuità del moto 
rotatorio.
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9 Codazza 1854. Nel trattato 
l’ingranaggio viene rappresentato 
al Capo Terzo, paragrafo II, in 
una forma grafica sintetica in 
doppie proiezioni ortogonali. La 
figura di partenza utilizzata per la 
costruzione del modello digitale 
è la stessa, anche nell’uso delle 
denominazioni dei punti.  

volare, intorno ad un’altra circonferenza disposta su 
un piano diverso, mantenendo un angolo costante. 
La curva appartiene alla superficie di una sfera ed è 
una curva gobba chiamata appunto cicloide sferica.
L’elaborazione del modello digitale che viene illu-
strata di seguito ricalca l’esempio di un ingranaggio 
conico del trattato di Giovanni Codazza9.
Si individuano prima di tutto i due assi V’O’ e V’o’ e 
i raggi delle primitive O’A’ e o’A’; il segmento V’A’, la 
cui proiezione in pianta è OA, è l’apotema comune 
ai due coni primitivi (fig. 10). Poiché i raggi delle due 
ruote coniche sono diversi si è nel caso di ingranag-
gi con diverse velocità angolari, che sono, pertanto, 
inversamente proporzionali alle misure dei due rag-
gi. Le due rette ortogonali all’apotema comune pas-
santi per A’ e per B’ definiscono la cosiddetta corona 
dell’ingranaggio e le due superfici di testa, superio-
re e inferiore. L’altezza A’B’, che è la lunghezza dei 
denti può essere scelta in modo arbitrario. A’o’, or-
togonale all’asse V’o’, è il diametro di una circonfe-
renza che viene assunta come base di una cono cir-
colare retto di centro S’, appartenente all’asse V’O’. 

Fig. 10/ Elaborazione del modello 
digitale di un ingranaggio conico 
come descritto nel trattato di  
Codazza.
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La rotazione di questo cono intorno alle circonferen-
za di raggio A’O’ genera una epicicloide sferica (fig. 
11); la rotazione dello stesso cono, all’interno della 
circonferenza di raggio A’o’ genera una ipocicloide 
coincidente con il raggio A’o’. L’intersezione dell’as-
se di questo cono con la superficie di testa superio-
re dell’ingranaggio determina l’altezza dei denti (fig. 
12). Nell’esempio illustrato l’altezza dei denti è data 
dai segmenti P’Q’ e p’q’.

Fig. 11/ Costruzione dell’epicicloide 
sferica e sua proiezione sulla 
superficie conica della testa 
inferiore dell’ingranaggio conico. 
La proiezione dell’epicicloide è la 
direttrice della superficie conica di 
vertice S’, superficie che determina 
la configurazione di uno dei denti 
dell’ingranaggio.

Fig. 12/  Intersezione della superficie 
conica del dente con la superficie 
conica di testa superiore.
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Per determinare le forme dei denti occorre trovare 
la linea intersezione del cono epicicloidale con le su-
perfici coniche generate dalle rette U’A’ e WB’.
Riassumendo, nella costruzione del modello digitale 
si è prima di tutto determinata per punti l’epicicloide 
sferica, ottenuta per rotazione della circonferenza B 
attorno alla circonferenza A. Si è poi proiettata que-
sta linea gobba sulla superficie conica di testa infe-
riore dal vertice comune dei due coni primitivi.
Nello specchiare questo profilo rispetto al piano pas-
sante per l’asse del cono e per la cuspide superio-
re della linea si è calcolato un leggero  distacco in 
modo da introdurre uno smusso, ottenendo così la 
direttrice della superficie conica di un dente con ver-
tice corrispondente al punto di concorso dei due assi 
dell’ingranaggio (fig. 13). Sulla base delle conside-
razioni geometriche suddette è stato elaborato un 
modello digitale di un tipico ingranaggio conico ad 
assi ortogonali e rapporto di velocità costante ugua-
le a 1 (fig. 14).

Fig. 13/ Costruzione del dente in 
funzione del passo dell’ingranaggio.
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Concludendo
Questo saggio prende spunto da recenti studi svolti 
da chi scrive e da altri studiosi sulla teoria geometri-
ca degli ingranaggi. Si è voluto evidenziare attraver-
so l’illustrazione di due esempi – l’uno riferito ad una 
particolare linea piana, “l’evolvente della circonferen-
za”, e l’altro riferito ad una particolare linea gobba, 
“l’epicicloide sferica”– come sia possibile rendere evi-
denti  concetti e proprietà, molto spesso declinati in 
forma astratta e quindi poco comprensibili.
Un grande aiuto, in questo senso, è dato dalla mo-
dellazione digitale e, più recentemente, dalle ap-
plicazioni di modellazione parametrica che utilizza 
procedure di Visual Programming Language (VPL) in 
cui il processo logico di costruzione degli oggetti (in 
questo caso ingranaggi) viene tradotto in forma al-
goritmica, scomponendo il problema complesso in 
concatenazioni di problemi semplici. 

Fig. 14/ Modello digitale di 
un ingranaggio conico ad assi 
ortogonali e rapporto di velocità 
costante uguale a 1 (render Wissam 
Wahbeh).
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Il volume raccoglie studi che indagano sul ruolo delle linee quale matrice formale dell’ar-
chitettura e del design. Considerando la geometria al centro sia del processo creativo 
della progettazione che della concretizzazione della forma nella costruzione vera e propria, 
lo studio della geometria solida delinea un settore di ricerca attualmente emergente al 
confine tra geometria applicata e architettura, specie in un momento in cui l’analisi e la 
produzione si manifestano attraverso forme sempre più complesse. La geometria costrut-
tiva contemporanea trova nella architectural geometry un grande potenziale che dimostra 
come le conoscenze geometriche possano essere alla base di un uso creativo del digitale.
Le linee curve sono le figure geometriche che più frequentemente si incontrano nella 
teoria e nella pratica e lo studio delle teorie ad esse associate risulta indispensabile dal 
momento che la soluzione di ogni problema di costruzione della forma ha come momen-
to iniziatico il tracciamento di una o più linee e la ricerca degli elementi ad esse comuni. 
Lo studio delle proprietà e della delineazione di queste figure geometriche risulta fonda-
mentale in tutto lo sviluppo storico della geometria a partire dall’antichità fino alle più 
recenti elaborazioni digitali come la costruzione di modelli tridimensionali virtuali di rap-
presentazione che permettono  di rivisitare le teorie classiche nella loro evoluzione storica 
esplicitando, attraverso idonee visualizzazioni, moltissime proprietà geometriche molto 
spesso relegate nell’alveo dell’analisi matematica e delle sue espressioni più astratte.
Nella prima parte del volume si è voluto delineare un quadro generale sulle origini delle 
teorie matematiche alla base della conoscenza delle proprietà di questi enti geometrici e 
sulla loro ricaduta nella progettazione della forma, sia in chiave storica che analizzando i 
più recenti strumenti digitali oggi a disposizione. La seconda parte raccoglie alcuni saggi 
attraverso i quali emerge l’ampio spettro di possibili applicazioni sull’uso della linea curva 
nel processo progettuale: dall’architettura al design; dalla nautica al mondo della moda; 
dalle teorie geometriche degli ingranaggi alle freeform dell’architettura contemporanea.
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