Indice

Introduzione 3
1 Analisi dei valori estremi: impostazione classica 5
1.1 Introduzione . . . . . . . . . . ... )
1.2 Modelli asintotici . . . . . . . . ... 6
1.2.1 Formulazione del modello . . . . . . ... ... ... ... .... 6

1.2.2 La distribuzione dei valori estremi generalizzata . . . . . . .. .. 8

1.2.3 1l dominio di attrazione . . . . . . .. .. ... ... .. .. ... 10

1.3 Inferenza per la distribuzione GEV . . . . . ... ... .00 11
1.3.1 Considerazioni generali . . . . . . . . ... ... ... ... ... 11

1.3.2 Massima Verosimiglianza . . . . . . . . .. ... ... ... ... 12

1.3.3 Verosimiglianza profilo . . . . . ... ... ... ... 13

1.4 1l modello basato sulle statistiche d’ordine . . . . . . . . ... ... ... 13
1.4.1 Formulazione del modello . . . . . ... ... ... ... ..... 13

1.4.2  Modellare le r piu grandi statistiche d’ordine . . . . . . . . .. .. 16

1.5 Una possibile caratterizzazione alternativa: valori che superano una soglia 17
1.5.1 Distribuzione Generalizzata di Pareto (GPD) . . .. .. ... .. 17

1.5.2  Modello Poisson-GPD e stime dei parametri . . . . . . . ... .. 19

2 Caratterizzazione dei valori estremi mediante il processo di Poisson 21

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6

Introduzione . . . . . ... 21
Convergenza in legge . . . . . . . . . . ... 22
Il modello statistico . . . . . . . . .. ..o 23
Connessioni con gli altri modelli . . . . . . ... ... ... .. ... ... 25
Processi aleatori a tempo continuo . . . . . .. ... 26
Processi di Poisson . . . . . . . ... .o 28
2.6.1 Processo di Poisson omogeneo . . . . . . .. .. ... ... 28

2.6.2 Processo di Poisson non-omogeneo,da finire . . . . . . . ... ... 29



2 INDICE

3 Analisi dei valori estremi: impostazione bayesiana parametrica 31
3.1 Introduzione . . . . . . . . . .. . 31
3.2 Scelta della distribuzione iniziale . . . . . .. .. ... ... ... .... 32
3.3 Modelli gerarchici . . . . . . .. .. 34

3.3.1 Ragguppamento di popolazioni eterogenee tramite distribuzioni
mistura . . . . ... .. e e e 35
3.3.2  Un modello mistura gerarchico. . . . . . .. ... ... ... ... 36

4 Alcuni elementi dell’impostazione bayesiana non-parametrica 39
4.1 Introduzione . . . . . . . .. 39
4.2 Alcune priors utili nell'impostazione bayesiana non-parametrica . . . . . 39

4.2.1 Processo di Dirichlet . . . . . .. ... ... ... . ... ..., 40
4.2.2 Processidi Lévy. . . . . . . ... 41
4.2.3 Processi neutrali adestra. . . . . ... ... 42
4.2.4 1l processo Gamma Esteso . . . . .. .. ... ... 47
4.3 Derivazione della misura di Lévy per alcuni processi . . . . . . . . . . .. 51

5 Inferenza bayesiana non-parametrica per un processo di Poisson non-

omogeneo 53
5.1 Imtroduzione . . . . . . . ... 53
5.2 Verosimiglianza e distribuzioni a priori non-parametriche . . . . . . . .. 54
5.3 Distribuzioni a posteriori . . . . . . ... ..o 55
6 Valori estremi e processi d’urna 57
6.1 Introduzione . . . . . . . . . .. .. o7
6.2 Concetti preliminari . . . . . . ... ... L 57
6.3 Processi di urna rinforzati (RUP) . . . .. ... ... .. 0. 59
6.4 Processi di urna rinforzati per il processo beta-Stacy . . . . .. .. . .. 61
7 Una applicazione finanziaria 65
7.1 Imtroduzione . . . . . . . . .. 65
7.2 Utilizzo dei modelli dell’analisi classica sui valori estremi . . . . . .. .. 66
7.3 Utilizzo dell'impostazione bayesiana non-parametrica sui valori estremi . 70
7.4 Applicazione dei processi di urna rinforzati ai valori estremi . . . . . . . 74

Bibliografia 77



Introduzione

La teoria dei valori estremi e 'unica disciplina statistica in cui si sviluppino tecniche e
modelli per descrivere fenomeni inusuali. E’ circa il 1950 quando si comiciano a proporre
metodologie ad hoc per lo studio di fenomeni fisici.

Per definizione, i valori estremi sono scarsi, questo significa che le stime sono spesso
richieste per livelli di un processo che sono piu grandi di quelli fino a quel momento
osservati. E’ il caso, ad esempio, dello studio del livello dei fiumi, dove cio che interessa
realmente non e saper prevedere il generico andamento del fiume, ma la probabilita con
cui si possono verificare alluvioni, considerati appunto valori estremi. Chiaramente le
applicazioni di un approccio di questo genere sono infinite: record sportivi, inquinamen-
to atmosferico, rimborsi assicurativi e titoli azionari.

Nel presente lavoro sono state prese in esame le serie giornaliere di cinque dei trenta
titoli azionari del comparto industriale che compongono l'indice sintetico del Dow-Jones.
I titoli considerati sono: IBM, General Motors, American Express, Coca Cola, John-
son&Johnson. Il periodo di osservazione a cui si fa riferimento per tutta I’analisi ¢ il de-
cennio 1990-2000 e le osservazioni sono date dai relativi prezzi di chiusura giornalieri. Lo
scopo di questa analisi ¢ di analizzare i valori estremi (superamenti rispetto alla soglia) di
queste serie. L’obiettivo di questa tesi ¢ quello di proporre un “percorso metodologico®
in cui si parte dall’analisi dei valori estremi in termini classici, per individuare la soglia
ottimale al di sopra della quale si parla di valore estremo, fino ad arrivare all’utilizzo
dell'impostazione bayesiana non-parametrica in cui tali valori vengono considerati come
realizzazioni di un processo di salto su cui fare previsione. Successivamente, proprio
sulla base delle proprieta del processo di salto, tra cui la ricorrenza, queste osservazioni
sono state pensate come possibili processi di urna rinforzati (RUP).

Nella prima parte del lavoro tutto questo ¢ stato descritto in termini teorici, mentre

nella seconda parte se ne ¢ data una applicazione
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Capitolo 1

Analisi de1l valori estremi:

impostazione classica

1.1 Introduzione

La teoria dei valori estremi e una disciplina statistica in cui si sviluppano tecniche
e modelli che descrivono comportamenti inconsueti. Intesa come studio astratto di
fenomeni aleatori, questa materia affonda le sue radici in alcuni lavori del 1920 sviluppati
da Fischer e Tippett. Successivamente, nel 1940 Gnedenko propose 1'utilizzo di questa
teoria nelle applicazioni statistiche. L’applicazione statistica dei modelli probabilistici
per gli estremi fu studiata e formalizzata da Gumbel nel 1950. In quegli stessi anni,
Jenkinson applico questi modelli ai valori estremi rilevati nelle velocita del vento e
sviluppo un modello di parametrizzazione che unifico diversi modelli, cosi da aggiungere
chiarezza alle procedure di modellazione. Nel 1970 le leggi limite classiche vennero
generalizzate da Pickands, portando sostanzialmente ad implementare tali procedure
che si svilupparono poi negli anni 80 e '90. Durante questi anni Leadbetter et al.
investigarono sul comportamento estremo di classi di processi che ammettevano vari tipi
di non-stazionarieta e dipendenza. Infine, la caratterizzazione e I'inferenza statistica di
estremi multivariati si svilupparono dalla meta del 1980 e sono tuttora materia di ricerca.

Storicamente, applicazioni della teoria degli eventi estremi si ritrovano nei campi piu

diversi:

e metereologia (pioggie, venti) - conseguenze su bacini idrici, canali, relazioni con

I’aumento della temperatura del globo terrestre;
e livelli di inquinanti (superamento del dato medio orario di qualche livello);
e assicurazioni - previsioni di eventi catastrofici (uragani, piene di fiumi);

e finanza;
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e telecomunicazioni;

[ riferimenti bibliografici principali sono Embrechts et al. (1997), Leadbetter et al.
(1983) e Resnick (1987).

1.2 Modelli asintotici

1.2.1 Formulazione del modello

In generale, nello studio di tutti i fenomeni che si ripetono nel tempo, si puo essere
interessati a conoscere quando (o meglio, con che probabilita) avra luogo un evento che
superi in intensita tutti i precedenti. E’ il caso ad esempio dello studio del livello dei
fiumi, dove cio che interessa realmente, non ¢ saper prevedere il generico andamento del
fiume, ma la “probabilita” con cui si possono verificare alluvioni, che sono appunto eventi
estremi. In questo primo capitolo verra sviluppato il modello che rappresenta il punto
di svolta della teoria degli eventi estremi. Tale modello si focalizza sul comportamento
di
M, = max{Xy,..., X,},

dove Xi,...,X,, ¢ una sequenza di variabili aleatorie i.i.d. che hanno una funzione
di distribuzione F. Tutti i risultati che verranno presentati si riferiscono solo alla dis-
tribuzione dei massimi M, ricordando che ¢ sempre possibile ottenere risultati analoghi

per i minimi attraverso la trasformazione
min{Xy,..., X, } = —max{—-X;,..., - X, }.

Nelle applicazioni, le X; usualmente rappresentano i valori di un processo misurato
su una scala di tempo tale che M,, rappresenti il massimo di un processo su n tempi. Se
n ¢ il numero di osservazioni in un anno, allora M,, corrisponde al massimo annuale.

Essendo le variabili i.i.d. e immediato che la distribuzione di M,, per tutti i valori di

n sia:
Pr{M, <z} = Pr{X;<uz,....X, <z}

= Pr{Xj; <z} x---xPr{X, <z} (1.1)
= {F(=)}".

Tuttavia cio, non ¢ immediatamente utile in pratica, dato che la funzione di dis-
tribuzione F' non € nota. Una possibilita puo essere quella di usare una tecnica statistica
standard: calcolare la stima di F' dai dati osservati e poi sostituire questa stima nella
(1.1). Sfortunatamente, discrepanze molto piccole nella stima di F' possono portare a

grosse discrepanze in {F'(x)}". Un approccio alternativo ¢ quello di accettare che F' sia
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non nota, e cercare famiglie di modelli approssimate per {F(z)}", che possano essere
stimate soltanto sulla base di dati estremi. Si procede osservando il comportamento di
{F(z)}" con n — oo. Piu specificatamente, si tratta di individuare quali distribuzioni
limite sono possibili per M,, con n — oo.

La questione cosi posta e banale: la distribuzione di M,, converge, con probabilita
1, al punto estremo destro di F'. Questo stesso problema si incontra nel Teorema del
Limite Centrale: con probabilita 1, X, converge alla media della popolazione, p. Tale

problema viene superato, ammettendo un riscalamento lineare, tale che:

yn_ n
S L N(0,1)

On

dove p, = p e o, =0c/\/n.

Si adotta lo stesso approccio per ottenere il limite della distribuzione di M,,, cer-
cando distribuzioni limite di M} = (M,, —b,,)/a,, dove {a, > 0} e {b,} sono sequenze di
coefficienti normalizzanti. Una scelta appropriata di queste due successioni determina
la posizione e la scala di M,, al crescere di n.

L’intera classe delle possibili distribuzioni limite per M,, ¢ dato dal Teorema seguente:

Teorema 1.2.1. Se esistono sequenze di costanti {a,, > 0} e {b,} tali che
Pr{(M, —b,)/a, <z} — G(z) con n — oo,

dove G & una funzione di distribuzione non-degenere, allora G(x) appartiene ad una

delle sequenti famiglie:
I:G(x) = exp{—exp(—z)} —o00 <z < 0;

0 <0
exp(—z~*) x> 0,a > 0;

[I:G(ZL‘):{

exp{—(—2)*} z<0,a>0
1 x> 0.

Il :G(z) = {

Viceversa, ognuna di queste distribuzioni, G, puo apparire come limite per la dis-

tribuzione di (M, —by,)/an e, infatti, succede cosi quando la G ¢ essa stessa distribuzione

di X.

In tal caso G prende il nome di distribuzione dei valori estremi.
In altre parole, il Teorema dice che il massimo di {(M,,—b,,)/a, } converge in distribuzione
ad una variabile che ha come funzione di distribuzione una delle tre famiglie individuate

con I, IT, TII. Collettivamente, queste tre classi di distribuzioni sono chiamate extreme
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value distributions, con i tipi I, II e III rispettivamente noti come famiglie Gumbel,
Fréchet, Weibull. Ogni famiglia ha rispettivamente un parametro di posizione ed uno
di scala, b e a; inoltre, le famiglie Fréchet e Weibull hanno anche un parametro di forma

Q.

1.2.2 La distribuzione dei valori estremi generalizzata

Von Mises (1954) e Jenkinson (1955) indipendentemente, hanno ottenuto una singola
famiglia che combina queste tre distribuzioni limite, la generalized extreme value

distribution (GEV), indicata con G(u,0,§), con funzione di distribuzione

G(x) :eacp{ — [1—1—5(:[;“)}_1/5} (1.2)

definita sull'insieme {x : 1+&(x—p)/o > 0}, dove i parametri soddisfano —oco < p < oo,

c>0e —00 < & < oo. Il modello ha tre parametri: un parametro di posizione p,
un parametro di scala ¢ ed un parametro di forma ¢ (= 1/a). Le classi di tipo II
e III della distribuzione dei valori estremi corrispondono in questa parametrizzazione
rispettivamente ai casi £ > 0 e £ < 0. Il sottoinsieme della famiglia GEV con &€ = 0 e
da interpretarsi come limite della (1.2) con £ — 0, ottenendo cosi la Gumbel family
con funzione di distribuzione

G(x):ea:p[—exp{— (x_'u)}],—oo<x<oo.

g

Conviene quindi, riformulare il Teorema 1.2.1 in modo diverso.

Teorema 1.2.2. Se esistono sequenze di costanti {a,, > 0} e {b,} tali che
Pr{(M, —by)/an <z} — G(z) con n — oo, (1.3)
per una funzione di distribuzione G non-degenere, allora G ¢ un membro della famiglia

GEV e
et =enf - [ e(Z2)] )

definita su {x:1+&(x —p)/o > 0}, dove —o00 < < 00, 0 >0 e —00 < £ < 00.

Dimostrazione: Si veda DI CHI E’ IL TEOREMA.

Interpretare il limite di questo teorema come una approssimazione per valori grandi
di n, vuol dire utilizzare la famiglia GEV per modellare la distribuzione dei massimi di se-
quenze lunghe. La difficolta apparente riguardante il fatto che le costanti normalizzatrici

siano sconosciute, in pratica, si risolve facilmente. Partendo dalla (1.3),

Pr{(M, —b,)/a, <z} ~ G(x)
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per valori abbastanza grandi di n. Equivalentemente,

Pr{(M, <z} ~ G{(x—"b,)/a,}
G*(x),

dove G* ¢ un altro membro della famiglia GEV. In altre parole, se il Teorema 1.2.2
consente I’approssimazione della distribuzione di M, con un membro della famiglia GEV
per grandi valori di n, la distribuzione di M,, puo essere approssimata con un diverso
membro della stessa famiglia. Dato che i parametri della distribuzione devono essere
comunque stimati, e irrilevante che i parametri della distribuzione G siano differenti da
quelli della G*.

Un’applicazione tipica di questo modello consiste nell’adattare la distribuzione (1.2)
ad una serie di dati di massimi annuali (per esempio, prendendo n come il numero di
osservazioni in un anno). Le stime dei quantili estremi dei massimi annuali si ottengono
invertendo 'equazione (1.2):

v == 1= {=log (1= p)) ] (14)

dove G(z,) = 1 — p. Nella terminologia dei valori estremi, x,, ¢ il livello di ritorno
associato al periodo di ritorno 1/p (ossia x, ¢ quel valore che viene superato una volta
ogni p anni). Nella relazione (1.4) assume particolare importanza il parametro di forma
¢ infatti, se £ € negativo, i quantili sono limitati superiormente, cosi che I'estrapolazione
ad un qualche livello portera ad un limite finito. Mentre se £ € pari a zero o ¢ positivo,
allora la distribuzione limite non ¢ limitata, e ’estrapolazione porta ad un limite infini-
to. La giustificazione formale del teorema dei modelli estremi e tecnica, sebbene non
particolarmente complicata - vedi Leadbetter et al. (1983). Per prima cosa conviene

dare la seguente definizione.

Definizione 1.2.1. Una distribuzione G ¢ detta max-stabile se, per ognin = 2,3, ...,

esistono delle costanti o, > 0 e (3, tali che
G"(anx + Bn) = G(x).

Dato che G™ ¢ la funzione di distribuzione di M,, = max{X;,..., X, }, dove le X;
sono variabili indipendenti ognuna con funzione di distribuzione G, la proprieta di max-
stabilita e soddisfatta da quelle distribuzioni per cui l'operazione di prendere i valori
massimi del campione porta ad una distribuzione identica tranne per un cambiamento
dei parametri di scala e posizione. Il collegamento con le leggi limite dei valori estremi

¢ dato dal seguente risultato.

Teorema 1.2.3. DI CHI E’ IL TEOREMA
Una distribuzione é mazx-stabile se, e solo se, € una distribuzione generalizzata dei valori
estrema.
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Questo teorema viene usato direttamente nella dimostrazione del teorema 1.2.2.
L’idea ¢ di considerare M, come la variabile aleatoria massimo in una sequenza di
n x k variabili per un valore grande di n. Questo puo essere considerato come il mas-
simo di una singola sequenza n X k, oppure come il massimo di £ massimi, ognuno dei
quali ¢ il massimo di n osservazioni. Piu precisamente, si suppone che la distribuzione

limite di (M,, — b,)/a, sia G. Cosl, per valori di n abbastanza grandi,
Pr{(M, —b,)/a, <z}~ G(x)
dal Teorema 1.2.2. Quindi, per qualche intero k, dato che nk ¢ grande,
Pri{(Mux = bur)/an, < x} =~ G(x). (1.5)
Ma, dato che M, e il massimo di k£ variabili che hanno la stessa distribuzione di M,,,
Pri{(M; — bpi) /i, < x} = [Pr{(M,, —b,)/a, < x}]". (1.6)

Quindi, dalla (1.5) e dalla (1.6) rispettivamente si ottiene,

Pr{M,, <z} ~ G (x — b"’“)

Qnk

xz—b,
Pr{M,; < 2z} ~ G* (7) :
an
Quindi, G e G* sono identiche a parte per i coefficienti di posizione e di scala. Ne
consegue che GG € max-stabile e, per il Teorema 1.2.3, ¢ anche un membro della famiglia

GEV.

1.2.3 1l dominio di attrazione

Data una delle distribuzioni limite G(x), la teoria dei valori estremi determina le con-
dizioni su F' che implicano la convergenza di M,, ad essa. Tali condizioni si riferiscono
alla natura delle due successioni a,, e b,, ¢ definiscono il massimo dominio di attrazione
di G (indicato con M DA(G)).

Ad un livello alto di generalita questa diventa una questione alquanto complicata.
Si puo comunque dare una caratterizzazione che lavori con funzioni di distribuzione F
assolutamente continue (con funzione di densita f). In questo caso, la funzione h di

rischio reciproco ¢ definita come

11— F(x)
- fl@) 7
e ponendo

b, = F! (1 — 1) . ap=nh(b,), &= lim A (z)

—00
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la distribuzione limite di (M,, —b,)/a, €

exp{—[1 + fx]jrl/g} se £#£0

exp{—e "} se £&=0
In particolare, questo risultato implica che il parametro di forma della GEV distribuzione

limite dei massimi, ¢ determinato solamente dal limite della derivata prima della funzione

di rischio reciproco.

1.3 Inferenza per la distribuzione GEV

1.3.1 Considerazioni generali

Dato un insieme di valori massimi (ad esempio massimi annuali) X3, Xs, ..., X, lo scopo
e di fare inferenza sui parametri della G(u,0,€). A tale proposito, numerose tecniche

sono state proposte:

e metodo grafico basato su varianti dei grafici di probabilita;

e metodo dei momenti in cui le funzioni di questo modello sono rese uguali alle

funzioni empiriche equivalenti;

e metodo della verosimiglianza.

Ognuna di queste tecniche ha i suoi pro e i suoi contro, ma la versatilita e 'appli-
cabilita del metodo della verosimiglianza a modelli complessi rende questo approccio
particolarmente attraente. Una potenziale difficolta derivante dall’uso di questo meto-
do per la GEV, riguarda la validita delle condizioni di regolarita richieste per le usuali
proprieta asintotiche, associate agli stimatori di massima verosimiglianza. Queste con-
dizioni non sono soddisfatte nel modello GEV perche i punti estremi della distribuzione
sono funzione dei valori assunti dal parametro: pu — o /£ che & 'estremo superiore della
distribuzione quando £ < 0, e Pestremo inferiore quando £ > 0. Smith (1985) studio

questo problema nel dettaglio ed ottenne i seguenti risultati:
e quando & > —0.5, gli stimatori di massima verosimiglianza sono regolari, nel senso

che godono delle usuali proprieta asintotiche;

e quando —1 < ¢ < —0.5, gli stimatori di massima verosimiglianza sono general-
mente ottenibili, ma non sono regolari;
e quando £ < —1, gli stimatori di massima verosimiglianza non esistono.

Il caso in cui £ < —0.5 corrisponde a distribuzioni con coda “molto corta”. Queste

situazioni raramente si incontrano nelle applicazioni di modelli dei valori estremi.
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1.3.2 Massima Verosimiglianza

Sotto 'assunzione che Xi,...,X,, siano delle variabili indipendenti con distribuzione

GEV, la log-verosimiglianza per i parametri della GEV, quando £ # 0 ¢

0.0 €) = —mlogo — (14 1/) Y log 1 +¢(“)]

i=1

_zm: [1+§(‘T’;“)]_1/5, (1.7)

posto che
1+£(@)>0, per i=1,...,m. (1.8)

Per alcuni valori del parametro £ per cui viene violata la (1.8), si ottiene una verosimiglian-
za pari a zero ed una log-verosimiglianza pari a —oo.

Il caso in cui & = 0 richede un trattamento separato che usa la distribuzione Gumbel
come limite della distribuzione GEV. Questo porta ad una log-verosimiglianza di questo

tipo:

U, 0) = —mlogo — f: <%‘;M) - iexp{ - (:EZ;/L)} (1.9)

i=1
La massimizzazione delle due equazioni (1.7) e (1.9) rispetto al vettore di parametri
(i, 0,&) porta alla stima di massima verosimiglianza rispetto all’intera famiglia GEV.
Non esiste pero una soluzione analitica ma, per qualche data-set la massimizzazione si
puo ottenere utilizzando algoritmi di ottimizzazione numerica standard (Hosking et al.
(1985)), quando il supporto della distribuzione non dipende dai parametri. E’ necessario
introdurre dei fattori di correzione per assicurare che questi algoritmi non modifichino
le combinazioni dei parametri della (1.8), in modo tale da evitare le difficolta numeriche
che si potrebbero incontrare nella valutazione dell’equazione (1.7) in prossimita di & = 0.
Quest’ultimo problema si puo risolvere facilmente utilizzando la (1.9) al posto della (1.7),
per valori di £ che cadono nell’intorno di zero oppure cercando degli stimatori appropriati
per il parametro £. Il pitt noto tra questi stimatori ¢ quello di Pickands(VEDERE
ANNO).

Definizione 1.3.1. Sia dato un campione X1,..., X, estratto da una distribuzione F
appartenente al massimo bacino d’attrazione di una delle distribuzioni del Teorema 1.2.1
e siano X, le sue statistiche d’ordine k. Allora, fissato k = k(n) tale che k(n) — oo e

k(n)/n — 0, la funzione

1 I Xk,n - X2k,n
0

2 gX2k,n — Xagn

gk,n = lOg

¢ detta stimatore di Pickands per €.
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Proposizione 1.3.1. Lo stimatore di Pickands presentato nella definizione 1.3.1 e
consistente per &, ovvero

fk,n - 57 n — oQ.

DIMOSTRAZIONE - Si veda Dekkers e de Haan (1989).

Oltre a quello di Pickands sono stati proposti altri stimatori per £ tra cui lo sti-
matore di Hill per ¢ = o' > 0 (si veda Embrechts et al. (1997) per una breve

rassegna).

1.3.3 Verosimiglianza profilo

Un metodo per fare inferenza sulla massima verosimoglianza ¢ quello che si basa sulla
verosimiglianza profilo. La valutazione numerica della verosimiglianza profilo per uno
qualsiasi dei parametri pu, o o £ &€ immediata. Per esempio, per ottenere il profilo della
verosimiglianza per &, si fissa £ = &, e si massimizza la log-verosimiglianza (1.7) rispetto
ai parametri rimanenti, pu e 0. Questa procedura viene ripetuta per un range di valori di
&o. I corrispondenti valori massimizzati della log-verosimiglianza costituiscono il profilo
della log-verosimiglianza per £, dalla quale e possibile ottenere intervalli di confidenza
approssimati.

Questa metodologia si puo applicare anche quando viene richiesta l'inferenza su
alcune combinazioni di parametri. In particolare, si possono ottenere intervalli di con-
fidenza per livelli di ritorno, x,, specificati. Cio richiede una riparametrizzazione del
modello GEV, tale che z, diventi uno dei parametri, dopo di che si ottiene il profilo del-
la log-verosimiglianza dalla massimizzazione rispetto ai rimanenti parametri nel modo
usuale. La riparametrizzazione é:

o

§

a questo punto si inserisce la (1.10) nella (1.7) ottenendo il modello GEV in termini dei

p=xp+ =1 —{-log(1—p)}~°, (1.10)

parametri (z,,0,§).

1.4 1l modello basato sulle statistiche d’ordine

1.4.1 Formulazione del modello

Una difficolta implicita nell’analisi dei valori estremi ¢ data dal limitato ammontare dei

dati per la stima del modello. Per definizione, gli estremi sono scarsi, questo comporta
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una grande varianza nelle stime del modello. L’emergere di questo problema, ha moti-
vato la ricerca di caratterizzazioni alternative del comportamento dei valori estremi, che
siano in grado di modellare i dati in modo diverso.

Esistono due ben note caratterizzazioni generali. Una e basata sulle eccedenze rispet-
to ad una soglia alta, l'altra si basa sul comportamento delle r pit grandi statistiche
d’ordine. Entrambe le caratterizzazioni possono essere unificate usando la rappresen-
tazione di un processo di punto. In questa sezione si focalizzera I’attenzione sulla seconda
caratterizzazione.

Si suppone che X, X5, ... sia una sequenza di variabili aleatorie i.i.d., e lo scopo e di
caratterizzare il comportamento estremo delle X;. Nell’equazione (1.3) si ¢ ottenuta la
distribuzione limite, con n — oo, di M,, che opportunamente normalizzata ¢ una GEV.
Quindi come prima cosa si estende questo risultato alle statistiche d’ordine estreme,
definendo

M® =k — esima statistica d'ordine di {X1,..., X},

e identificando il comportamento limite di questa variabile, per k fissato, con n — oo.

Il risultato che segue e una generalizzazione del teorema 1.2.1.
Teorema 1.4.1. Se esistono due sequenze di costanti {a, > 0} e {b,} tali che
Pr{(M, —b,)/a, <z} — G(x) con n — oo,

dove G é una funzione di distribuzione non-degenere, tale che G sia una funzione di

distribuzione data dall’equazione (1.2), allora, per valori fissati di k,
Pri{(M® —b,)/a, < x} — Gi(z)

suf{x:1+&(x—p)/o >0}, dove

G(x) = exp{—7(2)} (1.11)

Dimostrazione: Si veda AUTORE TEOREMA.

Questo teorema implica che, se la k-esima piu grande statistica d’ordine in un bloc-
co e normalizzata esattamente allo stesso modo del massimo, allora la sua distribuzione
limite ¢ della forma data dalla (1.11), dove i parametri corrispondono ai parametri della
distribuzione limite GEV del massimo di un blocco.

I problema che si verifca piu di frequente, utilizzando la (1.11), & che ognuna delle



1.4 11 modello basato sulle statistiche d’ordine 15

r piu grandi statistiche d’ordine si trova in blocchi diversi, per alcuni valori di r. Cioe,
si ha il vettore completo
M =MW M)

n

per ogni blocco. Pero, mentre il Teorema 1.4.1 da una famiglia per la distribuzione

(r)

approssimata di ognuna delle componenti di M, ’, non da la distribuzione congiunta di

My, ™, Inoltre, le componenti non possono essere indipendenti: My @ hon puo essere pil
grande di Mn , per esempio, quindi il risultato di ognuna delle componenti influenza la
distribuzione delle altre. Quello che si sta cercando ¢ la distribuzione limite congiunta
dell’intero vettore M{". 11 prossimo teorema da la funzione di densita congiunta della

distribuzione limite.

Teorema 1.4.2. (METTERE AUTORE)

Se esistono due sequenze di costanti {a, > 0} e {b,} tali che
Pri{(M, —b,)/a, <z} — G(z) con n — oo,

per qualche funzione di distribuzione G non-degenere, allora, per valori di v fissati, la

distribuzione limite per n — oo di

MM =

g oo ey
an n

. ( MM —b, M - bn>
a

appartiene alla famiglia che ha come funzione di densita di probablita congiunta

faea®) = e~ Lo e(=E)] ™

Ha [1+§ (k)g_”ﬂ_%_l, (1.12)

X

dove —00 < < 00, 0 >0 e —00 < & < oo; 2 < 21 < < 2W; e {a®
1+ &6@™ —p)/o >0y perk=1,...,r

Nel caso in cui r = 1, la (1.12) si riduce alla funzione di densita della famiglia GEV.
Il caso £ = 0 nella (1.12) & da interpretarsi come forma limite con £ — 0, portando alla

famiglia di funzioni di densita

fzW, .. 2"y = e:l:p{ — GIEP[ - <$(T) = Mﬂ}

g

[T e - ()] (113

per cui il caso r = 1 riduce la (1.13) alla densita della famiglia Gumbel.

X
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1.4.2 Modellare le r piu grandi statistiche d’ordine

Si consideri una serie di variabili i.i.d. e dati raggruppati in m blocchi. Nel blocco 7 le pit

W)

grandi r; osservazioni sono registrate, ottenendo cosi una serie M* = (z
perz=1,...,m.

Come con il modello GEV, il problema della dimensione del blocco corrisponde
ad un trade-off tra distorsione e varianza, che normalmente viene risolto facendo una
scelta pragmatica, per cui la dimensione del blocco ¢ di lunghezza pari ad un anno. Il
numero delle statistiche d’ordine usate in ogni blocco include anche un trade-off varianza-
distorsione: valori piccoli di r generano pochi dati portando ad una varianza alta; al
contrario, valori grandi di r portano ad una distorsione. Nella pratica quindi, conviene
scegliere valori di r; piu grandi possibili, sottoposti ad adeguati modelli diagnostici.

La verosimiglianza per questo modello ¢ ottenuta dalla (1.12) e dalla (1.13), inserendo
i coefficienti di scala non noti al posto degli usuali parametri di posizione e di scala, e

facendo i prodotti tra blocchi. Cosi, quando £ # 0,

L(p,0,€) = f[(exp{—[ug(xgn%ﬂﬂ”f}

(k) 1 4

< o fe(=25] ) (L1

posto che {1 + &(x® — p)/o > 0}, con k = 1,...,75, i = 1,...,m; altrimenti la

verosimiglianza e zero. Quando £ = 0,

m

Lip,0,6) = ]] (exp{ _“Cp[_ (&%ﬂﬂ}

i=1
(k)

X ﬁalexp[— (%)D (1.15)

Le verosimiglianze (1.14) e (1.15) possono essere massimizzate per ottenere la stima
della massima verosimiglianza.

In conclusione si puo affermare che, il modello della r piu grande statistica d’ordine
da una verosimiglianza i cui parametri corrispondono a quelli della distribuzione GEV
per i massimi di un blocco, ma incorpora molti dei dati estremi osservati. Cosi, con
riferimento all’analisi standard dei massimi dei blocchi, 'interpretazione dei parametri e
inalterata, ma la precisione dovrebbe aumentare sulla base del fatto che si considerano

delle informagzioni extra.
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1.5 Una possibile caratterizzazione alternativa: val-

ori che superano una soglia

Come e stato ampiamente dimostrato nelle sezioni precedenti, la tecnica di modellare i
massimi di ogni blocco con una distribuzione GEV ¢ inefficiente: anche disponendo di
rilevazioni giornaliere o orarie, si dovrebbe comunque considerare solamente una osser-
vazione per ogni anno, con una evidente perdita di informazioni. Sebbene il modello
della r piu grande statistica d’ordine rappresenta una alternativa migliore, ¢ assoluta-
mente impossibile nella realta disporre di dati in questa forma.

In anni recenti, I’attenzione si e rivolta verso metodi basati sullo studio delle ecceden-
ze rispetto ad una soglia. Questi metodi sono piu flessibili rispetto ai metodi del massimo
annuale per una serie di ragioni. Primo, prendendo in considerazione tutte le ecceden-
ze rispetto ad una soglia alta, i dati vengono utilizzati piu efficientemente. Secondo,
sono metodi che si possono estendere facilmente a situazioni in cui si voglia studiare,
come livelli estremi di una variabile Y dipendano da una variabile X - per esempio, Y
potrebbe essere il livello di ozono troposferico in un particolare giorno e X un vettore
di variabili metereologiche per quello stesso giorno (Smith e Shively, 1995). Questo tipo

di problemi sarebbe impossibile da trattare con il metodo del massimo annuale.

1.5.1 Distribuzione Generalizzata di Pareto (GPD)

Sia X7, Xo, ... una sequenza di variabili aleatorie i.i.d. con funzione di distribuzione F'.
L’idea di base e di fissare una soglia alta u e studiare tutti gli eventi che superano questa
soglia. Si indichi con X il generico termine della sequenza X;, e si ponga ¥ = X —u
condizionato ad X > u. Allora

1-F
PriX >u+ylX >u} = (uty)

T—Fw 0 Y 0 (1.16)

Per valori grandi di u si ottengono dei risultati asintotici strettamente collegati a quelli

sulla distribuzione dei valori estremi.

Teorema 1.5.1. METTERE AUTORE
Sia X1, Xa,... una sequenza di variabili aleatorie i.i.d. con funzione di ripartizione
comune F'. Allora la funzione di distribuzione di (X — u), condizionata a X > u, é

approssimativamente

~1/¢
H(y;,8) =1— (1 + %y) (1.17)

definita su {y :y >0 e (1+ &y/v) > 0}, dove

v=0+E&u—p. (1.18)
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La famiglia di distribuzioni definita dall’equazione (1.17) & chiamata famiglia gen-
eralizzata di Pareto, GPD(¢,¢).
Il parametro £ ¢ dominante nel determinare il comportamento qualitativo della GPD.

e Se ¢ <0, allora la GPD ha un limite superiore pari a u — 1 /&;
e Se ¢ > 0, la distribuzione non ha limite superiore;

e Se £ — 0, allora si ha una distribuzione esponenziale con parametro 1/
H(y;¢,0) = 1—exp<—%>. (1.19)

Il Teorema 1.5.1 suggerisce il contesto per modellare i valori estremi. Si dispone di una
sequenza di misurazioni xq,...,x,, gli eventi estremi sono identificati definendo una
soglia alta w, per cui le eccedenze sono {z; : x; > wu}. Il problema della scelta della
soglia e analogo a quello della scelta della dimensione del blocco nell’approccio dei mas-
simi, si deve cercare un giusto equilibrio tra distorsione e varianza. Da un lato la soglia
deve essere sufficientemente elevata affinche si possa ritenere valida 1’approssimazione
asintotica, anche se una soglia alta generera pochi eccessi portando ad una varianza
molto grande; dall’altro il valore di u dovrebbe essere sufficientemente piccolo da per-
mettere una stima accurata. La soluzione migliore ¢ di adottare una soglia piu bassa
possibile in modo tale che il modello riesca a garantire una approssimazione ragionev-
ole. Il metodo utilizzato per questo scopo e basato sulla media della GPD: se Y ha una
distribuzione generalizzata di Pareto con parametri o e £ (da questo punto in poi, per
convenienza nella notazione, non si distinguera piu tra il parametro di scala o della GEV
e il parametro 1 della GPD, si usera o per indicare il parametro di scala in entrambe le

famiglie), allora
o

B(Y) =15

posto che £ < 1. Quando £ > 1 il valore della media ¢ infinito. Ora, si supponga che la

(1.20)

GPD sia valida come modello per gli eccessi, rispetto ad una soglia wug, generati da una

serie X1,..., X, e si consideri X come un termine generico. Allora,
Oup
1-¢&

posto che & < 1, dove per convenzione si indica con o, il parametro di scala corrispon-

E(X — UO’X > UQ) =

dente agli eccessi rispetto alla soglia ug. Ma se la GPD & valida per gli eccessi rispetto

ad ug, sara ugualmente valida per tutte le soglie u > ug. Quindi, per u > ug,

Ou  Ouyg + fu

1-¢  1-¢

EX —ulX >u) = (1.21)
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in virtu della (1.18). Cosi, per u > ug, E(X —u|X > u) ¢ una funzione lineare di u.
Inoltre, F(X — u|X > u) & semplicemente la media dei superamenti rispetto alla soglia
u, per cui la media campionaria di tali superamenti rispetto ad u fornisce una stima
empirica. Seguendo la (1.21), ci si aspetta che queste stime cambino linearmente con u,
a livelli di u tali che il modello generalizzato di Pareto risulti appropriato.

Dopo aver determinato la soglia, i parametri della GPD possono essere stimati
tramite la verosimiglianza massimizzata. Si supponga che i valori yi,...,y, siano i
k superamenti rispetto alla soglia u. Per £ # 0 la log-verosimiglianza si ottiene dalla

(1.17) come
k

l(0,€) = —klogo — (1+1/§)Zlog(1+£yi/o), (1.22)

i=1
posto che (1 + o7 '€y;) > 0 per i = 1,...,k; altrimenti, ¢(c, &) = —oo. Nel caso in cui

¢ = 0 la log-verosimiglianza ¢ ottenuta dalla (1.19) come

k
l(o) = —klogo — o™ ! Z Ui

i=1
La massimizzazione analitica della log-verosimiglianza non ¢ possibile, cosi si ricorre
nuovamente a tecniche numeriche, facendo attenzione ad evitare instabilita numeriche
quando ¢ = 0 nella (1.22), e assicurandosi che 'agoritmo non fallisca quando la val-
utazione viene fatta fuori dallo spazio dei parametri ammissibile. Gli errori standard
e gli intervalli di confidenza per la distribuzione generalizzata di Pareto si ottengono

nell’usuale modo dalla teoria standard della verosimiglianza.

1.5.2 Modello Poisson-GPD e stime dei parametri

Si supponga di osservare le v.a. Xi,..., X, i.i.d., e di osservare gli indici ¢ per i quali
X; > u. Se si riscalassero gli indici ¢ in questo modo i/n, allora tali indici potrebbero
essere visti come un processo di punto dei tempi di superamento riscalati su [0, 1]. Se
n—ooel— F(u) — 0 tale che n(1 — F(u)) — A (0 < A < o0), allora potrebbe dirsi
che il processo converge velocemente ad un processo di Poisson omogemeo su [0, 1], con
intensita .

Partendo da cio, si puo immaginare una forma limite del processo di punto congiunto
dei tempi di superamento e dei superamenti rispetto alla soglia, che abbia la seguente

forma:

(a) Il numero, N, di superamenti del livello u in qualsiasi anno ha una distribuzione

di Poisson con media A;

(b) Condizionatamente a N > 1, i valori Y7,...,Y,, che superano la soglia sono i.i.d.
da una GPD.
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Questo viene chiamato modello Poisson-GPD.

Naturalmente, non c¢’eé nessuna motivazione particolare per cui si € preso some rifer-
imento 1’anno - potrebbe essere utilizzata una qualsiasi altra unita di tempo - ma in
particolare nei processi ambientali e nell’analisi di serie finanziarie, I’anno ¢ il periodo
di tempo piu conveniente a cui fare riferimento.

Il processo Poisson-GPD e strettamente collegato alla distribuzione GEV per i mas-
simi annuali. Si supponga che x > wu. La probabilita che il massimo annuale del processo

Poisson-GPD sia minore o uguale ad x e

Pr{lrélizg](VY;_x} Pr{N O}+ZP¢{N nY, <z,...,Y, <z}

n=1
X yn,—A o -1/ "
— ey Ae‘ .{1_(1+5x “) } (1.23)
—~ nl o N
_ -1/
= exp{—A(l—i—fx u) }
o /4
Se si sostituisse
Ve
o=v-su-w A= (1) (1.24)

la (1.23) si ridurrebbe alla forma della distribuzione GEV. Cosi i modelli GEV e GPD
sono completamente conformi con un altro modello in cui si supera la soglia u, e la
(1.24) da una esplicita relazione tra i due insiemi di parametri.

E’ possibile, anche in questo caso, effettuare delle stime di massima verosimiglianza.
Si supponga di avere un totale di N osservazioni al di sopra di una soglia al tempo T
Si supponga inoltre che il numero atteso di superamenti di Poisson sia AT, e i parametri

GPD siano o e £ come nella (1.17). Allora la log-verosimiglianza sara

N
Iny (N, 0,8) = Nlog\ —\TI'— Nlogo — (1 + %) Zlog (1 + §E> (1.25)
o
i=1

posto che 14 £Y; /o > 0 per tutti i valori di 4.

Gli stimatori di massima verosimiglianza sono i valori dei parametri non noti che mas-
simizzano la log-verosimiglianza. In pratica, questi sono massimi locali trovati mediante
ottimizzazione non-lineare. I risultati asintotici di consistenza, l'efficienza asintotica e
la normalita asintotica valgono per queste distribuzioni se £ > —% (Smith, 1985).

Il modello Poisson-GPD ¢ strettamente collegato al modello Peaks Over Threshold
(POT) originariamente sviluppato dagli idrologi. Nei casi con alta correlazione periodica
i superamenti rispetto alla soglia non si verificano singolarmente ma in gruppi, e in
questo caso, il metodo viene direttamente applicato ai valori dei picchi all’interno di

ogni cluster. Per ulteriori approfondimenti si veda Davison e Smith (1990).



Capitolo 2

Caratterizzazione deil valori estremi

mediante il processo di Poisson

2.1 Introduzione

Esistono modi differenti per caratterizzare il comportamento dei valori estremi di un
processo, e una formulazione particolarmente elegante deriva dalla teoria dei processi di
punto. Come si vedra nella prima parte del capitolo, questa caratterizzazione non porta
a nulla di nuovo in termini di modelli statistici; tutte le deduzioni fatte utilizzando la
metodologia del processo di punto possono essere ugualmente ottenute utilizzando uno
dei modelli descritti nelle sezioni precedenti. Comunque ci sono due buone ragioni per
preferire questo approccio. Innanzitutto, contempla un’interpretazione del comporta-
mento del valore estremo che unifica tutti i modelli finora introdotti; inoltre, questo
modello conduce direttamente ad una verosimiglianza che consente di ottenere una for-
mulazione piu naturale della non-stazionarieta dei superamenti rispetto a quella ottenuta
dalla distribuzione generalizzata di Pareto.

Nella seconda parte invece, si considerera il processo di Poisson come processo aleato-
rio a tempo continuo. La proprieta caratterizzante di questo tipo di processo e che non
conserva memoria del passato. Questo significa che solo lo stato corrente del processo
puo influenzare gli stati futuri.

Verra infine data anche una definizione del processo di Poisson inteso come processo
di salto che e esattamente la caratterizzazione del processo di cui che verra utilizzata

nella parte dell'impostazione bayesiana non-parametrica.
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2.2 Convergenza in legge

Il contesto del processo di punto fornisce un modo elegante di formulare i risultati
limite dei valori estremi. Cosi come e stato fatto nel capitolo precedente, si assume
che X1, X5, ... sia una serie di v.a. i.i.d., con funzione di distribuzione comune F. Si
supponga inoltre che le X; si comportino bene nel senso di valore estremo. Cioe, sia
M, = mazx{Xy,...,X,}, allora esistono due sequenze di costanti {a, > 0} e {b,} tali
che

Pr{(M, —b,)/a, <z} — G(x),

G(z) = €Q7p{ _ [1 +€<x — u)}—l/s}

o
per alcuni parametri u,0 > 0 e £. Successivamente viene definita una sequenza di

con

processi di punto N,, su R? data da

N, ={(/(n+1),(X; —by)/an) :i=1,...,n}.

Il fatto di aver cambiato scala nella prima ordinata assicura che 'asse dei tempi sia
sempre disegnata nell’intervallo (0, 1), mentre il cambio di scala nella seconda ordinata
stabilisce il comportamento degli estremi quando n — oo. Il risultato fondamentale e
che nella regione (0,1) x [u, 00), Ny, < N con n — oo, dove N & un processo di Poisson
Non-0mogeneo.

Si consideri una regione della forma A = [0, 1] X (u,00) per valori grandi di u, allora

ognuno degli n punti di N, ha probabilita p di cadere in A, dove

p=Pr{(X;—by)/a, > u} =~ %[1 +€<u ; u>]1/s.

Dato che le X; sono mutuamente indipendenti, N, (A) ha la distribuzione binomiale

N, (A) ~ Bin(n,p).

Dalla convergenza standard di una distribuzione binomiale ad una distribuzione Poisson

segue che, la distribuzione limite di N,(A), quando n — oo, & una distribuzione di
Po{A(A)}, con

- —1/¢
A(A) = [1+5(“0’“‘)} , (2.1)
dove A(A) indica la misura di intensita della regione A (si veda figura (2.1)).
A causa dell’omogeneita del processo rispetto al tempo si ha che, per ogni regione
della forma A = [t1,ts] X (u,00), con [t1,ts] C [0, 1], la distribuzione limite di N,,(A) e

ancora una distribuzione di Po{A(A)}, dove

A(A) = (tg—tl)[1+§(“;“)]_”€. (2.2)

Il risultato viene formalizzato dal seguente teorema.
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b T tz T

Figura 2.1: Illustrazione della rappresentazione tramite il processo di punto. I punti sul

grafico rappresentano i tempi ¢ e i valori x dei superamenti rispetto alla soglia u.

Teorema 2.2.1. Sia X1, X,,... una serie di v.a. i.i.d. per le quali esistono sequenze
di costanti {a, > 0} e {b,} tali che

Pr{(M, —b,)/a, <z} — G(z),

dove

o=l [12(55)] )

e stano r_ e x4 1 punti estremi, rispettivamente inferiore e superiore di G.

Allora, la sequenza di processi di punto

N, ={(i/(n+1),(Xi — ba)/an) i =1,....n}

converge, su regioni di forma (0,1) X [u, 00) e per ogniu > x_, ad un processo di Poisson,

con misura di intensita su A = [t1,ts] X [z, z4) data da

A(A) = (1 —tl)[1+g<‘”;“>]_l/§. (2.3)

2.3 1l modello statistico

E’ stato gia detto come sia piu vantaggioso lavorare con il modello del processo di
punto. Come con tutti gli altri modelli sui valori estremi, il modello limite - in questo
caso il processo di Poisson - viene interpretato come una ragionevole approssimazione del
comportamento di un campione grande ma finito. Cioe, nella convergenza del processo di
punto in cui N,, — N, si assume che la legge di probabilita associata al limite N fornisce
una approssimazione ragionevole alla legge associata a N,, per valori sufficientemente
grandi di n. In altre parole, il teorema 2.2.1 fornisce una rappresentazione soltanto per
il comportamento del valore estremo delle X;, ma per le applicazioni ¢ necessario fare

degli aggiustamenti. Il primo riguarda la scelta piu accurata della soglia v in modo
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che i valori che la superano possano fornire una ragionevole approssimazione; il secondo
problema riguarda invece, la normalizzazione delle sequenze {a,} e {b,}. Come per
gli altri modelli finora analizzati, queste sono dipendenti dalla distribuzione F' delle X;
sottostante, e quindi sono in pratica sconosciute. Questa difficolta e superata, come negli
altri modelli, includendo i coefficienti nei parametri di posizione e di scala del modello
stesso.

In conclusione, il teorema 2.2.1 puo essere rienunciato nel modo seguente.

Teorema 2.3.1. Sia X4,..., X, una serie di v.a. i.i.d. e sia
N,={(/(n+1),X;):i=1,...,n}.

Allora, per valori di u sufficientemente grandi, sulla regione di forma (0,1) X [u, 00), N,
¢ approssimativamente un processo di Poisson con misura di intensita su A = [t1,ta] X
(x,00) data da

A(A) = (tg—tl)[1+§<$;u>]_l/€. (2.4)

Questo teorema consente di eseguire la seguente procedura per modellare gli estremi
utilizzando il processo di punto. Primo, si seleziona una soglia alta u, per cui ’approssi-
mazione al processo di Poisson sembra buona, e si pone A = (0,1) X [u, 00). I punti N(A)
osservati nella regione A saranno rinominati in questo modo {(¢1, 1), ..., (tna), n(a)) }-
Assumendo inoltre, che il processo di Poisson limite sia una approssimazione accettabile
al processo NV,, su A, puo derivarsi una verosimiglianza approssimata. Massimizzando
questa verosimiglianza si ottengono le stime dei parametri (i, o, €) della funzione di in-
tensita limite. La funzione di verosimiglianza per il processo di Poisson sara quindi data
da

N(A)
LA(:“’: a, év L1y ,CCn) = GZEp{A(A)} H A(t“ xZ)
=1

U — —1/¢ N ) T — —1-1
cen{-n[i+ (SO Y T e 6o

dove con n, si indica il numero di anni di osservazione e con A(¢;,z;) la funzione di
1

intensita calcolata nella regione (¢;, x;)

Questa funzione puo essere trattata nel modo consueto per ottenere le stime di mas-
sima verosimiglianza, gli errori standard e gli intervalli di confidenza approssimati dei
parametri del modello.

Come nel modello dei superamenti rispetto alla soglia, le stime derivate dalla

! Assumendo la regione A = [aj,x1] X -+ X [ax,7x], e posto che esista, la funzione di derivata

Ax) = 68[\(2) indica la funzione di intensita del processo
X1 0Tp
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verosimiglianza del processo di punto sono basate su tutti quei dati considerati estremi,
nel senso di essere piu grandi di una soglia specificata. L’inferenza ¢ invece pilt accurata
rispetto alle stime basate su un diretto adattamento della distribuzione GEV ai dati
massimi annuali.

Quindi, la verosimiglianza del processo di punto e ottenuta come prodotto della
verosimiglianza per i superamenti rispetto alla soglia della GPD con una verosimiglianza
dell’evento binario di superamento della soglia, riparametrizzato in termini dei parametri
della GEV. L’equivalenza delle verosimiglianze per il processo di punto limite e del mod-
ello di superamento conferma che I'inferenza ottenuta dal modello del processo di punto

potrebbe ugualmente essere ottenuta in un contesto di superamento della soglia.

2.4 Connessioni con gli altri modelli

E’ facile dimostrare come il modello dei blocchi, il modello relativo ai superamenti di
una soglia e il modello delle r pit grandi statistiche d’ordine siano tutti casi speciali
della rappresentazione del processo di punto data nel teorema 2.2.1.

Si consideri il risultato ottenuto per i massimi dei blocchi. Indicando M, =

max{ Xy, ..., X,} nel modo usuale, e ponendo
N, ={(G/(n+1),(X;—by)/ay) :i=1,...,n},

I'evento {(M,, — b,)/a, < x} & equivalente all’evento N, (A,) = 0, dove A, = (0,1) X
(x,00). Quindi

Pr{(M, —b,)/a, <z} = Pr{N,(A;) =0}
~ Pr{N(4,) =0}

— cap{—A(A,)}

R COI!

cosl la distribuzione limite dei massimi normalizzati per ogni blocco ¢ la distribuzione
GEV.
Argomentazioni simili sono applicate al modello dei superamenti rispetto alla

soglia. Come prima cosa, risulta utile fattorizzare A(A,) nel seguente modo
A(Az) = Mi([t1, t2]) X Ag([z, 00)),

dove

Mt =t —0) e Moo = [Lg(TE)]



26 Caratterizzazione dei valori estremi mediante il processo di Poisson

Allora,
Pr{(X; —b,)/an > z|(X; = b,)/an, > u} =

n”[1+&(@ —p)/o]7V*
n 14 &(u— p) /o] e

§lx —p)/o ]1/5
L+ &(u—p)/o

- e
con ¢ = o+ &(u— p).

Invece, per quanto riguarda il modello delle r pitl grandi statistiche d’ordine,

- |1+

con MT(Lk) si indicava la k-esima piu grande tra le variabili i.i.d. Xy,...,X,,. Sia inoltre,
Ny ={(i/(n+1),(Xi = bn)/ay) :i=1,....n}
e A, =(0,1) X [z, 00),

Pri(M® —b,)/a, <z} = Pr{N,(A,) <k-—1}

k—1
= Y Pr{N,(4,) = s}. (2.6)
s=0
Dal processo limite di Poisson, N,,(A,) converge, per n — 0o, ad una variabile di Poisson

x— pu\1-E
A = [t+e(=5)]
Prendendo il limite della (1.25),

con media

k—1

Pri(M® —b,)/a, <z} — Z e_T(x)ﬂ,

s!
s=0

dove 7(x) = A(A;). Questo ¢ il teorema 1.4.1.
Il teorema 1.4.2 si ottiene dalla verosimiglianza del processo limite di Poisson. Siano
(w(l), . ,x("“)) 1 valori osservati di M,,. La sostituzione di v = z" e delle z; con le z;

nella (1.26), da la verosimiglianza per le r piu grandi statistiche d’ordine.

2.5 Processi aleatori a tempo continuo

Si consideri I un insieme numerabile. Un processo aleatorio a tempo continuo

(Xt)tzo = (Xt 0<t< OO)
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con valori in I e una famiglia di variabili aleatorie X; : 2 — I. Si andranno a considerare
modi in cui si potra specificare il comportamento probabilistico (o in legge) di (X¢)i>o.
Questo potrebbe facilitare la ricerca di una qualche probabilita connessa con il processo,
cosi come P(X; =i) o P= (X3, = ig,..., Xy, =in), 0 P(Xy =i per alcuni valori di t).

In questa parte del capitolo si restringera l'attenzione a quei processi (X;);>o che
sono continui a destra. Questo significa che per tutti i valori w € €2 e t > 0 esiste un
€ > 0 tale che

Xs(w) = Xi(w) per t<s<t+e.

Da un risultato standard della teoria della misura, la probabilita di un qualsiasi evento
che dipende da un processo continuo a destra puo essere determinata dalla sua
Si indichino con Jy, Ji,... 1 tempi di salto di (X;)>0 € con Sy, Ss,... tempi di

interarrivo. Questi sono ottenuti dal processo nel modo seguente
J(] = O, Jn+1 = mf{t 2 Jn . Xt 7é X]n}

pern=0,1,..., dove inf() = o0, e, pern =1,2,...,

00 altriments.

. { Jo—Jo o Ja g <00

Si noti che la continuita a destra implica che S,, > 0 per tutti i valori di n. Se J,,11 = o0
per alcuni n, si definisce X, = X, come valore finale, altrimenti X, ¢ indefinito. Il

(primo) tempo di esplosione ¢ ¢ definito da
(=supJ, = ZS”‘
" n=1

Il processo a tempo discreto (Y,)n>o dato da Y, = X, & chiamato processo di salto
di (Xi)i>0, 0 catena di salto se & una catena di Markov a tempo discreto. Questa e
semplicemente la sequenza dei valori presi da (X;):>o fino all’esplosione.

Si potrebbe pensare di non considerare cosa accadrebbe al processo dopo 'esplo-
sione. A tal proposito e quindi conveniente aggiungere ad I un nuovo stato, detto oo, e
richiedere che X; = oo se t > (. Qualsiasi processo che soddisfi questi requisiti ¢ detto
minimale. 11 termine 'minimale’ non si riferisce allo stato del processo ma all’intervallo
di tempo lungo il quale il processo e attivo. E’ utile puntualizzare il fatto che un proces-
so minimale possa essere ricostruito attraverso i suoi tempi di interarrivo e il processo
di salto.

Teorema 2.5.1. Sia S1, .5, ... una sequenza di variabili aleatorie indipendenti con S,, ~
E(\,) €0 <\, < oo per tutti i valori di n.
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(1) Se Y 0y 5= < o0, allora P(3 7 S, < 00) = 1.

(i) Se > .27 = < oo, allora P(3°77, S, = 00) = 1.

n=1 A\,

Dimostrazione: Si veda Norris [rif].

2.6 Processi di Poisson

I processi di Poisson costituiscono una particolare classe di processi stocastici a tempo
continuo. Volendo dare a tali processi una spiegazione intuitiva, bastera considerarli
come dei processi di punto che “contano” il numero di volte in cui si verifica un evento

aleatorio in un dato intervallo di tempo.

2.6.1 Processo di Poisson omogeneo

Definizione 2.6.1. Un processo continuo a destra (X¢)i>o con valori in {0,1,2,...}
¢ un processo di Poisson omogeneo di intensita A (0 < A < o0) se i suoi tempi di
interarrivo Sy, Sa, ... sono variabili aleatorie esponenziali indipendenti di parametro X e

la sua catena di salto € data da Y, = n.

Dal teorema 2.5.1, si ha P(J, — 00) = 1 in modo tale che non ci sia esplosione, e la
legge di (X¢)¢>0 € unicamente determinata. Un modo semplice per costruire un processo
di Poisson di tasso A e quello di prendere una sequenza S, S5, ... di variabili aleatorie

esponenziali indipendenti di parametro A, porre Jo, =0, J, = S1 4+ ...+ .5, e poi porre
Xi=n se J, <t< .

Teorema 2.6.1. (Proprieta di Markov). Sia (X;)i>0 un processo di Poisson di tasso
A. Allora, per qualsiasi valore s > 0, (Xsit — Xs)t>0 € ancora un processo di Poisson di

tasso A, indipendente da (X, :r < s).
Dimostrazione: Si veda Norris [rif].

Teorema 2.6.2. (Proprieta forte di Markov). Sia (X;);>0 un processo di Poisson
di tasso X e sia T un tempo di arresto di (X¢)i>o. Allora, condizionatamente a T < oo,
(X1t — X1)i>0 € ancora un processo di Poisson di intensita A, indipendente da (X :
s<T).

Se (Xi)i>0 € un processo a valori reali, si puo considerare il suo incremento (Xs —
X;) su un qualsiasi intervallo (s,¢]. Il processo (X¢):>o ha incrementi stazionari se la
distribuzione di (X, — X;) dipende solamente da ¢ > 0. Inoltre, (X}):>0 ha incrementi
indipendenti se i suoi incrementi su una qualsiasi collezione finita di intervalli disgiunti

sono indipendenti.



2.6 Processi di Poisson 29

Teorema 2.6.3. Sia (X;)i>0 un processo crescente, a valori interi e continuo a de-
stra che parta da 0. Sia inoltre, 0 < X\ < oo. Allora le sequenti tre condizioni sono

equivalenti:

(a) i tempi di interarrivo Sy, Sa, ... di (Xi)i>0 sono v.a. esponenziali indipendenti di

parametro \ e la catena di salto € data da 'Y, = n per tutti i valori di n;

(b) (X¢)i>o0 ha incrementi indipendenti e, per h | 0, uniformemente in t,

P(Xt+h - Xt = 0) =1- /\h+0(h), P(Xt-l—h - Xt = ].) = >\h+0<h),

(¢) (X¢)i>0 ha incrementi stazionari indipendenti e, per ognit, X; ha una distribuzione

di Poisson di parametro \t.

Se (Xi)i>0 soddisfa una qualsiasi di queste condizioni allora é chiamato processo di

Poisson di intensita \.

Osservazione 2.6.1. [ processi di Poisson omogenei sono processi stocastici a incre-

menti stazionari, cioé
(XeonXy) £ Xy, Vit h > 0.

2.6.2 Processo di Poisson non-omogeneo,da finire

Partendo dal processo di Poisson omogeneo, si puo caratterizzare un’altra categoria
di processi di punto: quella dei processi di Poisson non-omogenei. Questi processi si

ottengono attraverso I'indebolimento di alcune assunzioni fatte sulla funione di intensita.
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Capitolo 3

Analisi de1l valori estremi:

impostazione bayesiana parametrica

3.1 Introduzione

Finora sono state analizzate differenti tecniche per la stima dei parametri nei model-
li dei valori estremi e si ¢ argomentato su come siano migliori i metodi basati sulla
verosimiglianza. Ma questo non ¢ pero I'unico modo per fare inferenza partendo dalla
funzione di verosimiglianza; a questo proposito le tecniche bayesiane offrono una valida
alternativa che e spesso da preferirsi (si vedano Coles e Powell (1996), Coles e Tawn
(1996), Smith (1999), Smith e Goodman (2000), Coles e Pericchi (2001)):

e ¢gli eventi estremi sono, per definizione, rari e incorporare una struttura di prior

all’analisi & spesso essenziale per ottenere risposte significative;

e la previsione delle perdite ¢ una fase cruciale nello studio degli eventi estremi e la

statistica bayesiana fornisce un metodo che tiene conto dell’incertezza della stima;

o 'eterogeneita dei dati assume un ruolo molto importante nelle applicazioni; anche
questa volta 'approccio bayesiano fornisce una serie di tecniche di clustering che

consentono di modellare tali eventi.

Proprio sulla base di quest’ultima motivazione risulta evidente come nel lavoro da
noi proposto sia impossibile, in termini di applicazione, utilizzare questo tipo di ap-
proccio. Comunue per completezza espositiva, verranno brevemente esposte le diverse

metodologie proposte in letteratura in ambito bayesiano parametrico.
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3.2 Scelta della distribuzione iniziale

I metodi bayesiani si basano sulla specificazione di una funzione di densita a priori
per i parametri non noti, e successivamente si calcola la densita a posteriori per questi
parametri date le osservazioni. I calcoli di questa distribuzione a posteriori sono quasi
sempre ottenuti dall’utilizzo di forme di campionamento MCMC.

Purtroppo, per esempio, il modello GEV non ammette distribuzioni a priori coniu-
gate. A tale proposito si conoscono due approcci basati sulla ricerca di famiglie coniugate
per sottoclassi di modelli. Engelund e Rackwitz (1991) ottengono priors coniugate con
un solo parametro nel caso di sottoinsiemi della distribuzione GEV: un parametro di
posizione nel caso in cui £ = 0 e un parametro di scala altrimenti. Nelle applicazioni,
questi modelli sono ovviamente abbastanza restrittivi, specialmente perche il parametro
¢ ¢ quello che presenta maggiore incertezza.

Pickands (1994), invece ha proposto una specificazione non-coniugata delle dis-

tribuzioni a priori entro la classe delle GPD

_ B EyN —1/¢
H(y;4,6) =1— (”J) (3.1)
definita su {y : y > 0 e (1 + &y/¢) > 0}, dove
b =0+E&u—p)

e p e o sono i parametri della distribuzione GEV. Tale specificazione e data da

1, 6) %I{M}

che equivale a specificare le priors per log(v)) e & che sono indipendenti e uniformi
su (—oo,00), sebbene una limitazione di questa proposta sia che il parametro 1 sia
dipendente dalla soglia w.

L’approccio predittivo bayesiano e stato esaminato in alcuni recenti articoli, Coles
e Powell (1996), Coles e Tawn (1996a), Smith (1997a). In particolare, Coles e Tawn
(1996a) hanno argomentato come una formulazione a priori in termini di parametri
della GEV su un comportamento estremo, non sia un approccio sensato. Risulta invece
preferibile specificare la prior in termini di quantili estremi invece che in termini di
specifici parametri della distribuzione, questo perche con questa scala di misura un
esperto ¢ in grado di quantificare le aspettative del comportamento estremo del fenomeno

studiato. Partendo dal modello (1.2), il quantile (1 — p) assume la forma
p—%|1={=log(1—p)}~*|, per £ #0,
T, = (3.2)
p—olog{—log(1—p)}, per £ = 0.



3.2 Scelta della distribuzione iniziale 33

Cosl, specificare una prior per z, per tre valori di p equivale a specificare una prior
per (p,0,&) ma con una scala di misura che l'esperto ¢ in grado interpretare (z, & il
livello di ritorno del periodo 1/p anni). Si formuli una prior informativa in termini di
(@py s Tpy, Tpy) Per valori specifici di p; > pa > p3. E’ necessaria a questo punto una
precisazione: i parametri devono essere ordinati z,, < z,, < z,,. Quindi, si lavorera

con le differenze

r1 = Tp, — €1,
T2 = Tpy, = Lpys (33)
T3 = Tpy — Tpy,

dove ey indica il limite inferiore dei valori possibili del processo. Inoltre si assume che
le priors su queste quantita siano indipendenti, ognuna con supporto corrispondente
all’asse dei reali positivi. In particolare, sono state prese delle priors marginali della
forma

ZZ‘Z‘ ~ F(Oéi,ﬁi), 1= ]_, 2, 3. (34)

L’assunzione di indipendenza delle distribuzioni a priori per z; impone alcuni vincoli
sulla prior congiunta di x,,, ma a priori tali vincoli sembrano ragionevoli.
Considerate le specificazioni sulla distribuzione a priori date dalle equazioni (3.3) e

(3.4), la prior congiunta per z,, ¢ ottenuta come

3
2y, 2p,, Tpy) o< 227 exp(—fFra (zp, — 1p,_ )"
p1y tp2y tp3 P1 p 1 Pl Di Di—
1=2

X exp{_ﬁi(xpi - xpifl)}7 (35)

su0 < z, <z, < z,. Sostituendo 'espressione del quantile (3.2) nella (3.5) e

moltiplicando per un appropriato Jacobiano della trasformazione

(xpl » Lpa s Ipa) — (u,0,§)

si ottiene un’espressione per le priors in termini dei parametri della GEV. Moltiplicando
poi, per un’appropriata funzione di verosimiglianza si ottengono le distribuzioni a pos-
teriori, 7(u, 0, £|x), per una costante di proporzionalita. Non & possibile fare dei calcoli
analitici delle distribuzioni marginali di 7. Comunque, le tecniche MCMC suggeriscono
come sia semplice la diretta simulazione da una catena di Markov la cui distribuzione
di equilibrio e proprio 7. L’analisi si basa su un campionamento di Gibbs, per cui viene
aggiornato ognuno dei tre parametri, da m, condizionatamente ai valori correnti degli
altri due. Dato che le distribuzioni condizionali non sono di una forma standard, e

necessario includere un passo del Metropolis ad ogni iterazione del campionamento di
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Gibbs. Questo equivale a simulare da densita arbitrarie, e applicare un criterio del rifi-
uto al valore simulato. Con un appropriato criterio del rifiuto, si ottiene una catena con
la distribuzione di equilibrio marginale corretta. Ulteriori dettagli su queste tecniche
sono stati proposti da Smith e Roberts (1993). La procedura ¢ ottimizzata quando la

probabilita di rifiuto e bassa.

3.3 Modelli gerarchici

I risultati finora ottenuti hanno implicitamente assunto un singolo campione omogeneo.
Comunque, questi risultati sono applicabili anche nei problemi di piu campioni, in cui
i parametri del modello sono differenti da un campione all’altro. Tali problemi portano
a quelli che vengono usualmente chiamati metodi di analisi emprica di Bayes. Negli
anni recenti e diventato piuttosto comune risolvere tali problemi da un punto di vista
completamente bayesiano, utilizzando un modello gerarchico per collegare i parametri
di diversi sottocampioni. Questo ¢ il punto di vista adottato nella monografia di Carlin
e Louis (1996).

Solitamente, i dati di cui si dispone quando si pensa ad un modello gerarchico sono
dati di natura eterogenea divisi in gruppi e i dati di ogni singolo gruppo si distribuiscono
secondo una certa distribuzione di probabilita.

Smith e Goodman (2000) hanno analizzato dati che si riferiscono alle richieste di
risarcimento dei danni di una famosa compagnia di assicurazione per un periodo di 15
anni. Le richieste di risarcimento sono state classificate in tipi di richieste (incendio,
inondazioni, ecc.). Gli autori per analizzare questi gruppi utilizzano un modello gerar-
chico assumendo la scambiabilita dei parametri. Il modello gerarchico ha la seguente
struttura:

%, 52, s¢ sono generati da una distribuzione a

priori che verra specificata successivamente.

Livello I. T parametri m,, m,, mg, s

Livello II. Condizionatamente ai parametri del 1° Livello, i parametri 1, ..., u; (dove

J & il numero di tipi) sono estratti indipendentemente da N(m,, 33), la distribuzione
2
o
tratti indipendentemente da N (my, sfb), &,...,&5 sono estratti indipendentemente da

N(mg, Sg)

normale con media m, e varianza s;. Allo stesso modo, logy,...,logv; sono es-

Livello III. Condizionatamente al Livello II, per ogni j € {1,...,J}, il processo di

punto dei superamenti di tipo j & generato dal processo di Poisson definito dalla (2.1)

con parametri p;, ; (dove ¥ = o + &(u — p)), &;.
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2
I

da una distribuzione Gamma con parametro di forma « e parametro di scala (e, dato

La distribuzione a priori per (m,, s;) ¢ del tipo “Normal-Gamma”: sia 7, estratto

Ty, si definisce 2 = 1/7, e sia m, ~ N (v, =). Smith e Goodman indicano questa dis-
I

tribuzione come (m,,, s%,) ~ GN (e, §,v,%). In maniera simile, (my, s7,) e (me, s7) saran-

no indipendentemente estratte dalla stessa distribuzione. Fissando a = 8 = k = 0.001

e v = 0 si ottiene una distribuzione a priori molto diffusa.

Si puo facilmente dimostrare che la famiglia GN e coniugata: dato py,...,uy e

2

%) ¢ ancora una

definendo i = =(p1 + ... 4 ps), la distribuzione a posteriori di (my,, s
GN (o', 5,V k) dove

o =a+ %,
B =B+ 37=(n—v)+ 13, — i)
-,
K =k J

Formule simili si applicano, naturalmente, per i parametri ¢ e &.
La procedura di stima utilizzata ¢ un algoritmo di simulazione MCMC in cui i valori

delle quantita non note nei Livelli I e II si aggiornano nel modo seguente:

1: (Gibbs step) Dati i valori correnti di {p;,%7,&;,7 = 1,...,J}, i nuovi valori dei
parametri del Livello T my,, my, me, s, si, s§ sono generati da appropriate

distribuzioni a posteriori.

2: (Hastings-Metropolis step) Dati i valori osservati e i valori correnti di m,,, my,

2
mg, S,u,

generando una piccola perturbazione e accettando o rifiutando il nuovo valore

8%, 8¢, ognuno dei parametri {u;,v7,&;,j = 1,...,J} viene aggiornato

secondo il crirerio Hastings-Metropolis.

Questa procedura ¢ stata ripetuta fino a 10° iterazioni. Inoltre, ogni 100 cicli, & stato
generato un nuovo valore per la “perdita futura” della compagnia assicuratrice, con-
dizionatamente ai valori correnti di 5, ¥7, ; per ogni j, e i risultati sono stati aggregati

su tutte le classi. Cosi si e ottenuto un campione MCMC dalla distribuzione predittiva.

3.3.1 Ragguppamento di popolazioni eterogenee tramite dis-

tribuzioni mistura

Si supponga esistano I gruppi, in modo che i dati possano essere ordinati come y; =

(ya, L=1,...,mn;),1=1,....1, dove y; rappresenta ’l-esima eccedenza rispetto alla soglia
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u; per il gruppo . Il classico approccio bayesiano per modellare I'eterogeneita dei gruppi
¢ quello di assumere uno specifico parametro n; per la distribuzione delle y; e modellare
gerarchicamente 7 = (91, ...,77).

Si utilizzi a questo punto un approccio basato sulle distribuzioni mistura. Condizion-
atamente al numero delle componenti-mistura k, i pesi w; e gli iperparametri d;, gli 7;

sono assunti i.i.d. secondo la distribuzione mistura-finita

k
i
ni | kyw, 6 <Y wips(- | 65), (3.6)
j=1
dove p;(- | -) indica la j-esima componente della distribuzione, e sia w = (w1, ..., w;) un
vettore con 25:1 w; =1, esiad = (1,...,0;). Sipossono ora assegnare le distribuzioni

a priori, possibilmente utilizzando una ulteriore gerarchia, per k, w e 9.
Si puo riscirvere la (3.6) utilizzando, indipendentemente per ogni 7;, una variabile
latente z; tale che Pr = (2; = j | k,w) = w;. La variabile z; identifica la componente

della mistura da cui 7; ¢ estratta. La formula (3.6) puo essere sostituita con

ind
i ’ 0, 2; ~ pz¢(' ‘ 5Zi)
iid

zi | k2w ~ Pr(z=j|kw)=uw;.

L’impiego della variabile z; ¢ uno strumento utile dal punto di vista computazionale.

I modelli mistura bayesiani con un numero sconosciuto di parametri sono diventati
un potente strumento per ’analisi statistica, come si vede nel lavoro di Richardson e
Green (1997), i quali utilizzano 1'algoritmo RJIMCMC proposto da Green (1995).

3.3.2 Un modello mistura gerarchico

Seguendo il lavoro di Smith (1989), risulta ormai noto che & possibile vedere i supera-

menti rispetto ad una soglia come generati da un processo di Poisson di intensita

A= (14621 o
= (et (3.7)

dove xy = maz(0,z). Uno dei vantaggi di questo tipo di rappresentazione & che questo
puo essere immediatamente estendibile a situazioni pitt complesse, come quelle con
parametri dipendenti dal tempo, si veda Smith e Goodman (2000). Condizionatamente
a [, ¥; e & si assume che, indipendentemente, il processo di punto dei superamenti di
tipo 7 & generato secondo il processo di Poisson (3.7) con parametri p;, 1; e §;. Seguendo
Nobile e Green (2000) si puo specificare una distribuzione mistura gerarchica a priori
per l'insieme dei parametri pu;, ¢; e &. Quando non vengono date specifice indicazioni,

si puo assumere l'indipendenza condizionata.
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Siano

pi | Bt 00 ot NS TN (Y (0)?),
log v | KV, w?, 0¥, 0% = Zwﬁ’N(e;%(a;”)?), (38)

& | k5wt 0%, 0t u ngN 6’5 3 )

Si noti che i tre parametri non sono trattati simmetricamente, dato che viene speci-
ficata una distribuzione mistura differente, con numero specifico di componenti, di pesi,
di medie e di varianze per ognuno dei tre parametri. Questo tipo di distribuzione a
priori ammette un elevato grado di flessibilita, e probabilmente comprende molte piu
situazioni di quante se ne possano incontrare in pratica.

Per completare la specificazione del modello, le distribuzioni degli iperparametri che
compaiono nella (3.8) devono essere spiegate piu nel dettaglio. Per semplicita verra
presentata solo quella riferita a p. Espressioni simili valgono anche per log e €.

Si assuma che

o~ Prkt=k), k=1,....1,

wh | k"~ Dir(dy, ..., d),
ind 1
0f | N N(my,;), (3.9)
_ ind
(@)™ '~ Gald}, b)),

™ ~ Gala™ b)),

dove Dir indica la distribuzione di Dirichlet, Ga(a,b) la distribuzione gamma con valore
atteso a/b.

Successivamente, vengono assegnate le distribuzioni a priori sugli iperparametri, in
termini di distribuzioni di probabilita indotte sulle partizioni degli I tipi per ogni fissato
k*. Questo e I'approccio proposto da Nobile e Green (2000) ormai ampiamente utiliz-
zato. Facilmente questa procedura puo essere implementata utilizzando il RJIMCMC e
dato il risultato delle simulazioni si puo fare inferenza sulla struttura dei raggruppamenti,

attraverso la distribuzione delle frequenze del vettore delle partizioni.
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Capitolo 4

Alcuni elementi dell’impostazione

bayesiana non-parametrica

4.1 Introduzione

Nel 1972 D. V. Lindely scrisse: “Nonparametric Statistics. This is a subject about which
the Bayesian method is embarassingly silent”. Da allora la statistica bayesiana non-
parametrica si e sviluppata molto sia da un punto di vista teorico, sia da un punto di
vista computazionale (Walker et al., 1999). Pero, la prima impostazione bayesiana di
un problema non-parametrico fu proposta da Bruno de Finetti (1935) in un lavoro che
riguardava il problema della sostituzione di una “distribuzione teorica” a dati empirici.
Egli propose due metodi alternativi per affronatare la questione, il secondo dei quali
coincide con cio che oggi € noto come impostazione bayesiana non-parametrica.

Diversi sono i problemi che si pongono nell’inferenza bayesiana non-parametrica: la
scelta fra impostazione parametrica o non-parametrica; I’assegnazione di una distribuzione
iniziale su una misura di probabilita aleatoria; la determinazione della distribuzione fi-
nale e della distribuzione di funzionali; I’analisi non-parametrica di dati con strutture
di dipendenza complesse (in particolare la scambiabilita parziale). In questo capitolo
verranno evidenziati soprattutto gli aspetti relativi all’assegnazione delle priors e quindi
i relativi aggiornamenti e si daranno le definizioni dei due tipi di scambiabilita parziale

che verranno di frequente richiamate in questo lavoro.

4.2 Alcune priors utili nell’impostazione bayesiana

non-parametrica

Le prime distribuzioni a priori si devono a Freedman (1963) e Fabius (1964), che intro-

dussero i processi tailfree. Furono pero i contributi di Ferguson (1973; 1974), sulla base
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dei lavori di Fabius, Dubins e Freedman (1965) e Freedman (1965), che diedero la spinta
decisiva alla applicazione delle metodologie bayesiane per la soluzione di svariati prob-
lemi di inferenza non-parametrica. Ferguson (1973) introdusse il processo di Dirichlet
come misura di probabilita aleatoria su spazi misurabili astratti.

Diverse distribuzioni a priori sono state successivamente proposte in letteratura, al-
cune ristrette alla stima puntuale, coinvolgendo il processo di Dirichlet, come in Susarla
& Van Ryzin (1976), e altre che coinvolgono la classe dei processi neutrali a destra (Dok-
sum, 1974), come in Ferguson & Phadia (1979).

Molti sono i processi che appartengono a questa classe: il processo omogeneo semplice
(Ferguson e Phadia, 1979), il processo gamma (Ferguson, 1974) e il processo beta-Stacy
(Walker e Muliere, 1997a), che & un processo neutrale a destra che generalizza i prece-
denti. I processi neutrali a destra sono caratterizzati mediante i processi di Levy.

Di seguito, verranno descritti alcuni tra i principali processi che possono essere

utilizzati come distribuzioni a priori.

4.2.1 Processo di Dirichlet

Nell’articolo del 1973 Ferguson oltre a stabilire la possibilita teorica di definire una
misura di probabilita aleatoria introduce la prima classe di distribuzioni iniziali, il pro-
cesso di Dirichlet.

Questo processo rappresento una “spinta”’ per la letteratura successiva rompe-ndo
definitivamente quell’imbarazzante silenzio (Lindley, 1972) che per decenni aveva carat-

terizzato la statistica bayesiana non-parametrica.

Sia X uno spazio e A una c-algebra di sottoinsiemi e si definisca una probabilita
aleatoria, P, su (X, A) definendo la distribuzione congiunta delle v.a. (P(By),..., P(Bx))
per tuttii k e tutte le partizioni misurabili (By, ..., By) di X. (Si dice che (B, ..., By)
¢ una partizione misuabile di X se B; € A per tutti i valori di i, B; N B; = ) per i # j,
e U, B; = X).

Definizione 4.2.1. Sia a una misura finita non-nulla (non-negativa e finitamente ad-
ditiva) su (X, A). Si dice che P é un processo di Dirichlet su (X, A) con parametro a se
per ogni k = 1,2, ..., e per ogni partizione misurabile (B, ..., By) di X, la distribuzione

di (P(By),...,P(By)) é Dirichlet, D(a(By), ..., a(By)).

Una volta assegnata la distribuzione iniziale sul parametro infinito-dimensionale, si
dovra calcolare la distribuzione finale. Purtroppo, non sempre tale calcolo & agevole.
Un motivo per cui il processo di Dirichlet € cosi ampiamente utilizzato come iniziale
non-parametrica nell’inferenza bayesiana, ¢ dato dalla semplicita della regola di aggior-
namento dei parametri della distribuzione a posteriori.



4.2 Alcune priors utili nell'impostazione bayesiana non-parametrica 41

Per x € X, §, indichi la misura su (X, .A) che da massa uno al punto x:

5.(A) = 1 sexeA
U0 sexg¢ A

dove A € A.

Teorema 4.2.1. Sia P un processo di Dirichlet su (X,A) con parametro «, e sia
X1,..., X, un campione di dimensione n estratto da P. Allora la distribuzione con-

dizionata di P dato Xi,...,X, € ancora un processo di Dirichlet con parametro o +

Z?:l 5Xi'

Dimostrazione. Si veda Ferguson [rif] Teorema 1.

Una caratteristica dei processi di Dirichlet e che la distribuzione a posteriori del-
la v.ia. P(A) con A € A dato il campione (Xi,...,X,), dipende solo dal numero di
osservazioni che cadono in A, e non di quelle che cadono fuori. Se questo da una parte
rende facile determinare la distribuzione a posteriori del processo, dall’altra impedisce
di tener conto di dati censurati del tipo X > x.

4.2.2 Processi di Lévy

I processi di Lévy sono dei processi stocastici i cui incrementi, in intervalli di tempo che
non si sovrappongono, sono indipendenti e stazionari nel tempo. Inoltre si assume una

continuita debole chiamata continuita stocastica.

Definizione 4.2.2. Un processo stocastico {L; : t > 0} su R & un processo di Lévy,

definito su uno spazio di probabilita (2, F,P), se sono soddisfatte le sequenti condizioni:

(1) per una qualsiasi scelta din >1e0 <ty <t; <...<t,, lev.a. Ly, Ly,— Ly, Li,—

Ly, ..., Ly, — Ly, | sono indipendenti (proprieta degli incrementi indipendenti);
(2) Lo =0 q.c.;

(3) la distribuzione di Ly, y— Lg non dipende da s (proprieta degli incrementi stazionari

o dell’omogeneita temporale);
(4) € continuo stocasticamente;

(5) esiste un Qg € F con P[] = 1 tale che, per ogni w € Qp, Li(w) €& continuo a

destra in t > 0 ed ha limite sinistro in t > 0.
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Qualora venisse a mancare la condizione di stazionarieta per gli incrementi del preces-
so di Lévy, allora L(t) verra chiamato processo additivo. Le distribuzioni di Lévy e i
processi additivi in qualsiasi tempo sono infinitamente divisibili, cioe posseggono le n-
esime radici nel senso della convoluzione per ogni n. Quando viene fissato un tempo, la
classe dei processi di Lévy e in corrispondenza uno-a-uno con la classe delle distribuzioni
infinitamente divisibili.

Seguendo Gikhman e Skorokhod (1965), ogni processo di Lévy L(-) puo essere
scritto come somma di una componente di salto fissata ed una componente ’contin-
ua’s se ty,ts,... corrispondono ai punti fissati di discontinuita con salti non-negativi
indipendenti L{¢;}, L{t2},... (indipendenti anche dal resto del processo), allora

L(t) = Lo(t) + > L{t;}I(t; <t) (4.1)

dove L.(-) ¢ un processo non-decrescente senza punti fissati di discontinuita e una

rappresentazione di Lévy per la trasformata di Laplace

E{ewm)} = exp {— /0 N (1—ev) dNt(y)} (4.2)

con N;(v) misura di Lévy che soddisfi le seguenti proprieta:

1. per ogni insieme di Borel B, N;(B) e continuo e non-decrescente;
2. per ogni insieme reale ¢t > 0, Ny(-) ¢ una misura sugli insiemi di Borel di (0, 00);
3. fol vdN,(v) < oo;

4. fol dNy(v) < 0.

4.2.3 Processi neutrali a destra
Concetti preliminari

Sia B(a,3) per «,3 > 0 una distribuzione beta. Per comodita, conviene definire
G(ou, b1, - .-y, Bm) DPer ay, B; > 0 come la distribuzione di Dirichlet generalizzata, in-
trodotta da Connor e Mosimann (1969). La funzione di densita, a meno di una costante,
¢ data da
g (1 =)
o2 (L= — )™
X
(1 — yl)a2+52*1

Bm—1

j=1

o —1

Xym (1_y1__ym—l_ym)

(1 — yl — = ym_1>am+6m_1

dove [ indica la funzione indicatrice.
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Definizione 4.2.3. C(a, 3,€) con o, >0 e 0 < & <1 é detta distribuzione beta-Stacy

se la funzione di densita ¢ data da

1 _ )81
B(a, B) v <€§a+%)—1 Log(y),

dove B(a, 3) € la usuale funzione beta.

Si noti che se Y ~ C(a, 3,&) allora Y/& ~ («, ) e la distribuzione beta si ottiene se
£=1.

Nel 1974 Doksum ha dimostrato che, risultati simili a quelli di Ferguson possono
essere ottenuti per una classe piu ampia di processi. Definisce quindi, i processi neu-
trali a destra (NTR) a partire da una misura di probabilita aleatoria neutrale rispetto a

partizioni dei reali secondo gli intervalli (—oo, t1), (t1,t2), ..., (tx, +00) cont; < ... < ty.

Definizione 4.2.4. (Doksum, 1974). Una funzione di distribuzione aleatoria F su

(0,00) é detta neutrale a destra se per ogni k > 1 ety < ... < t; esistono delle v.a.
indipendenti non-negative Vi, ..., Vi tali che
k
c
(1= F(t), 1= F(ts),..., 1= F(t)) = (i, ViVa, ..., | [ V).
j=1

Se F' e NTR, allora una sua trasformazione
L(t) = —log[l — F'(t)]
ha incrementi indipendenti. E’ vero anche l'inverso: se L(t) e
e un processo neutrale a destra,
e non decrescente q.c.,
e continuo a destra q.c.,
e L(0) =0 q.c.,
o lim; o, L(t) = +00 q.c.,

allora
F(t) =1— exp[—L(¢)]

¢ NTR, con L(-) processo di Levy ha incrementi indipendenti.

Il risultato fondamentale per i processi neutrali a destra e:



44 Alcuni elementi dell’'impostazione bayesiana non-parametrica

Teorema 4.2.2. (Doksum, 1974; Ferguson, 1974). Se F ¢ NTR e X1,...,X,, € un
campione estratto da F', che include la possibilita di campioni censurati a destra (dove X;;
rappresenta il tempo di censura se applicabile), allora la posterior di F' dato X, ..., X,
e ancora NTR.

La distribuzione a priori per un processo sara caratterizzata da

M ={ty,ta, ...}, {frrs fror---}

rispettivamente i punti fissati di discontinuita e le corrispondenti funzioni di densita per

i salti. La distribuzione a posteriori verra ora data per una singola osservazione X.

Teorema 4.2.3. (Ferguson, 1974; Ferguson e Phadia, 1979). Sia F' NTR e sia X un

campione aleatorio estratto da F.

(i) Dato X > x i parametri a posteriori (indicati con *) sono M* = M,

f;;(y> _ { C- e*l’ftj(l/) se tj <z

fe,(v) set;>ux
e K*(v,s) = exp[—vI(z > s)|K(v,s) (dove ¢ ¢ la costante di normalizzazione).

(i) Dato X = x € M i parametri a posteriori sono M* = M,

c-eVf,(v) setj <
L(v)=q c-(I—e")fi,(v) setj=ux
ft]-<V) set; >x

e, di nuovo, K*(v,s) = exp|—vi(x > s)|K(v,s).

(i7i) Dato X = x ¢ M i parametri a posteriori sono M* = M U {x}, con f.(v)
=c-(1—e")K(v,z),

£ () = { c-eVfi,(v) set;<uz

fi,(v) set; >

e, di nuovo, K*(v,s) = exp|—vi(x > s)|K(v,s).

Dati censurati

Un numero di individui viene osservato dal tempo di entrata fino al verificarsi di un
particolare evento (ad esempio, la morte). Spesso, il tempo esatto di morte non & noto
per tutti gli individui; per alcuni si sa solamente che quell’evento in un tempo specifico
non si e ancora verificato, ed in questo caso l'osservazione e censurata a destra. Si veda

Andersen et al. (1993) per una serie di esempi. Formalmente, il modello considerato ¢
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il seguente: si considerino n individui con tempi di sopravvivenza X, X, ..., X,,. Ogni
X, corrisponde al tempo di morte oppure si puo solo dire che il tempo di morte & piu

grande di X;. I dati quindi saranno rappresentati cosi
(le 51)7 ey (Xna 571)
dove d; = 1 se si verifica la morte e 9; = 0 se si verifica la censura.

Si consideri il caso discreto, in cui ogni X; € Q = {1,2,...}. E’ necessario a questo

punto studiare le conseguenze delle assunzioni che riguardano la predittiva:
P(Xnﬂ:k|X1,...,Xn):fk(nl,...,nk,mk), (44)

per certi valori di fi, dove ny = ;o I(Xi = k) e my = 3 o, [(X; > k).
E’ possibile dimostrare che ’assunzione di scambiabilita, combinata con la (6.2), implica

un processo a priori neutrale a destra per la sequenza.

Teorema 4.2.4. (Walker e Muliere, 1997b). Una sequenza scambiabile X1, Xs, ... in
cui ogni X; € definita su Q= {1,2,...} ha come prior un processo neutrale a destra se,
e solo se, per ognin=1,2,... e k € Q,

P(Xn—H = k‘le, Ce ,Xn) = fk(nl, Ce ,nk,mk), (45)

dove ng =) 1y, I(Xi = k) e =321, 1(Xi > k).

Per rendere questo teorema utile nelle applicazioni, occorre specificare la forma della
funzione fr. Di seguito, verra presentata la costruzione generale di un processo NTR

come prior.

Corollario 1. Una sequenza scambiabile X1, Xs, ..., in cui ogni X; e definita sullo

spazio Q@ = {1,2,...}, ha come prior un processo NTR se, e solo se,

E{V T = Vi) T Vi (= V)t

E{VE™ (1= Vi) T, VP (1= V)i

P(Xn-H :k|X17"‘)Xn) - (4-6)

dove nyy = 321, I(Xi = k) ey =321, 1(XG > ).

Per poter trattare la distribuzione predittiva, le variabili V}, avranno distribuzione
beta, Vi, ~ B(ay, Br).
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Il processo beta-Stacy

Si consideri un processo NTR quando le V; sono delle variabili B(ax, §x) indipendenti,
che verra chiamato processo beta-Stacy. Questo processo comprende virtualmente tutti
i processi NTR menzionati in letteratura.

Caso discreto. Dalla (4.4) si noti che P(X; = k) = E(V}) ed ¢ facile da dimostrare
che P(X, 41 = k| X1,..., X,) = E(V}Y), dove V¥ ~ B(ay, + ng, B + my), dando

k—1

P(Xpir = k| X1, ..., X)) = O+ T Gptm; (4.7)
Br + o, + ny + my, il B + o +mnj +m;
E’ inoltre interessante notare che se
Y1 ~ C(a, 1, 1),
Ya|Y1 ~ Clag, B2, 1 — Y1),
YilYie1,. .., Y1 ~ Clag, Bk, 1 — Fr—1), (4.8)

dove F} = Zle Y;, allora F’, definita da una sequenza numerabile di v.a. Y}, ¢ estratta

da un processo beta-Stacy e, per ogni m > 1,

LOY1,....Y) =G(a1, B, ..., m, Bm).

Se si impongono dei vincoli sui parametri della distribuzione beta & possibile ottenere
differenti processi che appartengono alla classe dei processi NTR. In particolare, si osservi

che il processo di Dirichlet si ha quando

8= (iaj<oo>.
k>j j=1

Per quanto riguarda l’aggiornamento dei parametri di un processo beta-Stacy vale il
seguente teorema:

Teorema 4.2.5. (Walker e Muliere, 1997b). Sia X1,..., X, con ogni X; € {tx : k > 1},
un campione iid, possibilmente con censura a destra, con una distribuzione F' non nota.
Se F' ¢ estratta da un processo beta-Stacy a tempo discreto con parametri {oy, B} e salti
in {tx}, allora, dato Xy, ..., X,, la distribuzione a posteriori per F' é ancora un processo

beta-Stacy a tempo discreto con salti in {ty} e parametri {a}, 55} dove
oy = o + Ny, e By = B + my (4.9)

e my € la somma del numero di osservazioni esatte in {t; : j > k} e di osservazioni

censurate in {t; : j > k}; cioe, my =3, nj+ D i, T, conng numero di osservazioni

esatte in ty e vy numero dei tempi di censura in ty (X > t).
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Caso continuo. Sia c(-) una funzione positiva, sia G € F continua a destra e sia {t;}
l'insieme numerabile di punti di discontinuita di G, cioe G{t;} = G(tx) — G(tx-) > 0
per tutti i k. Ora si ponga G.(t) = G(t) —>_, ., G{tx} dove G.() sia la parte continua.

Definizione 4.2.5. (Walker e Muliere, 1997b). F sia un processo beta-Stacy su ([0, 00),.A)
con parametric(-) e G, F ~ S(c(+),G), se per tutti it > 0, F(t) = 1—exp(—L(t)), dove

L é il processo di Lévy con misura di Lévy per L(t) data, per v > 0, da

dv

dNy(v) = = exp(—y))/o exp(—ve(s)G(s, 00))c(s)dG(s) (4.10)

e la funzione generatrice data da

log Eexp{—¢L(t)} = ZlogEeXp(—¢Sk) + /Ooo(exp(—ygb) — 1)dNy(v), (4.11)

dove 1 — exp(—Sk) ~ B(c(ty)G{tr}, c(ty) Glty, 0)).

LEMMA 1. Se Uy, € una sequenza di v.a. non-negative tali che Uy < 1 a.s., {Ux} ¢
non-decrescente a.s. e KU, — 1, allora U, — 1 a.s.

Dato che G(t) — 1 con t — oo, F(t) < 1 a.s. e F(t) ¢ non-decrescente a.s., al-
lora dal lemma segue che F'(t) — 1 a.s. Ne segue che a.s. F' € F e che F' & un processo
neutrale a destra (Doksum, 1974). Inoltre, come L ha componenti aleatorie, L aumenta

a.s. soltanto in corrispondenza dei salti e F' ¢ con probabilita 1 un numero discreto di
F.

Osservazione 4.2.1. Il processo beta-Stacy generalizza il processo di Dirichlet, questo
risulta piu evidente se G ¢ presa continua, dato che, se ¢(s) = ¢ > 0 per tutte le s > 0,
allora la (4.10) diventa

AN,(v) = %[  exp(—ve{l — G(s)})]f

- (17d€Viu) (eXp —I/C{]_ - G(t)}> - 671/0’

ossia la misura di Lévy data in Ferguson (1974) che rappresenta il processo di Lévy

corrispondente al processo di Dirichlet quando viene visto come un processo NTR.

4.2.4 1l processo Gamma Esteso

Sia F'(-) una funzione di distribuzione cumulata continua a sinistra tale che F'(z) = 0
per x < 0. La funzione di sopravvivenza e la funzione di rischio cumulato corrispondenti
ad F sono definite da F(x) =1 — F(z) e H(x) = —In F(z). Se per tutte le z,
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dove r(x) & chiamato tasso di rischio della distribuzione e in un contesto di affidabilita
sta ad indicare la propensione al fallimento di un certo articolo in un futuro prossimo
dato che 'articolo stesso e sopravvissuto fino al tempo .

Si indichi con G(«, ) la distribuzione gamma con densita

g(zla, B) = 2°"lexp(—2/B)L0,00) () /T (@) 3

per «, > 0; G(0,3) indica una distribuzione degenere in 0.

Sia «a(t), con t > 0, una funzione a valori reali non-decrescente continua da sinistra
tale che «(0) = 0, e sia 4(t), con t > 0, una funzione a valori reali positivi e continua da
destra, limitata in un intorno di ¢ sufficientemente grande, con limite sinistro esistente.

Sia inoltre, Z(t) con t > 0, definito su un appropriato spazio di probabilita (2, F, P),
un processo gamma con incrementi indipendenti che corrispondono ad «(t). Cioe,
Z(0) =0, Z(t) ha incrementi indipendenti, e per t > s, Z(t) — Z(s) ~ G(a(t) —a(s), 1).

Si definisca un nuovo processo stocastico da

r(t) = B(s)dZ(s), (4.12)
[0,)

dove l'integrazione ¢ fatta rispetto alle traiettorie campionarie del processo Z(t). Un

processo definito in questa maniera ha una distribuzione gamma estesa, e si indica con

r(t) ~ T(a(), 60))-
Naturalmente se r(¢) ¢ considerato un tasso di rischio aleatorio, ci sara una cor-

rispondente funzione di distribuzione cumulata aleatoria data da
F(z)=1- exp[ - / r(t)dt].
[0,2)

Dal lavoro di Doksum (1974), si desume che F'(x) sara neutrale a destra solo se H(x) =
f[o o) r(t)dt ha incrementi indipendenti. E’ facile da vedere che sebbene r(t) abbia incre-
menti indipendenti, H(z) non li avra, quindi il risultato della distribuzione di Doksum

non si potra applicare.

Teorema 4.2.6. Se r(t) si distribuisce come una I'(a(-), 5(+)), allora r(t) ha incrementi
indipendenti e per valori di t fissati, la funzione caratteristica di r(t) in un qualche

intorno di 0 ¢ data da
0n(0) = cap| = [ (1= B(s)6)das)]
[0,t)
quinds,

E[r(t)] = [ B(s)da(s), (4.13)

Var[r(t)] = B3 (s)da(s). (4.14)
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Posto che a(t) non sia identicamente pari a zero, si puo assumere che le traiettorie
campionarie di un processo gamma esteso r(t) siano tassi di rischio non-decrescenti ben

definiti che corrispondono a distribuzioni assolutamente continue. Cosi la distribuzione

condizionata delle osservazioni X7, ..., X, dato r(t) sara definita da
P(X) > 21s. .., Xy = alr(t)) = Hea:p[ - / r(t)dt]. (4.15)
i=1 [0,2:)
Ovviamente, la (4.15) insieme alla distribuzione di r(¢) determineranno la distribuzione
congiunta di X,..., X, e di r(t), la quale sara utilizzata per derivare la distribuzione
marginale di X7,..., X,, e la posterior di r(t) dati i valori osservati di X1,...,X,. Dato

che le traiettorie campionarie del processo r(t) sono funzioni non-decrescenti q.c., si puo
scegliere la prior all’interno della classe di distribuzioni che abbiano tassi di rischio non-
decrescenti.

Assegnando la misura di probabilita con questo metodo, occorre inserire le funzioni
a(t) e B(t). Un approccio consiste nel definire le funzioni media u(t) e varianza o?(t)
non-decrescenti. Sembrerebbe quindi ragionevole assegnare a p(t) la migliore “guess”
del tasso di rischio ed utilizzare o(t) per misurare I’ammontare dell’incertezza o della
variazione nel tasso di rischio nel punto ¢. Assumendo che p(t), o2(t) e a(t) siano tutte

differenziabili, si puo utilizzare la (4.13) e la (4.14) e scrivere

wt)= [ B(s)a (s)ds,

[0,t)

o2 (t) = 32 (s)a' (s)ds.

[0,¢)

Risolvendo rispetto ad «(t) e ((t) si ottiene

B(t) = dadf)/d’;—iﬂ, (4.16)
) da(t)  rdu(t)*] do*(t)
dt :[ dt ] dt (4.17)

che verranno poi utilizzate per determinare la distribuzione a priori. La forma della

posterior da informazioni sull’effetto della prior e puo essere utile nella scelta di a(-) e

B().

Teorema 4.2.7. Se la prior sui tassi di rischio ¢ una I'(af(-), 5(+)) allora la funzione

marginale di sopravvivenza di una osservazione X e data da:

Fit)y=P(X >1t)= e:pp[ — /[Ot) In(1+ B(s)(t — s))da(s)]. (4.18)
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Corollario 2. Se la prior sui tassi di rischio ¢ I'(a(-), B(+)), allora la funzione congiunta

marginale di sopravvivenza di n osservazioni Xi,..., X, €

n

/0 | In(1 + 5(s) (s — ) )da(s)| (4.19)

=1

(F(ty,...,tn))=P(X1 > t1,..., X, > t)

dove a™ = maz{a,0}

Il problema chiave in un contesto bayesiano ¢ quello di derivare la distribuzione a
posteriori. E’ inoltre importante saper manipolare le osservazioni censurate dato che i
dati sull’affidabilita sono di questo tipo. Se viene utilizzata come distribuzioni a priori

la gamma estesa, la a posteriori sara ancora un processo gamma esteso.

Teorema 4.2.8. Se la prior sui tassi di rischio ¢ una I'(«a(-), 3(+)), allora la posteri-
or sui tassi di rischio, date le m osservazioni censurate della forma X, > x1, Xy >
Toy oo Xm = T, & una T(a(-), B(+)) dove

. 0
) = B @ =

L’effetto delle osservazioni censurate e di diminuire la pendenza delle traiettorie

(4.20)

campionarie a sinistra dei punti di censura mentre di lasciare immutata la pendenza dei
valori a destra.

Di seguito si porra l'attenzione sulla distribuzione a posteriori di r(t) date le osser-
vazioni esatte. Sivedra come la posterior possa essere espressa come una mistura con-
tinua di distribuzioni gamma estese. La dimensione della “mixing measure” aumenta

con la dimensione campionaria.

Teorema 4.2.9. Se la a priori sui tassi di rischio ¢ una U'(a(:),5(+)), allora la dis-
tribuzione a posteriori, date le m osservazioni esatte della forma (X, = 1, Xy =
To, ..., X = Tp), sard una mistura di processi gamma estesi. La distribuzione della

maistura ¢ data da

P(T(t) € B|X1 :ZL’I,XQ :JZQ,...,Xm :CL’m) (421)
[ TAEIPBT (@ 3 T ) [T dla+ 3 T, o0l(20)
_ [0,2m) [0,z1) =1 j=i+1
I H B(zi)dlo + ‘Z I(2;.00)] (2i)
[0,2m) [0,21) =1 Jj=i+1

Qui F(B;Q) indica la probabilita assegnata a B € Bg da un processo stocastico che é
distribuito come un processo Q, B() ¢ definito come nella (4.20), e le integrazioni sono

fatte rispetto a z1,. .., zy,. Naturalmente > " Ii2;00) = 0.

j=m+1
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Dimostrazione: Si veda VEDERE RIFERIMENTO

La complessita di questa distribuzione rende difficile vedere come una particolare
osservazione X; = x; possa influenzare la posterior. Un fallimento al tempo x; aumenta
il tasso di rischio a priori in ;. Questo aumento e tanto piu piccolo per valori piccoli
di ¢. Questo viene evidenziato dalla funzione peso 3(t) = B(t)[1 + B(t)(z; — t)*] ™! che
si trova nell’integrale misto. Tale effetto viene limitato dal tasso al quale () aumenta
in modo tale che 3(t) e a(t) insieme determinino dove e come si verifica 'aumento nel

rischio (il salto unitario nella funzione «).

4.3 Derivazione della misura di Lévy per alcuni pro-

cessi

In questa sezione si presentera l’elenco delle misure di Lévy, calcolate sui processi finora
descritti, per la costruzione delle priors bayesiane non-parametriche.
La forma generale per la misura di Lévy che caratterizza il processo di Levy ha la

seguente forma:

dNy(v) = dv /t K(v,s)ds. (4.22)

dove Ny(v) soddisfa le condizioni gia descritte nel paragrafo 3.2.2.

Forme particolari di questa misura di Levy per alcuni processi sono:

(*) Processo di Dirichlet:

1

K(v,s)ds = Tp(_y)exp{—uoz[s, 00) da(s) (4.23)
(*) Processo log-beta:
K(v,s)ds = #p(_y)exp{—yﬁ(s)}da(s) (4.24)
(*) Processo beta-Stacy:
K(v,s)ds = #p(_y)exp{—y c(8)G(s,00) }e(s)dG.(s) (4.25)

(*) Processo Gamma Esteso:

K(v,s)ds = v exp{—v3(s)}da(s) (4.26)
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In tutti i casi, 3(-) & una funzione non-negativa continua a tratti e a(-) € una misura
continua sull’intervallo [0, 00). Nel caso del processo beta-Stacy, ¢(-) e G rappresentano
i parametri del processo, in particolare ¢(-) ¢ una funzione positiva e G & una funzione
di distribuzione cumulata su [0,00). Inoltre, G.(t) = G(t) — >, ., G{tx} dove G.(')
rappresenta la parte continua, {fx} € I'insieme numerabile dei punti di discontinuita di

G.



Capitolo 5

Inferenza bayesiana
non-parametrica per un processo di

Poisson non-omogeneo

5.1 Introduzione

Il problema dell’inferenza statistica nei processi di Poisson ha una lunga storia. Nel-
I'impostazione classica, con 1'utilizzo di un processo di punto di Poisson, si ¢ in gra-
do di modellare i valori estremi rispetto ad una soglia che si trovano in una regione
A = [t1,t3] X (u,00), caratterizzandoli con la misura di intensita, A(A) (si veda figura
2.1).

Praticamente, i problemi di inferenza statistica sui processi di Poisson si concentrano
sui metodi di stima e test di questa misura di intensita, cioe si ¢ in grado di calcolare
la probabilita che tali valori si trovino all’interno della regione A e massimizzando tale
funzione si riescono ad ottenere le stime dei parametri della funzione di intensita limite.
I metodi impiegati sono parametrici in natura, nel senso che la misura di intensita viene
assunta di una qualche forma lineare o parametrica (Brown, 1972; Lewis, 1972).

La situazione ¢ cambiata considerevolmente con l'arrivo di Aalen (1978). Egli nel
suo articolo propose una classe di stimatori non-parametrici per le misure di intensita
dei processi di punto.

Questo significa che, introducendo una prior sulla misura di intensita, si € in gra-
do di stimare la funzione di verosimiglianza puntuale. Diverse sono le classi di priors
non-parametriche che vengono impiegate per modellare 'intensita di un processo di
Poisson non-omogeneo. Lo (1982), per poter fare inferenza beyesiana non-parametrica
sul processo di Poisson non-omogeneo, considera l'ipotesi di poter stimare la funzione

di intensita da campioni multipli indipendenti e identicamente distribuiti. Successiva-
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mente, Lo e Weng (1989) sviluppano risultati analitici per una famiglia di processi di
punto moltiplicativi prendendo come prior il processo gamma esteso.

In particolare in questa parte del lavoro, sono state utilizzate come distribuzioni a
priori due processi, il processo gamma esteso (Dykstra e Laud, 1981) e il processo log-
beta (Walker e Muliere, 1997); quindi sono stati confrontati i risultati ottenuti inserendo

tali processi nello schema di campionamento di Gibbs.

5.2 Verosimiglianza e distribuzioni a priori non-parametriche

Seguendo Kuo e Ghosh (1997), si indichi con N(¢) il numero di guasti in (0,¢]. Si
assuma che N (t) sia un processo di Poisson non-omogeneo (NHPP) con funzione media
A(t) = EN(t). Cioe, il numero di guasti in intervalli disgiunti sono indipendenti con
distribuzioni di Poisson di medie A(t; — A(t;—1) per lintervallo (¢;_1,%;] (t;i-1 < t;).
In questa definizione di NHPP, sono inclusi anche gli intervalli disgiunti della forma
(ti—1,t7], (¢, ], ecc., dove ¢~ inica il limite sinsitro di ¢. Sia A(t) = £A(t). Se A(t)
ha un salto in ¢;, allora si definisce A\(¢;) = [A(t;) — A(t;)]d(t;), dove d(t;) ¢ la funzione
delta di Dirac.

Si consideri un modello di tempo troncato in cui il processo viene osservato fino ad
un tempo fissato 7. Siano 0 = z¢o < 77 < ... < z, < 7 le epoche ordinate degli n salti
osservati. Se si ipotizzano vincoli tra i tempi di salto osservati allora la probabilita di
non osservare salti nell'intervallo (0, z;), d; salti in zq, zero salti in (x1,z3), e cosi via

fino a non osservare salti in (z,,7), ¢ data da

L(A|D, ) = {ﬁ[/\(xi) _ A@r)]dz-e—[Am)—A(xr)16—[A<xr>—A<zi71>}}e—[Am—A(xn)],
i=1
dove D indica il data-set e d; il numero dei salti multipli osservati al tempo ;. Il numero
totale dei salti osservati nell'intervallo (0, 7] ¢ dato dad =>"" , d;.
Questa funzione di verosimiglianza suggerisce che se la distribuzioni a priori su A(t)
ha incrementi indipendenti allora la distribuzione a posteriori per A(t) ha ancora in-
crementi indipendenti. In particolare se gli incrementi della prior hanno distribuzioni

gamma, allora gli incrementi della a posteriori hanno ancora distribuzioni gamma.

Si assegnera un processo di Lévy a priori per A(-). Come si ¢ evidenziato nella

Sezione 4.2.3, la distribuzione a priori puo essere caratterizzata da

M = {t1,t2, .. ~}7 {ftpftza < '}7

rispettivamente i punti fissati di discontinuita e le corrispondenti funzioni di densita

per i salti, e da Ny(-), che rappresenta la misura di Lévy per quella parte del processo
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senza punti fissati di discontinuita (si veda paragrafo 4.3 per tutte le derivazioni). In
particolare in questo lavoro si fara riferimento solo a due di queste derivazioni.
Se

K(v,s)ds = exp{—vp(s)}da(s) (5.1)

1 —exp(—v)
allora L(-) ¢ un processo log-beta (si veda Walker e Muliere, 1997).

Dall’altro lato, se
K(v,s)ds = v exp{—vp(s)}da(s) (5.2)

allora L(-) & un processo gamma esteso (si veda Dyktra e Laud, 1981).

5.3 Distribuzioni a posteriori

Le corrispondenti distribuzioni a posteriori sono date dal seguente teorema.

Teorema 5.3.1. Sia A(:) un processo di Lévy e siano x1,...,x, le epoche ordinate dei
tempi di salto osservati deriwanti da un processo di Poisson non-omogeneo, N(-). Siano
inoltre 7, ..., xk le epoche di tempo non uguali a nessuno dei salti fissati a priori. Al-
lora la distribuzione a posteriori di A(-) dati i dati é di nuovo un processo di Lévy con

le sequenti caratteristiche:

M*=MuU{z;,...,z5}, con

vie ™ f.(v) set; =,
e fi,(v) se tj # x;,

fur (VD) o vie VK (v, x;),

fi,w|D) o {

peri=1,...,me
K*(v,s) =e "K(v,s).

Dimostrazione: Si veda Gutiérrez-Pena e Nieto-Barajas (2002) Teorema 1.

In particolare, se A(+) ~ log BeP{a(-), 3(-)}, cioe se A(-) & un processo log-beta sen-
za punti di discontinuita fissati a priori, allora la distribuzione a posteriori di A(-) e di
nuovo un processo di Lévy con una misura log-beta per la parte continua, con parametri
a(-)* =a(-) e f(-)* = B(-) + 1, e con punti fissati di discontinuita in M* = {z1,...,x,}
con distribuzioni a posteriori per i salti f; (v) o vlieVK(v,xz;),i=1,...,n,dove k(v, s)
e dato dalla (4.24).

Kuo e Ghosh (1997) derivano le distribuzioni a posteriori per particolari distribuzioni
a priori, sia nel caso di intensita cumulata A(t) sia nel caso di funzione di intensita

A(t) = dA(t)/dt. Specificatamente, questi autori assumono processi gamma e beta
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(Hjort, 1990) come prior per A(-) ed un processo gamma esteso come prior su A(-).

Inoltre, se A(-) ~ EGaP{a(-),3(-)}, per esempio, A(-) &€ un processo gamma esteso
senza punti fissati di siscontiuita a priori, allora la distribuzione a posteriori di A(-) ¢ di
Nnuovo un processo gamma esteso con parametri o*(+) = a(-) e §*(-) = [(-) + 1, e con
punti fissati di discontinuita in M* = {z,...,x,} con distribuzioni a posteriori per i
salti fr (v) = Ga(v | d;, B(x;) +1),i=1,...,n.



Capitolo 6

Valori estremi e processi d’urna

6.1 Introduzione

I modelli d’urna hanno una lunga tradizione nella probabilita e nella statistica. Vengono
utilizzati allo scopo di rendere concrete le idee che generano un modello probabilistico,
riuscendo comunque a mantenere un livello di astrazione tale, per cui possano consid-
erarsi svincolati dalla particolare applicazione per cui erano stati concepiti. Lo schema
d’urna, introdotto da Polya nel 1923, & un tipico esempio di questa caratteristica: fu
utilizzato per descrivere malattie contagiose e divenne presto il prototipo per modelli
probabilistici costruiti ad hoc per i trattamenti adattivi (Feller, 1957).

Questo approccio venne seguito da Blackwell e MacQueen (1973) per la costruzione
del processo di Dirichlet, da Mauldin, Sudderth e Williams (1992) per la costruzione dei
Polya trees e da Walker e Muliere (1997) per quella del processo beta-Stacy.

Prima di introdurre i concetti legati ai modell di urna e necessario ricordare alcune

nozioni fondamentali sulla scambiabilita e sulle strutture di dipendenza piu complesse.

6.2 Concetti preliminari

Scambiabilita

Lo schema di base nell'impostazione bayesiana ¢ la scambiabilita di osservazioni X, X, ...

che esprime la situazione di esperimenti ripetuti in condizioni omogenee.

Definizione 6.2.1. Siano Xi,..., X, n variabili casuali e sia P(Xy,...,X,) la loro
distribuzione di probabilita congiunta. Le variabili X1, ..., X, sono dette scambiabili
(scambiabilita finita) per la misura di probabilita P se la loro distribuzione di probabilita

congiunta soddisfa

P(Xl,...,Xn) :P(X“,,Xln)
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in cui (i1,...,4,) € una qualunque permutazione di (1,...,n).

In termaini di corrispondente densita o funzione di massa si puo scrivere
p(Xl, Ce 7Xn) = p(Xi17 e 7Xin)

Definizione 6.2.2. Una infinita sequenza di v.a. X1, Xo, ... si dice infinitamente scam-

biabile se ogni sottosequenza finita ¢ scambiabile nel senso della definizione precedente.

Se X = {Xj,Xy,...} ¢ una successione infinita di variabili aleatorie a valori in
X C R? e supponiamo che la legge di probabilita P di X sia scambiabile, allora per il
teorema di rappresentazione di de Finetti, per ogni n = 1,2,... e per ogni (x1,...,2,)

si ha

PXy <21, X < 3) = /Ff[F(mdw(F). (6.1)

dove F rappresenta la classe delle f.d.r. limite (nel senso della convergenza quasi certa)

delle f.d.r. empiriche
1 n
F,(x) = - D b () (6.2)
i=1

al divergere di n, e 7 ¢ la misura di probabilita che ha per supporto F ed ¢ univocamente

determinata.

Parziale scambiabilita alla de Finetti

Sia X = {X,m,n =1,2,...;m = 1,2,...,k} una successione di variabili aleatorie a
valori in X C R?¢. La successione X si dice parzialmente scambiabile se le successioni
{Xn1},...,{Xnx} sono ognuna una successione scambiabile. In base al teorema di
rappresentazione (de Finetti, 1937; Regazzini, 1991) X & parzialmente scambiabile se e

solo se la sua legge di probabilita puo esprimersi come

P(X171 S ZL’171, ce ,an,l S xnhl, ce 7X1,k S ZL’Lk, N aXnk,k S $nk,k) =

/f HFl(JEz‘,l)"-HFk(xM)?T(dFl,...,dFk) (6.3)

k
1=1

perogni (11,...,Tn, k) €Ny, ..., 0, > 1. Inoltre, la successione dei vettori delle funzioni
di ripartizione empiriche (F),1,..., F, ;) (dove F, ;(z) = L 5(_;071)(3:1.&))
bolmente a (F}, ... Fy). La legge di probabilita 7 & la legge di probabilita di (Fy, ... F}),

ed e detta misura di de Finetti della successione X, o distribuzione iniziale.

, converge de-
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Parziale scambiabilita alla Diaconis e Freedman

Sia X = {X, Xy, ...} una successione di numeri aleatori a valori in un insieme numer-
abile I che si chiamera spazio degli stati. Sia o = (xg,z1,...,T,) una stringa finita di
elementi di I e ¢; j(0) il numero di transizioni dallo stato ¢ allo stato j in ¢ per ogni
i, € 1.

A questo punto si rende necessaria la seguente relazione di equivalenza. Se o =
(2o, .-, Tn) € = (Yo,...,Yn) sono due stringhe finite, si dira che o & equivalente a ¢ se
hanno lo stesso elemento iniziale e t; ;(o) = t; ;(¢), per ogni 4,5 € I.

La successione X si dira parzialmente scambiabile secondo Diaconis e Freedman se
P(onxo,...,Xn:xn):P(onyg,...,Xn:yn)

per ogni coppia di stringhe equivalenti o e ¢. Diaconis e Freedman (1980) forniscono
il seguente teorema di rappresentazione. Si supponga che la successione X sia ricor-
rente, ossia che P(X,, = X, per infiniti n) = 1. Allora, la successione ricorrente X ¢
parzialmente scambiabile alla Diaconis e Freedman se e solo se ¢ una mistura di catene

di Markov; cioe, esiste una misura 7 sull’insieme P di matrici stocastiche su I x I tale

che per ogni n > 1 e per ogni (zg, z1,...,x,) € [" vale
n—1
P(Xo=z9,..., X, =x,) = / H s(xj, xjp1)m(ds). (6.4)

Questo vuol dire che, condizionatamente alla matrice di transizione s, X e una catena

di Markov con matrice di transizione s.

6.3 Processi di urna rinforzati (RUP)

In questa sezione verra introdotta una classe di processi stocastici definiti su uno spazio
numerabile di urne di Polya che sara utile per costruire classi piu generali di priors
comunemente utilizzate nell’inferenza bayesiana non-parametrica come i Polya trees e i
processi beta-Stacy.

Sia S uno spazio numerabile ed E = {¢,..., ¢} un insieme finito di colori con
cardinalita £ > 1. Si immagini che una funzione U associ ad ogni z € S un’urna di
Polya la cui composizione iniziale sia U(z) = (n,(c1), ..., n.(cx)), dove n,(c) rappresenta
il numero di palline di colore ¢ contenute nell’'urna allo stato z, per c € E e x € S. Infatti
U e chiamata funzione di composizione dell’urna se manda S in un insieme di k-uple di
numeri reali non-negativi la cui somma e strettamente positiva.

Sia ¢ : S x E — S la legge di moto che gode della proprieta per cui, per tutti i
valori z,y € S, esiste al piu un colore c¢(x,y) € E tale che q(z,c(z,y)) = y. Adesso
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si puo procedere alla costruzione di un processo stocastico {X,} su S la cui definzione
ricorsiva ¢ la seguente: si fissa uno stato iniziale xy € S e si pone Xy = xy. Per tutti i
valori din > 1, se X,,_1 = x € S, una pallina viene estratta a caso dall’'urna associata
ad z e viene reinserita nell’'urna aggiungendone un’altra dello stesso colore. Se ¢ € E ¢
il colore della pallina estratta, allora X,, = ¢(z, ¢).

In particolare, si comincia estraendo una pallina dall’urna associata allo stato x, e si
osserva che e di colore ¢y. Si ricolloca la pallina nell’'urna con un’altra dello stesso colore
e ci si sposta in X; = q(zg,co). Successivamente si estrae a caso una pallina dall'urna
associata ad X;: e si osserva che ¢ di colore ¢;. La si ricolloca nell’'urna con un’altra

dello stesso colore e ci si sposta alla stato Xy = q(X1,¢1), e cosi via.

Definizione 6.3.1. Si dira che {X,} € RUP(S, E,U,q) con stato iniziale x.

Se o = (sg, ..., S,) € una sequenza finita di elementi di S, si dira che o & ammissibile
se 8o = & e se esiste una sequenza finita (cg, . . ., ¢,_1) di elementi di F tali che q(s;,¢;) =
sir1 pert =0,...,n—1. Data una sequenza ammissibile o, per ogni x,y € S, si definisce

t(z,y) come il numero delle transizioni in o dallo stato x allo stato y. Si indichi inoltre,

per tutti gli stati x € S e per tuttii colori c € F

l.(c) =t(z,q(z,c))

e
ta) = t,y).
yes
Teorema 6.3.1. Per tutti i valori di n > 0 e tutte le sequenze finite (sg,...,S,) di
elementi di S, P[Xo = so,..., X, = sp] =0 se (so,...,S,) non é ammissibile; altrimenti

PIXo =50, Xa = sa) =[] [eep I (na(c) ) (6.5)

t(x)—1/ -
z€S H](:()) (j+ ZceE n.(c))
dove per convenzione Hgl = 1.

Una conseguenza di questo risultato ¢ che un processo di urna rinforzato possa
considerarsi come parzialmente scambiabile nel senso di Diaconis e Freedman (1980).
Due sequenze finite o e ¢ sono equivalenti se cominciano con lo stesso elemento e, per
tutti gli stati x,y € S, il numero delle transizioni nelle due sequenze e lo stesso. Inoltre,
i due autori definiscono come parzialmente scambiabile qualsiasi processo {Y,,} definito
su S tale che, per tutti gli n > 0 e per tutte le sequenze equivalenti 0 = (sg,...,S,) €

¢ = (Yo, ...,Yn) di elementi di S, si ha

P[Yy = s0,..., Y, =8, = P[Yo =vo, ..., Yy = ynl.
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Corollario 3. Un processo di urna rinforzato {X,} é parzialmente scambiabile.

Per un processo {Y,,} definito su S con stato iniziale Yy = yo, si pone 79 = 0 e, per

tutti i valori di n > 1, si definisce

T, =inf{j > 7,21 : Y; =y} (6.6)
Allora {Y,,} si dice ricorrente se

PlY,, =Y, per infiniti n] =1

0, equivalentemente, se

o
P[ N < oo}] ~ 1 (6.7)
n=0
Sia (s, - ., S,) una sequenza ammissibile. Dopo aver osservato Xo = sg,..., X, = Sp,

per tutti gli stati € S I'urna U(x) conterra
n.(c) + .(c) (6.8)

palline di colore ¢, per ogni ¢ € E; sia U (x) un’urna la cui composizione & quella
descritta nella (6.8). Il prossimo risultato ¢ abbastanza intuitivo ed ha una importante

implicazione quando si utilizza il processo { X, } a scopi predittivi.

Teorema 6.3.2. Si assuma che {X,} sia ricorrente. Sia (so,...,S,) una sequenza
ammissibile tale che P[Xy = sg,..., X, = s,| > 0. Allora, dati Xo = sq,..., X, = Sn, il
processo (Xp, Xni1,...) € RUP(S,E,U,q) con stato iniziale s, ed ¢ ricorrente.

Seguendo Diaconis e Freedman (1980), si definisce un yo-blocco per il processo {Y;,}
definito su S, come una sequenza finita di stati che inizia da yy e che non contiene altri
Yo. Si consideri S* come lo spazio numerabile di tutte le sequenze finite di elementi di S.
Quando {Y, } & ricorrente, sia By € S*, By € S*, ..., la sequenza dei successivi yo-blocchi
in {Y,}.

Teorema 6.3.3. (Diaconis e Freedman, 1980). Se {Y,,} é ricorrente e parzialmente

scambiabile con stato iniziale vyg, la sequenza B, det suoi yo-blocchi ¢ scambiabile.

Dimostrazione: Si veda Diaconis e Freedman [rif].

6.4 Processi di urna rinforzati per il processo beta-

Stacy

Un processo beta-Stacy (Walker e Muliere, 1997) su S = {0,1,2,...} & una funzione

di distribuzione aleatoria costruita su S tale che, per tutti i valori di K > 0, la massa
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aleatoria assegnata a {0,...,k} ¢ data da

1=TJa-wy)

dove le variabili aleatorie della sequenza {W,} sono indipendenti con distribuzione beta.
Per costruire un processo beta-Stacy utilizzando un RUP si consideri I'insieme dei colori
E = {w,b} dove con w sta per 'white’ e b sta per 'black’. Sia zy = 0 e si assuma che
no(w) = 0, per tutti i valori j > 1, n;(w) > 0. Infine si definisce la legge di moto ¢ per
{X.,} ponendo

q(z,b) =z +1eqz,w) =0 (6.9)

per tuttil gli stati x € S. Quindi, {X,,} € RUP(S, E,U, q) con stato iniziale zo = 0. Il
processo {X,} inizia in 0, al passo n > 0 si trova nello stato x € S, e si sposta nello
stato = + 1 se la pallina estratta dall’'urna U(x) & nera mentre torna in 0 se la pallina
estratta ¢ bianca. Se n;(b) =0 per j > 1, sia N = min{j > 1: n;(b) = 0} e si noti che,
con probabilita uno, il processo {X,,} visita solamente gli stati {0,..., N}.

Applicando la (6.5), per sequenze finite ammissibili (zo, ..., x,) di elementi di S si ha

= Blny(w) + 4,0).,(8) + .5 +1)
PlXo=m . Xo=nl=]] B(ny(w), n,(0)

j=1
dove, per valori di a,b > 0, B(a,b) & I'integrale beta.

Per n > 1, sia T,, = X,,_1 dove la sequenza dei tempi di arresto {7,,} viene definita

come nella (6.6); cioe 7o =0 e
T, = inf{j > 7,-1 : X; =0}

per n > 1. In pratica, T, misura la lunghezza della seugenza degli stati compresi

strettamente tra 'n-esimo zero e I'n + 1-esimo zero nella sequenza {X,,}.

Lemma 1. [l processo {X,} ¢é ricorrente se e solo se

T n;(b) _
nlggog W) 0. (6.10)

Quando vale la (6.10), la sequenza {T,} & scambiabile e, per il teorema di rappre-
sentazione di de Finetti, esiste una funzione di distribuzione aleatoria F' tale che, dato
F. le v.a. della sequenza {T,,} sono iid con distribuzione F. Con il prossimo teorema si
dimostra che F' ¢ un processo beta-Stacy su S con parametri {(n;(w),n;(b))} (Walker
e Muliere, 1997); cio significa che F' ¢ un processo neutrale a destra tale che F/(0) = 0
con probabilitd uno e, per ogni j > 1, [F(j) — F(j — 1)] ha la stessa distribuzione di

j—1

Py =w; 1] -wy) (6.11)

i=1
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dove {W;} & una sequenza di v.a. indipendenti tali che, per ogni j > 1, {W,} ha
una distribuzione Beta {(n;(w),n;(b))}. Si noti che nella (6.11) si assume [[_, = 1
mentre Beta (a,0) indica la distribuzione che concentra tutta la massa di probabilita in

1 qualunque sia a > 0.

Teorema 6.4.1. F' ¢ un processo beta-Stacy su S con parametr:

{(n(w),n;(0))}-

Osservazione 6.4.1. S osservi che, per ogni k > 1,

k—1

PITy =k = +nk JHO”J —|—n] 2 (6.12)

dove T[;" = 1.
Inoltre, per ognin >1 ek > 1,

( k—1

+ Ny, - b) +m;
PTn :kTaTa"'7Tn:
[ +1 | 1,42 ] (b)“‘nk( _|_nk—|—mk,]]‘_‘[n] +7’L] )+n]+m]

(6.13)
sull’insieme (=, {7 < oo} se, per ogni 0 > j >k — 1, si definisce n; = Zi.:ll IT; = j]
em; =y . I[T; > j]. Pertanto, la (6.10) é verificata, la (6.18) é vera con probabilita

uno.
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Capitolo 7

Una applicazione finanziaria

7.1 Introduzione

In questo parte del lavoro si prenderanno in esame le serie giornaliere di cinque dei
trenta titoli azionari del comparto industriale che compongono l'indice sintetico del
Dow-Jones. 1 titoli considerati sono: IBM, General Motors, American Express, Coca
Cola, Johnson&Johnson. Il periodo di osservazione a cui si fara riferimento per tutta
I'analisi ¢ di dieci anni (1990-2000) e le rilevazioni sono effettuate quotidianamente.
Lo scopo di questa analisi ¢ di analizzare i valori estremi (superamenti rispetto alla
soglia) di queste serie. L’utilita di considerare piu titoli azionari e stata dettata da
motivazioni sia di carattere pratico, in modo da consentire un confronto sulla rischiosita
di un titolo rispetto ad un altro, sia di carattere prettamente metodologico dato che,
nella caratterizzazione dei tempi di superamento tramite processi di urna si € assunta
la scambiabilita sia dei titoli che dei 0-blocchi di uno stesso titolo.

A causa della forte non-stazionarieta di questo tipo di serie storiche, utilizzando una

metodologia ben nota si e resa stazionaria la serie effettuando la seguente trasformazione
Xt = lOgXt — lOgthl.

Per convenienza di presentazione, i dati sono ora riscalati in questo modo X, — 100X,.
La figura (7.1) mostra come la serie trasformata del titolo Coca Cola sia “ragionevol-
mente” vicina alla stazionarieta.
OBIETTIVO CAPITOLO

Il capitolo e cosi suddiviso: nella prima parte, si fara un’analisi dei cinque data-sets
utilizzando queste due tecniche di impostazione classica che consentono di modellare i
valori estremi secondo distribuzioni note in letteratura, permettendo quindi una scelta
ottimale della soglia di riferimento al di sopra della quale un titolo verra ritenuto ris-

chioso; nella seconda parte invece, il data-set sara rappresentato dai tempi (giorni)
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Figura 7.1: Grafico a sinistra: prezzi di chisura giornalieri del titolo Coca Cola. Grafico

a destra: log-daily returns del titolo Coca Cola.

corrispondenti ai superamenti di queste soglie, analizzati utilizzando una impostazione

bayesiana non-parametrica.

7.2 Utilizzo dei modelli dell’analisi classica sui valori

estremi

Le tecniche sui valori estremi sono diventate sempre piu popolari nelle applicazioni
finanziarie. Questo non deve sorprendere: la solubilita finanziaria viene piu verosimil-
mente determinata da cambiamenti estremi delle condizioni del mercato piuttosto che
da cambiamenti tipici. Data la complessa struttura stocastica dei mercati finanziari,
potrebbe accadere che una semplice applicazione delle tecniche dei valori estremi possa
essere fuorviante.

Infatti, come gia e stato detto nella sezione 1.5, modellare soltanto i massimi di ogni
blocco ¢ un approccio valido nel caso in cui si disponga di poche osservazioni; nei casi
di serie storche invece, ¢ un approccio che comporta uno spreco di enormi quantita di
dati. D’altro canto, lavorare con le statistiche d’ordine ¢ una alternativa teoricamente
migliore ma nella pratica e inusuale, in quanto risulta difficile disporre di dati in questa
forma. Inoltre anche questo metodo, nei casi in cui un blocco contenga piu valori estremi
rispetto ad un altro, non considera gran parte delle osservazioni. Quindi se ¢ disponibile,
come nel caso dei titoli azionari, 'intera serie storica giornaliera (o addirittura oraria)
allora la cosa migliore ¢ quella di evitare del tutto procedure che utilizzino blocchi di
dati. A seguito di cio, si e ritenuto che la migliore analisi da fare, per il tipo di dati di
cui si dispone, fosse un confronto tra tecniche alternative a queste e cioe, il modello che
analizza i superamenti di una soglia e I’approccio che caratterizza questi valori estremi

tramite un processo di punto.
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Da questo momento in poi si utilizzera sempre la serie modificata nel modo de-
scritto sopra e si analizzera, per comodita di esposizione, soltanto uno dei cinque titoli e
cioe quello della Coca Cola. Alla fine dell’analisi verranno presentati i grafici e le tabelle
riassuntive di tutti i titoli presi in considerazione.

Il grafico sulla vita media residua della serie trasformata viene mostrato nella figura
(7.2) in funzione delle soglie, con un intervallo di confidenza approssimato del 95 % per

la serie giornaliera del titolo Coca Cola.

Mean Excess

Figura 7.2: Grafico della vita media residua per il titolo Coca Cola.

Questo grafico e inizialmente lineare ma mostra una sostanziale curvatura da u =
—2.5 a u =~ 3.8, oltre questo valore risulta approssimativamente lineare fino a u ~ 7.5,
dopodiche decresce. Quindi, si puo concludere che u = 3.8 sia il punto di inizio della
linearita e che si possa scegliere ug = 3.8 come soglia per individuare i superamenti.

La validita della scelta di questa soglia viene supportata dall’idea di stimare il modello
GPD in un intervallo di soglie, andando a cercare una stabilita rispetto alle stime di
massima verosimiglianza per il modello riparametrizzato (si veda figura (7.3)).

Successivamente si ¢ adattato il modello alla soglia specificata ottenendo cosi 54
superamenti rispetto alla serie completa di lunghezza pari a 2774 osservazioni, cosicche
il rapporto tra le eccedenze e il totale delle osservazioni ¢ pari a 0.019.

Le stime di massima verosimiglianza dei parametri della distribuzione generalizzata
di Pareto sono (6, €) = (1.44, —0.04), con errori standard di 0.30 e 0.16 rispettivamente

e log-verosimiglianza negativa pari a 71.51. Errori standard e intervalli di confidenza
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Figura 7.3: Stime di massima verosimiglianza e intervalli di confidenza al 95% per il
parametro (§) trasformato nel modello GPD applicato al data-set giornaliero della Coca
Cola.

per la GPD sono ottenuti, nel consueto modo, dalla teoria della verosimiglianza.

I grafici diagnostici per la distribuzione di Pareto generalizzata sono mostrati nella
figura (7.4).

Questi grafici evidenziano ’accuratezza o meno con cui il modello GPD utilizzato
si adatta ai dati della Coca Cola. Ne il probability plot ne il quantile plot danno modo
di dubitare della validita di questo modello, in quanto ogni insieme dei punti ¢ vicino
alla linearita. La bonta di adattamento dei dati al modello e riscontrabile anche dal
fatto che gli intervalli di confidenza, sul grafico del livello di ritorno, suggeriscono come
gli allontanamenti dal modello non siano affatto grandi anche dopo aver considerato la
variabilita campionaria. Infine ¢’e¢ da notare che la stima della densita corrispondente
non sembra molto consistente con l'istogramma dei dati. In conclusione, i grafici diag-

nostici confermano che e possibile utilizzare il modello GPD.

Come e stato gia evidenziato nel capitolo 1, un modello piu flessibile per lo studio dei
valori estremi e quello che si basa sulla rappresentazione di questi superamenti tramite
un processo di punto. Si osservi come la distribuzione dei superamenti sia dipendente
dalla storia del processo (figura 7.5) e come invece, di considerare i tempi in cui si

verificano i superamenti rispetto ad una soglia e i valori che superano la soglia come
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Figura 7.4: Grafici diagnostici per il modello dei superamenti rispetto alla soglia adattato
ai dati trasformati del titolo Coca Cola.

due processi separati, questi siano combinati in un unico processo basato su un grafico
bidimensionale in cui la prima dimensione e data dai tempi di superamento e la seconda
dai corrispondenti valori di superamento.

I vantaggi immediati che ne derivano sono dovuti al fatto che, la naturale parametriz-
zazione del modello avviene in termini di parametri della distribuzione GEV e che il tasso
di superamento della soglia viene preso in considerazione quando si fa inferenza. L’out-
put ha un formato simile a quello ottenuto con la GPD. Si osservi come la stima del
parametro di forma (€) sia identica per i due modelli (si veda tabella 1.1); il parametro
di scala del modello generalizzato di Pareto € una funzione deterministica di u e o.
Si noti come la log-verosimiglianza negativa calcolata con questo modello ¢ sempre in-
feriore rispetto a quella ottenuta con il modello GPD. L’output che si ottiene con il
processo di punto puo essere utilizzato direttamente per avere i grafici diagnostici che
sono identici a quelli ottenuti con il modello GPD (si veda figura 7.6). Questi grafici
sono costruiti mediante trasformazione dei valori del parametro del processo di punto
nei corrispondenti parametri della distribuzione generalizzata di Pareto.

Di seguito verranno riportate le tabelle sintetiche delle stime dei parametri delle
due distribuzioni considerate relativamente ai cinque titolo azionari che compongono il

data-set.
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Figura 7.5: Superamenti rispetto alla soglia (u=3.8) della serie storica Coca Cola

trasformata.

Si puo notare come le considerazioni finora fatte sulle stime dei parametri delle
distribuzioni GPD e PP sull’adattamento di questi modelli ai dati del titolo Coca Cola

valgano sostanzialmente anche per gli altri titoli.

7.3 Utilizzo dell’impostazione bayesiana non-parametrica

sul valori estremi

In questa parte del lavoro, come e stato gia accennato all’inizio del capitolo, si discutera
un approccio bayesiano non-parametrico applicato al data-set composto dai tempi di
superamento della soglia, scelta con ’approccio classico, oltre la quale un titolo ¢ con-
siderato rischioso. I tempi di superamento verranno presentati come un processo di
Poisson non-omogeneo (NHPP), in cui la funzione media non nota verra modellizzata
a priori come un processo a incrementi indipendenti. Successivamente si ricaveranno le
corrispondenti distribuzioni a posteriori. Le inferenze a posteriori sono ottenute utiliz-
zando uno schema di campionamento di Gibbs.

Nel seguito, A = {A(t) : t > 0} indichera l'insieme di tutte le funzioni A(-) tale che
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Figura 7.6: Grafici diagnostici del modello del processo di punto adattato ai dati
trasformati del titolo Coca Cola.

(i) A(0) =0;
(i) A(t) <ocoper0<t<ooe
(ili) A(-) ¢ una funzione non-decrescente e continua a destra.

Sia A(-) € A la funzione media (misura di intensita) di un NHPP, indicato con N(-),
quindi

[NAC)] ~ Po{A(-)}-
Questo implica che N(-) abbia una funzione media M = A(:). Il processo di punto
allora ha queste proprieta:
(i) N(t) ha incrementi indipendenti;

(i) [N(t) — N(s)] ~ Po{A(t) — A(s)} per 0 <t < 0.

In questo caso gli incrementi non sono pitt stazionari a meno che A(t) non sia lineare in
t.
Si assegnera a A(-) un processo di Lévy a priori in cui alla parte continua del proces-

so viene assegnato un processo log-beta di parametri {a(-), 5(-)} (si veda Osservazione
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GPD PP
R 6.01
a i (0.35)
5 1.44 1.35
(0.30) | (0.21)
~ | —004 | —0.04
§ (0.16) | (0.16)
nllh 71.5 39.7

Tabella 7.1: Stime di massima verosimiglianza, errori standard (nelle parentesi) e log-
verosimiglianza negativa (nllh) dei modelli GPD e PP adattati alla serie storica della

Coca Cola.

GPD PP GPD PP

. 7.56 . 5.11
a ) (0.56) a i (0.25)
5 1.68 2.15 5 0.92 0.96
(0.41) (0.44) (0.20) (0.16)

- 0.16 0.16 - 0.02 0.02
$ (0.20) (0.20) $ (0.17) (0.17)
nllh 87.3 58.6 nllh 49.1 20.4

Tabelle 1.2-1.3: Stime di massima verosimiglianza, errori standard (nelle parente-
si) e log-verosimiglianza negativa (nllh) dei modelli GPD e PP adattati alle serie
storiche della IBM (tabella a sinistra) e della Johnson& Johnson (tabella a destra).

5.1.1).

Di seguito verra descritto il modo in cui e stato simulato il processo di Lévy, cosi come
e stato descritto nel paragrafo 3.2.2, dato che verra utilizzato per campionare dalla dis-
tribuzione a posteriori della media del . Il metodo si basa su una rappresentazione del
processo di Lévy derivata da Ferguson e Klass (1972) e successivamente discussa da
Walker e Damien (2000).

Si consideri un processo di Lévy e si ricordi che tale processo viene osservato fino ad un

tempo 7. Sia

M(x) = —N;[x,00) = — /OO dN;(v),

dove N, (v) indica la misura di Lévy del processo L.(t).

Si definiscano inoltre le v.a. positive J; > Jo > ... tramite

Pr(J; < x) =exp{M(z1)}
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GPD | PP GPD | PP
N 5.98 N 6.98
a i (0.21) a i (0.37)
A 1.05 0.78 . 1.28 1.42
71 (019) | (0.09) 71 (021 | (025
~ | 019 | —019 ~ | 007 | 007
¢ 0.12) | (0.12) ¢ 0.17) | (0.17)
nllh 42.7 17.3 nllh 64.5 40.4

Tabelle 1.4-1.5: Stime di massima verosimiglianza, errori standard (nelle parente-
si) e log-verosimiglianza negativa (nllh) dei modelli GPD e PP adattati alle serie
storiche della General Motors (tabella a sinistra) e dell’American Express (tabella a
destra).

.PT‘(JZ S JZZ‘|JZ‘_1 S Xi—l) = eXp{M(xz) — M(l’z_l)}

per x; < T;—1.
Si otterranno i J; via w;— M (.J;), dove wy, wa, ws, . .. sono i tempi di salto di un processo di
iid

Poisson standard (per esempio, con intensita 1). Cioe, wy,ws—wy,w3—ws, ... ~ Ga(l,1).

La rappresentazione Ferguson-Klass del processo L.(t) ¢ data da
L(t) =Y JI{U; < ()},

dove Uy, Us, . .. i Un(0,1), e
_dN,

=W

ny(v)

per t € [0,7].

La simulazione a posteriori di M(-) puo essere ottenuta dalle medie risultanti da uno
schema di campionamento di Gibbs (per esempio, Smith e Roberts, 1993) utilizzando le
full conditionals date nel Teorema 3.4.1. Allo scopo di campionare dalla full conditional
di A(-), viene applicato I'algoritmo appena descritto basato sulla rappresentazione di
Ferguson-Klass di un processo di Lévy.

Sono state fatte 4000 iterazioni con un periodo di burn-in di 1000 iterazioni. La con-
vergenza ¢ stata valutata basandosi sui grafici delle medie ergodiche per A(t) per alcuni
valori selezionati di ¢. Il grafico della convergenza evidenzia una elevata variabilita in-
iziale seguita da uno smorzamento ed un andamento monotono verso il limite raggiunto
attorno alla iterazione numero 1700-1800 e poi mantenuto fedelmente. Nel grafico sul-
la funzione di auto-correlazione (ACF) si nota come, dopo ¢t = 0 si abbiano dei valori

assolutamente compresi nell'intervallo di confidenza al 95%, il che risulta coerente con
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le ipotesi di base del Gibbs sampler. La figura successiva rappresenta una traiettoria
campionaria del processo di Lévy “completo” (L(t)), inteso come somma della parte con
punti fissati di discontinuita (L;(t)) e la parte senza punti fissati di discontinuita (L.(t)),
che mostra discontinuita pit pronunciate in corrispondenza di tempi di interarrivo piu
lunghi ed una marcata tendenza (lineare) a crescere al crescere del tempo. (MOTIVI
STORICI DEI DUE CLUSTERS)Lo stesso tipo di andamento ¢ visibile nel grafico rel-
ativo al valore atteso del processo di Lévy condizionatamente ai dati (E(L(t)|D)) che
evidenzia come la media a posteriori dell’intensita del processo sia crescente (in modo
poco piu che lineare) con il crescere del tempo, questo vuol dire che andando avanti con
i giorni gli eventi tendono ad addensarsi. L’ultimo grafico presenta la distribuzione del
numero di eventi predetti per il periodo (inteso in termini di giorni) 2767-2850, si noti
come sia fortemente asimmetrica con classe modale 0-50. Sull’asse delle ascisse ¢ indica-
to il numero dei superamenti che si verificheranno nel periodo in cui si fa la predizione,
sull’asse delle ordinate invece c’e la corrispondente probabilita con cui si verificheranno

tali eventi.

7.4 Applicazione dei processi di urna rinforzati ai

valori estremi

Come ¢ stato gia detto nella sezione riguardante ’applicazione della teoria dei valori
estremi, sono stati presi in considerazione cinque titoli azionari che compongono I'indice
del Dow-Jones. In questa parte del lavoro pero, sara fondamentale considerare la scam-
biabilita di questi titoli e degli 0-blocchi per ogni singolo titolo.

Anche in questo caso, il data-set sara composto soltanto dalle epoche corrispondenti ai
superamenti della soglia stabilita per ciascun titolo. Si ¢ pensato di costruire un pro-
gramma che consentisse di calcolare le probabilita iniziali e le probabilita a posteriori,

cosi come sono state definite nella parte teorica.

Si consideri £ = {w,b} 'insieme dei colori ai quali sono stati associati due eventi:
con w, pallina bianca, si indichi I’evento “il titolo supera la soglia” e con b, pallina nera,
I’evento “il titolo non supera la soglia”; sia inoltre, S lo spazio numerabile degli stati
intesi come i giorni nei quali si osservano tali eventi. Si definisca come legge di moto
per {X,} quella data dalla (6.9) che implica che, quando il titolo non supera la soglia
ci si sposta allo stato successivo e si aggiunge una pallina nera mentre quando tale su-
peramento non si verifica si torna allo stato 0 aggiungendo una pallina bianca. Quindi,
{X,} € RUP(S, E,U,q) con stato iniziale xy = 0. Inoltre, cosi come ¢ stato detto nella
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teoria sulla costruzione del processo beta-Stacy, in o = 0 'urna sara cosi composta
no(w) =0 ng(b) =50

invece, per tuttiij > 1, n;(w) > 0, in particolare per j = 1 si & assunto n;(w) = 50. Per
n > 1 ¢ stata calcolata la sequenza dei tempi di arresto {7,,} definendo come tempo di
arresto il tempo in cui la quotazione del titolo ha superato la soglia stabilita. Una volta
definita tale sequenza ¢ risultato immediato ottenere la sequenza dei {7}, } dove con T, si
indica il numero di giorni consecutivi in cui il titolo non ha superato la soglia, compresi
tra I'n-esimo e I'n + 1-esimo superamento. Data la natura del data-set considerato, si
puo assumere che il processo {X,} sia ricorrente e quindi la sequenza dei {7},} sara
scambiabile.
Si assumera che la funzione di distribuzione F' dei tempi di interarrivo tra un supera-
mento e ’altro sia un processo beta-Stacy.
A questo punto si € pensato di costruire un programma che fosse in grado di calcolare
le probabilita date dalla (6.12) e dalla (6.13) per ciascuno dei cinque titoli. Facendo
una assunzione un po forte, si € imposto che i tempi di sopravvivenza di ciascuna azione
lungo tutto il periodo di osservazione, si possano considerare scambiabili, ¢ come se si
potesse pensare che tutte le volte in cui il titolo supera la soglia, per cui torna allo stato
0, si prenda un altro titolo perche quello precedente e stato ritenuto rischioso.
C’e comunque da dire che questa assunzione puo essere indebolita qualora si decida di
voler considerare una dipendenza tra le urne assegnate ad ogni singolo stato. A tal
proposito un

In particolare, osservando le probabilita condizionate dei T,, di ciascuna azione si
nota come, per periodi di uguale lunghezza di sopravvivenza verificatisi in tempi diversi,

la probabilita diminuisce man mano che aumentano i condizionamenti.
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