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Introduzione

Il lavoro di dottorato, durante i tre anni di corso, si é incentrato sulla propagazione
e la diffrazione di onde elettromagnetiche in mezzi con perdite. Inizialmente, la
necessitd, di questo studio é stata motivata dal voler risolvere in forma, chiusa la
diffrazione da parte di strutture cilindriche immerse in mezzi con perdite. Per
risolvere tale problema non é necessario sviluppare la teoria della propagazione
in mezzi con perdite, infatti, se si suppone che 'onda incidente provenga da un
dielettrico privo di perdite, le espressioni per ’onda trasmessa sono ben note
nella letteratura [1]. Nonostante cio, si ¢ deciso di procedere allo studio del
problema della riflessione e trasmissione di onde piane tra mezzi con perdite
nel caso pit generale. Questo ha portato a una piu attenta considerazione del
formalismo in uso nella letteratura per la descrizione dei campi elettromagnetici
in mezzi con perdite. In particolare, sono due i formalismi dominanti per la
descrizione di tali vettori complessi, uno consiste nella rappresentazione del vet-
tore come sovrapposizione complessa di due vettori reali, spesso detti vettore di
fase e vettore di attenuazione, rispettivamente, tale rappresentazione viene tal-
volta chiamata formalismo di Adler-Chu-Fano [2]. 1] secondo formalismo invece
consiste nel prodotto di un numero complesso, che pud essere considerato come
I’ampiezza complessa, per un vettore complesso unitario esprimibile nello spazio
cartesiano per mezzo di funzioni goniometriche complesse. Entrambi i formalis-
mi presentano i loro vantaggi: il formalismo di Adler-Chu-Fano ha sicuramente
il vantaggio di utilizzare solo funzioni reali e questo rende le manipolazioni al-
gebriche dei vettori molto agevoli, quando invece, il formalismo con gli angoli
complessi porta a non indifferenti difficolta di manipolazione. Esso pero ha il
grande vantaggio di fornire una rappresentazione dei vettori del campo elettro-
magnetico che sia un semplice prolungamento analitico del caso reale e questo
consente di scrivere molte espressioni del campo come prolungamento analitico
delle equazioni ricavate nel caso di mezzi privi di perdite.

Il problema della riflessione e della trasmissione di onde elettromagnetiche
in mezzi con perdite & un problema classico dell’elettromagnetismo. Esiste da
tempo una soluzione di tale problema nel caso in cui il mezzo di provenienza
della radiazione sia un dielettrico non dissipativo. Tale soluzione fu ottenuta
inizialmente con il formalismo dell’angolo complesso [1]. Tale soluzione & pero
molto articolata e richiede una gran cura nella rappresentazione delle funzioni
coinvolte. Una soluzione piu semplice é stata data in tempi pit recenti con il

iii



iv INDICE

formalismo dei vettori reali [2]. Lo stesso formalismo & poi stato utilizzato per
risolvere il problema della riflessione e trasmissione quando entrambi i mezzi
presentino perdite [3, 4]. La soluzione di tale problema era molto elaborata
e lasciava alcune domande non risolte. Il primo risultato che viene presenta-
to in questo lavoro riguarda alcuni aspetti della riflessione e trasmissione tra
due mezzi conduttivi. Per prima cosa si é ricavato un metodo analitico in forma,
chiusa per convertire il formalismo di Adler-Chu-Fano nel formalismo dell’angolo
complesso. Tale conversione risulta tutt’altro che semplice ed era stata proposta
nella letteratura solo per mezzo di tecniche numeriche [3]. Il problema della con-
versione sta nel fatto che per isolare i diversi parametri delle rappresentazioni a
partire da un confronto diretto dei due formalismi, vanno necessariamente ese-
guite manipolazioni algebriche che introducono delle indeterminazioni sul segno
dei parametri stessi. Per risolvere il problema, invece di ricorrere al confron-
to diretto delle due rappresentazione del vettore complesso, si sono utilizzate
le proprieta di polarizzazione di tale vettore, attraverso 1'utilizzo dei due vet-
tori reali che descrivono la polarizzazione di un vettore complesso [5]. Un altro
problema lasciato aperto nella letteratura era legato alla determinazione di due
angoli critici che vengono introdotti nella soluzione del problema di trasmissione
di onde non uniformi tra due mezzi con perdite. In questo caso si trova che per
due determinati angoli di incidenza si ha un’onda trasmessa avente o il vettore
di fase, o quello di attenuazione, parallelo all’interfaccia. Tali angoli venivano
ricavati con una tecnica numerica nella letteratura. Qui si sono utilizzate le
relazioni di Snell generalizzate e le relazioni di dispersione del mezzo per fornire
delle espressioni in forma chiusa di tali angoli. Inoltre, si é fornita un’inter-
pretazione fisica al fenomeno legato a tali angoli. Infatti, un’onda trasmessa
avente il vettore di attenuazione parallelo all’interfaccia, risulta essere un’onda
che si propaga in un mezzo senza attenuarsi nella direzione ortogonale all’inter-
faccia. Si sono studiate le proprietd di tale onda e si é visto che essa si propaga
effettivamente senza attenuarsi sulla semiretta ortogonale all’interfaccia.

Una volta fornita una soluzione soddisfacente al problema della riflessione
e trasmissione tra mezzi con perdite, si & andati a studiare il problema del-
la diffrazione elettromagnetica da parte di strutture cilindriche in mezzi con
perdite. I problemi principali in questo caso riguardavano la rappresentazione
di onde piane non uniformi in armoniche cilindriche e lo sviluppo in un spettro
di onde piane delle armoniche stesse. Il primo problema é risolvibile facilmente
una volta che si dispone della rappresentazione dell’onda piana con ’angolo
complesso. Visto che il problema della trasmissione viene risolto con il for-
malismo di Adler-Chu-Fano, ¢ richiesta la conversione della rappresentazione
del vettore di propagazione nel formalismo dell’angolo complesso, cosa che pud
essere fatta in forma chiusa grazie alle relazioni precedentemente ricavate. Il
secondo problema si é subito configurato come una questione ben pit compli-
cata. Esso riguarda la convergenza dello sviluppo di onde piane della generica
armonica cilindrica all’interno di un mezzo con perdite. Nella letteratura tale
spettro era stato ricavato nel caso di mezzi privi di perdite ed era stato scritto
in forma normalizzata rispetto al numero d’onda in modo da renderlo indipen-
dente dalla frequenza. Tale spettro, una volta sostituito il valore complesso del
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numero d’onda, si & dimostrato essere un integrale non convergente. Tale risul-
tato risulta molto strano, infatti, ¢ ben noto che qualunque funzione a quadrato
sommabile é sviluppabile in serie di Fourier e quindi qualsiasi campo che rispetti
le condizioni di radiazione all’infinito é scrivibile sotto forma di uno spettro di
onde piane. Per risolvere il problema si é deciso di ricavare nuovamente lo spet-
tro dell’armonica cilindrica a partire dalle definizioni integrali della funzione di
Hankel di prima specie, nell’ipotesi che il numero d’onda fosse complesso. Fatto
questo, si & voluto ricavare l'insieme di convergenza dell’integrale. Si & visto
che, se si evita la normalizzazione per il numero d’onda, lo spettro di onde pi-
ane ha un insieme di convergenza contenente 1’asse reale e quindi é convergente
come una trasformata di Fourier. Si & poi notato che, dividendo la variabile
di integrazione per il numero d’onda complesso, 'insieme di convergenza del-
Iintegrale subiva una rotazione sul piano complesso, arrivando a non contenere
pit l'asse reale. Si é riusciti cosi a spiegare la non convergenza dell’integrale da
cui si era partiti. Inoltre, si é ottenuta una espressione rigorosa dell’insieme di
convergenza dello spettro di onde piane di un’armonica cilindrica.

A questo punto si & sfruttato lo spettro di onde piane per rappresentare 1’on-
da riflessa e trasmessa a un’ interfaccia a causa dell’incidenza di una generica
onda cilindrica. L’onda riflessa e 'onda trasmessa, vengono espresse in forma
integrale moltiplicando 'onda piana elementare per il coefficiente di riflessione
o di trasmissione dell’interfaccia, rispettivamente. Si é poi utilizzato un metodo
di valutazione asintotica di tali integrali in modo da ottenerne un’espressione a
grande distanza dall’interfaccia. Il risultato che si & ottenuto per 'onda cilin-
drica riflessa é estremamente interessante: si € ottenuta, infatti, un’espressione
composta da due fattori, il primo & un’armonica cilindrica, centrata nel punto
simmetrico rispetto all’interfaccia dell’origine dell’armonica cilindrica incidente
e del suo stesso ordine, ’altro é un fattore di ampiezza indipendente dalla distan-
za. Tale risultato € estremamente importante perché ci dice che 'onda cilindrica
riflessa ¢ ancora un’onda cilindrica, ma moltiplicata per un fattore di ampiezza
che tiene conto dell’appiattimento del fronte d’onda dovuto all’interfaccia.

Una volta sviluppati gli argomenti necessari, si & andati a risolvere il proble-
ma della diffrazione di un’onda elettromagnetica piana da parte di un’arbitraria
disposizione di cilindri sepolti in un mezzo con perdite. Si & considerato sia il ca-
so in cui i cilindri fossero di materiale conduttore elettrico perfetto che il caso in
cui fossero di un generico materiale dielettrico con perdite. L’analisi teorica del
problema ha portato alla scrittura di un sistema lineare per la determinazione
dei coefficienti di scattering, la cui soluzione permette il calcolo del campo elet-
tromagnetico in tutto lo spazio. Una volta sviluppato il metodo analitico, si é
sviluppato il codice numerico, in linguaggio Fortran 90, per il calcolo dei campi
nei due semispazi. La scrittura del codice ha richiesto il calcolo degli integrali
spettrali, cosa non semplice vista la rapida oscillazione degli integrandi come
funzioni della variabile di integrazione. Per risolvere tale problema si & imple-
mentato un metodo di quadratura adattivo, capace di selezionare gli intervalli
di integrazione misurando la rapidita di variazione dell’integrando. In questo
modo ¢ stato possibile applica tecniche di quadratura di basso ordine in ognuno
di questi intervalli, dove la funzione integranda varia lentamente.
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I risultati ottenuti con il codice numerico sono stati confrontati con risultati
della letteratura e con le simulazioni implementate con un software commerciale.
Tutti i confronti hanno presentato ottimi accordi e questo ci ha portato ad anal-
izzare alcune configurazioni particolari, come gli array di cilindri o le interazioni
tra cilindri posti a una certa distanza tra loro. Inoltre, si & dimostrato che
una qualsiasi struttura cilindrica pud essere ottenuta con un’opportuna dispo-
sizione di cilindri e questo significa che il codice sviluppato per cilindri a sezione
circolare puo essere utilizzato per calcolare il campo diffratto da un’arbitraria
struttura cilindrica sepolta.

L’ultima parte del lavoro di dottorato si é incentrato sui mezzi artificiali che
possono essere ottenuti attraverso particolari inclusioni cilindriche in un dielet-
trico. Come & ben noto, infatti, un dielettrico all’interno del quale & presente
una disposizione di cilindri, pud essere pensato, sotto certe condizioni, come un
mezzo omogeneo avente permittivita elettrica e permeabilita magnetica legate
alle caratteristiche dei diversi componenti. Inoltre, un materiale di questo tipo,
visto che i cilindri determinano un asse preferenziale, possono essere descritti
come mezzi omogenei e anisotropi uniassici. Per questo motivo si é studia-
ta la propagazione in questo tipo di mezzi supponendo in essi la presenza di
perdite. In particolare, si & posta 1’attenzione sulla cosiddetta materializzazione
delle condizioni al contorno. In letteratura, sono stati proposti dei materiali
artificiali con caratteristiche estreme in grado di realizzare delle interfacce che
realizzino particolari condizioni al contorno [6]. In particolare, si & posta atten-
zione su una condizione al contorno che assicuri ’annullamento delle componenti
di campo elettrico e magnetico in una particolare direzione dello spazio. Tale
condizione & particolarmente interessante perché ha come casi particolari la con-
dizione DB, che assicura I’annullamento delle componenti normali del campo,
oppure le condizioni Soft o Hard, che richiedono I'annullamento delle compo-
nenti in particolari direzioni tangenziali all’interfaccia. Per questo motivo si &
deciso di chiamare questa condizione e il mezzo che la realizza, SH/DB. Si ¢
dimostrato che per realizzare tale condizione & necessario un mezzo uniassico
avente le componenti assiali del diadico di permittivita e di permeabilita nulle.
Si é poi studiata la riflessione e la trasmissione all’interfaccia con questo mez-
7o e se ne sono studiate le caratteristiche in diversi casi particolari. Un caso
molto interessante ¢ quello che realizza una condizione di perfetto adattamento
con il mezzo di provenienza della radiazione elettromagnetica. Si & visto che
tale condizione ¢é del tutto analoga a quella realizzata da un Perfectly Matched
Layer (PML), mezzo ideale ben noto e ampiamente discusso nella letteratura
[7, 8]. E risaputo che tale mezzo, quando presenti le perdite elettromagnetiche
e quindi quando possa essere usato come assorbitore, presenta anche una com-
ponente attiva tra le componenti dei diadici rappresentativi della permittivita e
della permeabilitd. In questo lavoro si é proposta una approssimazione tale da
rendere la condizione di perfetto adattamento valida anche con un mezzo pu-
ramente passivo. Si sono svolte delle simulazioni elettromagnetiche del mezzo
proposto e se ne sono individuati i limiti di validita. Un materiale che garantisca
una tale condizione ¢é stato chiamato PML approssimato.

In fine, si é ricavata una proprieta molto interessante sui coeflicienti di rif-
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lessione per l'interfaccia tra un mezzo isotropo e un mezzo uniassico. Come é
ben noto nella riflessione su tale interfaccia le polarizzazioni dell’onda incidente
si mescolano nell’onda riflessa e quindi i coeflicienti di riflessione non sono pit
due, come nel caso di mezzi isotropi, ma quattro, formando cosi una matrice di
riflessione. Si é dimostrato che, nel caso in cui il mezzo uniassico sia adattato
al mezzo isotropo, ovvero nel caso in cui il mezzo uniassico sia isotropo affine e
abbia un’impedenza caratteristica uguale a quella del mezzo isotropo, allora la
matrice di riflessione risulta un multiplo di una matrice unitaria. Tale proprieta
é del tutto generale e pud essere ricavata direttamente a partire dall’espressione
analitica della matrice di riflessione.



Parte 1

Diffrazione in mezzi isotropi






Capitolo 1

Onde piane in mezzi con

perdite

1.1 Caratteristiche del mezzo

Si consideri un mezzo materiale avente le seguenti costanti elettromagnetiche:
e Permettivitd elettrica: e = ep +1ie; € C
e Permeabilita magnetica: p € R
e Conducibilita elettrica o € R

con €r,er,ur,0r € R. Supponendo che il mezzo sia lineare, omogeneo ed
isotropo, le relazioni costitutive potranno scriversi come segue:

D=cE (1.1)
B =pH (1.2)

Tali relazioni possono considerarsi come descriventi la risposta del mezzo ad
una perturbazione esterna. In questo senso le proprieta del mezzo assumono il
significato di suscettivitd generalizzata, e, come conseguenza, godono di tutte
le sue proprieta, come il legame tra parte reale ed immaginaria fornito dalle
relazioni di Kramers-Krénig, descritte in appendice A'.

Le equazioni di Maxwell in assenza di sorgenti nel dominio della frequenza,
supponendo una dipendenza dal tempo del tipo exp(—iwt), si potranno scrivere

1Per esattezza, mentre p pud assumere la caratteristica di suscettanza, é pill appropriato
considerare e~1 come suscettanza, considerando la densita di flusso elettrico come pertur-
bazione esterna ed il campo elettrico come la risposta del mezzo, ovvero come la grandezza
fisica fluttuante.
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come segue:

V x E =iwpH (1.3)
VxH=J—iweE (1.4)

Ricordando poi la ben nota legge di Ohm:

J=0cF (1.5)
e ponendo:
5(3:5’—&-7?5”:534—2'(514—%) (1.6)
potremo scrivere:
V x E =iwuH (1.7)

V x H=—iwe.FE

Prendendo il rotore di ambo i membri della (1.7), e sfruttando la (1.8), si pud
scrivere:

VxVxE—-KE=0 (1.9)

dove si é posto:
k* = w?pe, (1.10)

La (1.9) rappresenta ’equazione di Helmholtz vettoriale per il campo elettrico.
Avedo considerato ’assenza di sorgenti ed il mezzo omogeneo, si puo facilmente
vedere che la (1.9) puo essere scritta come segue:

VEE+KE=0 (1.11)

La quale ha come soluzione in un sistema di riferimento cartesiano, il seguente
campo elettrico:

E =Eje*r (1.12)
dove il vettore d’onda deve rispettare la cosiddetta relazione di separabilita:
k-k=k? (1.13)

Si deve notare che il vettore d’onda ad esponente, € in generale un vettore
complesso, esattamente come la costante di polarizzazione E,. Prima di andare
ad approfondire le proprieta di polarizzazione, andiamo a vedere come il vettore
d’onda sia legato alle proprieta del mezzo in cui avviene la propagazione. Dalla
definizione (1.10), possiamo scrivere:

k=K +ik" = wypue. (1.14)
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¢ bene spendere due parole sulla radice quadrata che compare in questa espres-
sione. Essendo e. un numero complesso, sappiamo che la sua radice quadra-
ta genera due determinazioni, corrispondenti a due fogli di Rieman sul piano
complesso. La scelta della determinazione corretta va fatta secondo motivazioni
fisiche. Supponendo che il mezzo in considerazione sia un mezzo destrorso (right-
handed), potremo dire che campo elettrico, campo magnetico e vettore d’onda
dovranno formare una terna trirettangola destra, il che implica che la parte reale
del numero d’onda abbia segno positivo?. Ne deriva che il foglio di Rieman da
scegliere sara quello nel quale la parte reale di k risulta positiva. Questa con-
venzione sul segno di k é necessaria se si vuole scrivere il vettore d’onda come il
prodotto del numero d’onda per un versore che coincida con il versore caratter-
istico di propagazione dell’energia k = kk,, in questo modo infatti il versore k
formera sempre una terna destrorsa con il campo elettrico e con il campo mag-
netico, esattamente come il vettore di Poynting. Il discorso continua a valere
anche nel caso di onde non uniformi, per le quali sia il vettore di propagazione
che il vettore di Poynting sono vettori complessi non esprimibili in generale
come prodotto di un numero complesso per un versore reale, per i quali quindi
sard necessario definire un vettore k, complesso ma unitario, come si vedra nei
successivi paragrafi.

Per ottenere il legame esplicito tra parte reale ed immaginaria di k£ con le
proprieta del mezzo, si deve riprendere la definizione (1.10) e separarne parte
reale ed immaginaria, ottenendo:

E? — k" = w?ue’ (1.15)
2,
Kk = % (1.16)

Quadrando ambo i membri della (1.16) e sfruttando la (1.15), si trova:
2, 1\ 2
K — wpe' k' — <“"2‘5> =0 (1.17)

Svolgendo la quale si ottiene ’espressione per k' e sfruttando la (1.15), si puo
trovare anche I'espressione per k”, le quali risultano uguali a:

W' + /(WP ()
2

—wpie’ + /WY + (P
2

E? = (1.18)

k//2 _

(1.19)

dove nella scelta dei segni si & tenuto conto del fatto che k' e k", per cio che
si & detto, sono entrambe quantita reali. Riordinando i termini ed estraendo le

2Se avesse segno negativo, il vettore d’onda formerebbe una terna trirettangola sinistra con
gli altri due vettori. Il problema non si pone segno della parte immaginaria di k é sempre
positivo, essendo imposto dalla conservazione dell’energia, 'espressione (1.12) infatti deve
convergere quando r — oo
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radici quadrate, le (1.18) e (1.19) possono essere scritte come segue:

2,2/ m\ 2
W=+ (‘Z,) +1 (1.20)
W2ﬂ5/ el 2
K = 5 1+ (E/) -1 (1.21)

La scelta dei segni positivi per tali espressioni é dovuta ai discorsi fatti sul tipo
di mezzo che si é scelto di considerare e a motivazioni energetiche,

Le espressioni (1.20) e (1.21) ci permettono di notare alcune importanti
caratteristiche del legame tra il numero d’onda e le proprietd del mezzo. La
prima che vogliamo notare & che, nell’ipotesi di mezzi non dispersivi, sia la
parte reale che la parte immaginaria del numero d’onda sono linearmente dipen-
denti dalla frequenza. Notiamo poi che entrambe queste quantitd dipendono
essenzialmente da due parametri:

e wy/ue’ che corrisponde al numero d’onda nel caso privo di perdite

e ¢ /¢’ che tiene conto delle perdite e viene spesso chiamata tangente di
perdita

Prima di andare a vedere come queste caratteristiche influenzino la forma
assunta dalla generica onda piana che si propaga nel mezzo, vogliamo andare
a considerare le espressioni (1.20) e (1.21) in un caso particolare che riveste
una grande importanza nelle applicazioni, ovvero il caso in cui le perdite siano
dovute alla sola conducibilita elettrica, ovvero in cui si ha:

' =0/w (1.22)
In questo caso vediamo che il legame tra parte reale ed immaginaria del numero
d’onda con la frequenza non risulta pit lineare. In Figura 1.1 vediamo ’anda-
mento di tali parametri al variare della pulsazione. E facile rendersi conto che
la parte reale del numero d’onda tende asintoticamente ad una retta mentre la
parte immaginaria ad una costante®. Tale risultato ¢ vero nel caso di mezzi non
dispersivi. Nel caso di mezzi dispersivi infatti sia €’ che o dipenderanno dalla fre-
quenza e gli andamenti di £’ e & saranno molto pit complicati. Ciononostante
possiamo considerare il comportamento asintotico trovato valido in generale.

3Mentre il primo risultato si puo ottenere facilmente osservando la (1.20) e sfruttando la
(1.22), per il secondo risultato non & agevole usare I’espressione (1.21), & conveniente invece
inserire I’espressione (1.20) in (1.16) ed ottenere la seguente espressione alternativa:

k' = w\/ﬁ "
2e!

1+ <7

€

€

Andando a sostituire la (1.22), si vede bene che per grandi valori di w si ha k" = §,/4
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Figura 1.1: Andamento della parte reale e immaginaria del numero d’on-
da secondo le espressioni (1.20) e (1.21) nell’ipotesi in cui il mezzo sia non
dispersivo.

Infatti, come & ben noto, ogni mezzo dispersivo tende ad avere caratteristiche
costanti quando la pulsazione tende all’infinito, quindi ogni mezzo dispersivo
pud essere considerato non dispersivo nel limite in cui w — oo.

Ora che abbiamo chiarito la natura del numero d’onda k ed il suo legame con
le caratteristiche del mezzo, possiamo andare a descrivere le caratteristiche del
vettore d’onda k, il quale sard, in generale, un vettore complesso. Come & ben
noto in un mezzo con perdite si ha in generale un’onda non uniforme, infatti,
chiamando @ e « rispettivamente il vettore di fase ed il vettore di attenuazione
dell’onda, si puo scrivere:

k= +ia= (8 +iag)zg + (By +icy)y, (1.23)

ovvero:
k, = Bcos ¢’ + iacos ¢’ (1.24)
ky = Bsing’ + iasing” (1.25)

dove si & assunto che i vettori di fase e di attenuazione giacciano sul piano (z,y)
e si sono indicati con ¢’ e ¢” gli angoli che i vettori 8 e a formano con lasse z,
rispettivamente. Possiamo allora andare ad imporre la condizione di separabilita
(1.13), dividendo tra parte reale ed immaginaria:

B2 —a? =K% - k" =Re(k?) (1.26)
2Bacosn = 2k'k" = Tm(k?) (1.27)



8 CAPITOLO 1. ONDE PIANE IN MEZZI CON PERDITE

dove si & posto n = ¢” — ¢’. Tale formalismo viene a volte chiamato formalismo
di Adler-Chu-Fano [2, 3]. L’equazione (1.27) ci dice immediatamente che in
un mezzo con perdite deve risultare n # 0. In realta la condizione posta su 7
& ancora piu forte se si pensa che, per le ipotesi fatte sulle caratteristiche del
mezzo, il secondo membro della (1.27) & puramente positivo, tenendo conto che
B e a sono le ampiezze di due vettori, e quindi intrinsecamente positive, questo
comporta che sia:

ne (—g %) (1.28)

In analogia con quanto fatto in precedenza, prendendo il quadrato di ambo i
membri dell’equazione (1.27) e sfruttando la (1.26), si puo scrivere:

B*— Re(k?)B? — [Im(’“g)] o

1.2
2cosn (1.29)

da cui risolvendo I’equazione, sfruttando ’espressione (1.26) e ricordando che
ed a devono essere quantita reali e positive, si ottiene:

Re(k?) + \/[Re(l<:2)]2 + [Im(kz)r

cosn
2

—Re(k?) + \/[Re(kz2)]2 + [Im(’#)} 2

g2 =

(1.30)

9 cosn
= 1.31
o . (1.31)

é facile dimostrare che la scelta della determinazione positiva delle radici quadrate
é necessaria per garantire che i primi membri delle espressioni siano sempre posi-
tivi. Le espressioni (1.30) e (1.31) forniscono il legame tra le ampiezze dei vettori
di fase e di attenuazione di un onda e le caratteristiche del mezzo in cui questa
si propaga. Vediamo che tali quantita sono fortemente influenzate dall’angolo
n, ovvero dall’angolo compreso tra questi vettori. E facile rendersi conto che
le relazioni (1.30) e (1.31) sono valide solo per 1 # 7/2, ovvero solo per onde
uniformi ed onde non uniformi in mezzi con perdite (tale rappresentazione non
& permessa quindi solo nel caso di onde non uniformi in mezzi privi di perdite,
quali, ad esempio, le onde evanescenti, superficiali o leaky). Si pud notare inoltre
che il parametro 7 viene considerato come un dato del problema, non dipenden-
do essenzialmente dalle proprietd del mezzo. Questa é ovviamente una scelta di
rappresentazione, infatti nella determinazione dei parametri di un’onda & ovvio
che ci siano dei parametri liberi, legati al tipo di eccitazione che genera ’onda.
I parametri liberi in questo caso sono gli angoli che i vettori di fase e di attenu-
azione formano con gli assi e, di conseguenza, anche ’angolo tra essi compreso.
Tali parametri dipendono dalle condizioni di eccitazione dell’onda, ovvero dai
metodi usati per la sua generazione.

In quanto segue considereremo le proprieta delle onde piane in mezzi con
perdite separando tra due casi:
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e Onde piane uniformi: n =0

e Onde piane non uniformi: n € (0, g]

1.2 Formulazione con I’angolo complesso

La rappresentazione di un vettore complesso come sovrapposizione di due vettori
reali del tipo (1.23), pud essere molto comoda in quanto separa le proprieta di
fase da quelle di attenuazione ed ¢ in effetti molto usata in diverse applicazioni,
come per esempio nell’ambito delle onde leaky, o nell’ambito delle microonde
[2, 9]. Tuttavia, esistono applicazioni nelle quali tale formalismo non risulta
appropriato. Nel caso specifico che si vuole qui considerare, lo svilupo di onde
piane in armonche cilindriche richiede che il vettore di fase sia rappresentato
come un unico vettore sul piano e non come sovrapposizione di due vettori. Il
vettore complesso pud sempre essere scritto, come il prodotto di un numero
complesso k e di un vettore complesso unitario n,. Dove con ‘vettore complesso
unitario’ si intende un vettore che soddisfi la relazione n, - n, = 1. Tale vet-
tore potra essere rappresentato, sul piano (x,y), da un angolo complesso w e le
componenti del vettore di propagazione si scriveranno come segue:

ky = kcosw = (k' + k") cos(u + iv) (1.32)
ky = ksinw = (k' + ik") sin(u + iv) (1.33)

Si veda che in questo modo il vettore di propagazione é descritto sempre in fun-
zione di quattro numeri reali. Si andra ora a ricavare il legame che sussiste tra
i parametri &', k", u e v e i parametri 8, «, ¢’ e ¢, Tale legame ¢ stato ricavato
precedentemente in [3], tuttavia il legame li ottenuto consiste di un’equazione ri-
solvibile solo numericamente. Tale equazione peraltro non fornisce una soluzione
univoca, ma un certo numero di soluzioni e la deduzione della soluzione corretta
fra le molte possibili non é chiara. La natura di tale indeterminazione é legata
al fatto che il legame tra le due rappresentazioni & stato ottenuto uguagliando i
quadrati delle parti reali ed immaginarie delle diverse componenti, questo porta
a diverse indeterminazioni sul segno. Come si vedra, tali indeterminazioni pos-
sono essere del tutto eliminate facendo ricorso alle proprietd di polarizzazione
dei vettori complessi.

Il numero complesso k coincide ovviamente con il numero d’onda. Cid pud
essere facilmente dimostrato come segue. Si calcoli il quadrato del vettore k,
sfruttando le espressioni (1.32) e (1.33), ottenendo:

k-k=Fk*(cos®w +sin®w) = k? = k"2 — k"% 4 2ik'k"
da cui, ricordando che k - k = w?pe, si trova:
K? — k" = wue (1.34)
w2 e

k/k// —
2

(1.35)
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come volevasi dimostrare.

Per quanto riguarda i parametri u e v, essi sono strettamente legati al tipo di
polarizzazione del vettore complesso k. Per legare le due formulazioni del vettore
di propagazione, e in particolare per esprimere ’angolo complesso in funzione
dei vettori di fase e di attenuazione, si deve quindi trovare il modo di estrarre
le informazioni di polarizzazione di questo vettore nelle due rappresentazioni
per poi ottenere la relazione cercata attraverso il loro confronto. Si deve quindi
richiamare il concetto di vettori di polarizzazione di un vettore complesso. In
generale, dato un vettore complesso a, é possibile definire due vettori reali, p e
g, che contengano tutte le informazioni di polarizzazione di a [5]. Tali vettori
sono definiti dalle seguenti relazioni:

*

axa
p=" (1.36)
_ la-a| Rela/\/a g

Si procedera ora alla scrittura di questi vettori relativi al vettore di propagazione
per i due formalismi usati, il formalismo di Adler-Chu-Fano ed il formalismo
dell’angolo complesso. Si notino, come primo passo, le seguenti relazioni:

k-k*=p3"+a° (1.38)

k-k* = |k|*(|cosw|?* + |sinw]|?) (1.39)

la quale, ricordando le relazioni [10]:
|cosw| = V/cos? u + sinh? v (1.40)
|sinw| = V/sin? u 4 sinh? v (1.41)
diventa:
k- k" = |k|?(1 + 2sinh? w) = |k|? cosh(2v) (1.42)
Si consideri poi il seguente prodotto vettoriale:

kxk*=(B+ia) x (8 —ia) =2iax =
=2iafy, (cos ¢’ sin¢” — sin ¢’ cos ¢") = 2iafy, sin (¢" —¢')  (1.43)

kEx k"= |k|2y0(sinwcos* w — cos wsin® w) (1.44)
ricordando che cos* w = cosw* e sin® w = sinw*, si ha:

Exk = |l<:|2gO sin(w —w*) = i|k|2yo sinh(2v) (1.45)



1.2. FORMULAZIONE CON L’ANGOLO COMPLESSO 11

Tnserendo le espressioni (1.38) e (1.43) in (1.36), si ottiene:
2a6
p= yom sin(¢” — ¢') (1.46)

analogamente inserendo le espressioni (1.42) e (1.45) in (1.36), si ottiene:

p =y, tanh(2v) (1.47)

confrontando le espressioni (1.46) e (1.47) é facile trovare l’espressione cercata
per il parametro v:

1 2
V=3 tanh ™! {52?—5&2 sin n} (1.48)

Nel caso in cui sia i # /2, potremo moltiplicare e dividere ’argomento della
tangente iperbolica inversa per cos(n), ottenendo:

Im(k?)
Re(k2)

v = ltzmh_1 {

: tan n} (1.49)

In questo modo si é espresso l'angolo v, in funzione del rapporto tra parte
immaginaria e reale di k2, i.e., la tangente di perdita del mezzo, e della tangente
dell’angolo n, parametro certamente legato al grado di non uniformit dell’onda
visto che I'onda si considera uniforme quando n = 0. Questo é particolarmente
notevole e ci dice che il parametro v tiene conto, in modo complessivo, della non
uniformita dell’onda. Si pud definire, infatti, il grado di inomogeneita dell’onda
(in inglese: degree of inhomogeneity; secondo la nostra terminologia avrebbe
perd pit senso chiamarlo grado di non uniformita) la quantita [11]:

gq = tanh |v]

Per ottenere informazioni sul parametro u si dovrd andare ad esplicitare
Pespressione (1.37) nei due formalismi. Si consideri per prima la seguente

espressione:
k B B +ia
Re[ | = e[ (150

dove si & tenuto conto del fatto che:

k-k=k (1.51)

a questo punto si deve tenere conto del fatto che la radice quadrata a denomina-
tore avra due determinazioni possibili. Supponiamo quindi di essere in presenza
di mezzi destrorsi, nei quali si considera quindi un indice di rifrazione positivo e
quindi si sceglie sempre la determinazione positiva della radice quadrata di k2.
Si potra quindi scrivere:

Re {\/:7} =Re V;m} = Re [ﬁﬂ;faem} (1.52)




12 CAPITOLO 1. ONDE PIANE IN MEZZI CON PERDITE
dove si é definito 'argomento del numero complesso k:
1
ér, = arg[k] = tan™! {k’} (1.53)

il quale, per l'ipotesi fatta di mezzi destrorsi, dovra trovarsi sempre nel primo
quadrate del piano complesso di k. Dall’espressione (1.52) si vede facilmente
che:

coS ¢, + asi KB+ K"
Re E | _ B cos ¢, + asin ¢y, _ o8y B «a (1.54)
VE-E || k! K|
da cui si puo anche vedere che risulta:
Re k _cos or VE2B2+ K202 + 2Kk af cos(¢” — ¢') (155)
VEE K k|
da cui, sfruttando la relazione (1.27), si puo scrivere:
k k'2 32 k202 2k k)2
Re | ]| cosdu VRZE? + ka2 + 2(KK) (1.56)
VE-E K’ ||
inserendo le espressioni (1.51), (1.54) e (1.56) in (1.37), si ottiene:
£2 EB+k'a

W\/k/2ﬁ2+k”2a2+2(lﬂ/k’”)2

si consideri ora il formalismo dell’angolo complesso, si potra scrivere la seguente
relazione:

k(coswzy + sinw
Re L/:ik} = Re [ ( wﬁ\o/l?;l yo)} = Re [coswz + sinwyy|  (1.58)

sfruttando le espressioni del seno e coseno complesso in funzione delle parti reali
e immaginaria degli argomenti, si potra scrivere [10]:

k
Re {\/ﬂ} = coshv [cos uz, + sin uy| (1.59)
da cui si vede subito che:
Re k = coshv (1.60)
VEE]| '
inserendo le espressioni (1.59) e (1.60) in (1.37), si ottiene:
Ll .
q= B [cos uz + sin uyo| (1.61)

k|2
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confrontando ora le espressioni (1.57) e (1.61), si trovano immediatamente le
seguenti condizioni:
k/ y A k// o A
cosu = Peosg' + kK acosd (1.62)
\/k/QﬂQ T+ k"2 1 Q(k/k//)z
k'Bsing’ + k" asin¢”
\/k’2ﬁ2 L k"2 + 2(k,/k//)2

va notato che queste due relazioni sono entrambe necessarie quando si vuole
calcolare il valore di u. Infatti, quando si invertono le funzioni trigonometriche
si hanno delle funzioni a dominio limitato legato a quale intervallo di monotonia
si scelga per la funzione da invertire. Nel caso di interesse, in cui si considera
un’onda propagantesi nel verso positivo delle x, si avranno i due angoli ¢, ¢" €
[-7/2,7/2]. Questo vuol dire che, mentre la componente lungo y del vettore
di propagazione potra assumere valori sia positivi che negativi, la componente
lungo = potra assumere solo valori positivi. Per questo motivo é preferibile
usare la seconda relazione (1.63) in modo da tenere conto automaticamente del
segno. Se si usasse invece la relazione (1.62) si dovrebbe inserire la doppia
determinazione =+.
Per quanto detto il parametro u si potra ottenere dalla seguente relazione:

sinu =

(1.63)

k' B si "1k oy si "
u=sin~! Peing + K asing (1.64)
\/k’2ﬁ2 + ka2 + 2(k"k”)2

ribadiamo che tale rappresentazione € valida nel caso qui in considerazione di
propagazione lungo le = positive. Le relazioni generali di cui si deve tenere conto
sono le (1.62) e (1.63).

Le equazioni (1.49), (1.62), (1.63), e (1.64) mostrano il legame tra i parametri
B,a,¢" e ¢ ed i parametri u e v. In modo del tutto analogo a quanto ora fatto
é possibile trovare i legami inversi. Puo essere interessante vedere il significato
assunto dai parametri &’,k”,u e v in un caso particolare. Si supponga per
esempio che 'onda che si propaga nel mezzo con perdite sia uniforme, questo
vuol dire che il vettore di fase ed il vettore di attenuazione saranno paralleli,
ovvero che ¢' = ¢’. Imponendo questa condizione nelle equazioni (1.49) e (1.64),
otteniamo i seguenti valori:

K =8 (1.65)
K =« (1.66)
u=¢ +2nm (1.67)
V=0 (1.68)

conn=20,1,2...

Si vede quindi che k', k" e u vanno a coincidere rispettivamente con 3, e
¢', mentre v assume un valore nullo. In sostanza le equazioni (1.32) e (1.33) si
riducono all’espressione canonica e i due formalismi risultano del tutto coinci-
denti. Vediamo inoltre come v risulti nullo, essendo I'onda in questione uniforme,
il che conferma il legame da noi precedentemente sottolineato tra ’angolo v e il
grado di non uniformita dell’onda..
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1.3 Onde piane e uniformi

Si consideri un’onda piana che si propaghi in un mezzo con perdite ed avente i
piani equifase ed equiampiezza coincidenti, ovvero avente i vettori di fase e di
attenuazione paralleli (7 = 0). In questo caso il vettore di propagazione k si
potra scrivere come segue:

k= (B+ia)ky (1.69)

dove si € indicato k il versore reale che rappresenta la direzione di propagazione
dell’onda. Dalle espressioni (1.30) e (1.31), si puo facilmente vedere che le
ampiezze 8 ed « vanno a coincidere rispettivamente con la parte reale ed im-
maginaria del numero d’onda & (cid puo essere dimostrato anche pit agevolmente
inserendo I'espressione (1.69) nella condizione di separabilita (1.13)). Sfruttan-
do le prime due equazioni di Maxwell é facile vedere che, come succede nei mezzi
privi di perdite, valgono le seguenti uguaglianze:

ky-E =0 (1.70)
ko H =0 (1.71)

Sfruttando la terza equazione di Maxwell invece si puo trovare il seguente legame
tra campo elettrico e campo magnetico:

k 1
H=—k,xE=-k xFE 1.72
XS w’uf() = C—O = ( )

dove si é definita 'impedenza del mezzo con perdite come segue:

_wp [
e A VT (1.73)

vediamo che I'impedenza del mezzo sard sempre una quantitd complessa e si
definisce come naturale estensione del caso di mezzi privi di perdite.

Fino ad ora abbiamo visto come il caso di onde piane uniformi in mezzi con
perdite sia identico al caso analogo in mezzi privi di perdite, salvo la natura
complessa delle caratteristiche del mezzo. Ora vedremo come invece le perdite
influenzino le caratteristiche di polarizzazione dell’onda. Per fare cio esplici-
tiamo la parte reale ed immaginaria dei vettori di polarizzazione del campo
elettrico e del campo magnetico:

Eo :EOR+iE0] (174)
Hy=Hyp+1iHy, (1~75)

Per studiare la polarizzazione dell’onda dobbiamo andare a scrivere i campi nel
dominio del tempo, supponiamo per semplicitd che ’onda si propaghi 'ungo
I’asse x, ovvero che si abbia £, = z,:

B(r,t) = e " "Re [Byei o] (1.76)

~ 12 ]_ NG
H(r,t) = e ¥ *Re L:co x Be'* m‘“t)] (1.77)
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scrivendo I'impedenza del mezzo in modulo e fase, ¢ = |¢|e!?¢ (¢ bene notare che
per le ipotesi fatte sul mezzo si ha ¢¢ € [0, —m/4], come si vede dall’espressione
(1.73)), e sfruttando le espressioni (1.74) e (1.75), si potra scrivere:

E(r,t) = e ke [Eog cos(k'z — wt) — Eqpsin(k'z — wt)] (1.78)
_ _k//m
ﬂ(£7 t) = B‘T [&0 X EOR COS(]f/.'L' —wt — d)C)

—xo X Boysin(k'z — wt — ¢¢)] (1.79)

Le espressioni (1.78) e (1.79) ci permettono di fare alcune considerazioni sulla
polarizzazione dell’onda. Vediamo che, scelti due vettori arbitrari per Eyp e
Eqy, il campo elettrico risulta polarizzato ellitticamente, il campo magnetico
sard anch’esso polarizzato ellitticamente, su un ellisse ortogonale a quella del
campo elettrico e con la stessa eccentricita . Vediamo quindi che si ottiene di
nuovo un risultato del tutto analogo a quello che si aveva nel caso di mezzi privi
di perdite. La differenza principale la riscontriamo invece nella presenza dello
sfasamento ¢, questo rende le due polarizzazioni sfasate temporalmente. Nel
caso di mezzi privi di perdite infatti il vettore di campo elettrico e magnetico
erano tra loro in fase, nel senso che mantenevano un angolo fisso, pari a 90°,
tra di loro. Nel caso siano presenti delle perdite nel mezzo cid non risulta
piu vero, ma quando, per esempio, il vettore di campo elettrico punta sul suo
asse maggiore, l'altro punta ad un angolo pari a ¢¢ di distanza dal proprio.
La situazione é illustrata in Figura 1.2 nel caso di vettori £y, e E,; disposti
genericamente sul piano (y,z), mettendo a confronto i due casi con e senza
perdite.

E opportuno a questo punto andare a vedere cosa succede nel caso particolare
di polarizzazione lineare:

E(r,t) =e ¥ "By cos(Kx — wt) (1.80)
_ 7](}//1,’
H(r,t)= Tgo x By cos(k'z — wt — ¢¢) (1.81)

in questo caso vediamo che i due vettori risultano ortogonali tra loro, ma ancora
sfasati nel tempo, il che significa semplicemente che campo elettrico e magnetico
non saranno mai contemporaneamente nulli, o contemporaneamente uguali al
rispettivo valore massimo.

Ora che abbiamo studiato la polarizzazione di un’onda piana e uniforme,
andiamo a fare alcune considerazioni energetiche. Per prima cosa andiamo a

4ricordiamo che 'eccentricita di un’ellisse ¢ data dal rapporto tra la distanza tra i fuochi

e l’asse maggiore. Ottenendo I’equazione canonica dell’ellisse di polarizzazione a partire
dall’espressione (1.78), nell’ipotesi che i due vettori Eyp e E,; siano ortogonali e paralleli
rispettivamente agli assi y e z, si ottiene:

~ -
672’{”1 Ey 4 Eg -1
2 2
EOR EOI

scrivendo la stessa espressione per il campo magnetico, ci si pud facilmente rendere conto che
P’eccentricita nei due casi risulta la stessa.
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t=37/2w)

t=37/Qw)

ol

t=n/w

t=n/w t=7/2w)

t=n/Quw)

640

Figura 1.2: Polarizzazione ellittica di un’onda piana. L’ellisse piu interna rap-
presenta il campo elettrico, quella pit esterno il campo magnetico. Si vede che
i due campi sono in fase nel caso privo di perdite (¢ = 0) e fuori fase nel caso
di mezzo con perdite (¢¢ # 0), in quest’ultimo vediamo che il vettore di campo
magnetico in £ = 0 non coincide pit con il vettore Hgp .
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calcolare il vettore di Poynting nel dominio della frequenza e del tempo per la
generica onda piana polarizzata ellitticamente:

1 * 1 * 1 —2a-r
=SB xH" = 5C(H x k) x H" = 5Ckoe™™** (|Hogl® + |Hos*)  (1.82)

Vediamo quindi che il vettore di Poynting nel dominio della frequenza risulta
la somma algebrica dei vettori di Poynting delle singole onde in polarizzazione
lineare che formano l'onda considerata. Se invece consideriamo il vettore di
Poynting istantaneo:

——— [|Eog|* cos(B - r — wt) cos(B -7 — wt — ¢¢)+

v — 2wt —¢¢)]  (1.83)

Si vede che in questo caso il termine misto risulta nullo solo se i due vettori
che formano la polarizzazione ellittica risultano puramente ortogonali. Piu in
generale possiamo dire che la potenza istantanea della sovrapposizione di due
onde in polarizzazione lineare é la semplice somma delle potenze delle singole
onde solo se i vettori di queste risultano tra loro ortogonali.

Riguardo alla sovrapposizione di due onde piane e uniformi in un mezzo con
perdite ¢’¢ un altro caso che puo risultare di grande interesse. Si consideri la
sovrapposizione di due onde che si propaghino in verso opposto:

E=Efe™r + Eye ikt (1.84)
Andiamo a calcolare il vettore di Poynting nel dominio della frequenza:

1 Ef-Ef*e™2T By - Eg* e 4 2iIm (Ey - Ef e %2T)

M= -ExH =k
BT R AE T 2+

(1.85)

vediamo che il termine misto contribuisce sia alla potenza reattiva, come nel caso
di mezzi privi di perdite, che alla potenza reale (a causa del termine complesso
¢*). Le due onde risultano ortogonali rispetto alla potenza complessa solo se si
verifica la condizione:

Ej B} =0 (1.86)

per interpretare correttamente questa condizione andiamo a scegliere una po-
larizzazione ellittica semplice per Ej:

Ey =y, +ibz (1.87)

la quale corrisponde ad un’ellisse di polarizzazione avente assi principali coinci-
denti con gli assi y e z. Andiamo a vedere la polarizzazione dell’onda positiva
tale da renderla ortogonale all’onda negativa:

Eg, +ibEf, =0 (1.88)
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da cui si ottiene:

Ef 1
ERY 1.89
Ej, “b (1.89)

ovvero, anche l'onda positiva avra gli assi principali in corrispondenza degli
assi y e z, 'asse maggiore e minore saranno invertiti rispetto a quelli dell’onda
negativa. E bene notare che se tale condizione & soddisfatta e risulta inoltre che
Ef -Ef* = Ey - Ey*, ovvero 'ampiezza degli assi delle due ellissi coincidono,
allora la potenza complessa dell’onda risultante diventa identicamente nulla,
ovvero le due onde possono essere considerate uguali ed opposte e si annullano
a vicenda. Si puo dimostrare facilmente che la stessa condizione si trova anche
riguardo alla potenza istantanea.

1.4 Onde piane e non uniformi

Si consideri ora il caso di un’onda piana avente i piani equiampiezza non coin-
cidenti con i piani equifase che si propaghi in un mezzo con perdite. Il vettore
di propagazione potra essere scritto come segue:

k=p+ia (1.90)
Dalla prima equazione di Maxwell otteniamo la seguente condizione:
k-E=p-E+ia-E=0 (1.91)

Nel caso in cui il campo elettrico sia polarizzato linearmente nella direzione or-
togonale al piano che contiene il vettore k tale condizione sara sicuramente verifi-
cata, parleremo in questo caso di onda in polarizzazione TE, o semplicemente E.
Nel caso invece in cui il campo elettrico giaccia sul piano contenente il vettore di
propagazione, ed il campo magnetico sia polarizzato linearmente nella direzione
ortogonale a tale piano, parleremo di onda in polarizzazione TM, o semplice-
mente H. Le conseguenze della (1.91) sulla polarizzazione del campo magneti-
co in polarizzazione TE e del campo elettrico in polarizzazione TM, saranno
studiate nei seguenti paragrafi. Si procederad ora a fare delle considerazioni
energetiche sulle onde piane non uniformi.
Si consideri il vettore di Poynting di un’onda in polarizzazione TE:

2

- — (1.92)

U,r=-=
Urg i i

5

Lo <z@xE> _1[k (E-E") (E-k)E
Wi

dove si @ sfruttata I'identita vettoriale: A x (B x C) = B(A-C) — C(A- B).

Sfruttando Pespressione (1.91), la (1.92) puo essere riscritta come segue:

. E-E*
g = (8 —ia) o (1.93)
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Figura 1.3: Rappresentazione del vettore d’onda complesso, con specificate di-
rezioni e versi delle parti reale ed immaginaria del vettore di Poynting, della
potenza reale e della potenza reattiva nel caso di un’onda in polarizzazione TM.

Tale espressione ci permette di chiarire quale siano le direzioni nelle quali si
propaga solo potenza reale o solo potenza reattiva. Vediamo infatti che, sul pi-
ano contenente il vettore di propagazione, nella direzione ortogonale al vettore
di attenuazione si avrd solo potenza reale, mentre nella direzione ortogonale
al vettore di fase si avra solo potenza reattiva, ovvero, in altre parole, nei pi-
ani equiampiezza si propaga solo potenza reale, nei piani equifase solo potenza
reattiva. Si veda in proposito la Figura 1.3. E bene notare che nel caso di un
mezzo privo di perdite un’onda non uniforme ha il vettore di fase ed il vettore
di attenuazione ortogonali tra loro, quindi il vettore di fase torna a coincidere
con la direzione di propagazione della potenza puramente reale e quello di at-
tenuazione con la direzione della potenza puramente reattiva. Se si fa lo stesso
ragionamento con il caso di un’onda piana e uniforme si pud vedere che le cose
non tornano, infatti andando a rendere nullo I'angolo tra vettore di fase e di
attenuazione vediamo che le direzioni di propagazione della potenza non vanno
a coincidere con quella del vettore di propagazione. Questo & dovuto al fatto
che onde piane uniformi e non sono fenomeni fisici profondamente differenti,
essendo 'una descritta da un vettore reale e ’altra da un vettore complesso.

Si consideri ora il vettore di Poynting nel caso di un’onda in polarizzazione
TM:

HTM:;(z'ka>X}I*:1 {k(H-H*)_(k:-H*)H (194

—IWE, WE, WE,

Ricordando ora che la divergenza del campo magnetico in un mezzo lineare,
omogeneo ed isotropo é sempre nulla, potremo scrivere:
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Figura 1.4: Rappresentazione del vettore d’onda complesso, con specificate di-
rezioni e versi delle parti reale ed immaginaria del vettore di Poynting, della
potenza reale e della potenza reattiva nel caso di un’onda in polarizzazione TM.

_ B+ia (H-H?)
e e w

Ly p, (1.95)

Si vede subito che in questo caso é meno banale la determinazione della direzione
di propagazione di potenza reale e reattiva, e vedremo che queste sono in effetti
poco intuitive. Consideriamo il fattore moltiplicativo complesso in (1.95):

Btia _ (Btio)e—ie") ¢ [(5+ja> +i (a_alflﬁ)]

el + el 5/2 + 61/2 5/2 + 5//2

™

(1.96)

Tale espressione ci dice quali sono le direzioni ed i versi della parte reale e della
parte immaginaria del vettore di Poynting, della potenza reale e della potenza
immaginaria. Vediamo che la potenza puramente reale si propaga nella direzione
contenuta dal piano individuato dal vettore di propagazione ed ortogonale al
vettore E?l//ﬁ — a. Tali direzioni sono mostrate in Figura 1.4. E interessante
notare come il flusso di potenza reale in questo caso si possa scostare anche
di molto dalla direzione del vettore di fase, al limite puo addirittura essere
ortogonale ad essa. Vediamo che tale direzione infatti ¢ governata da un gran
numero di parametri, quali le ampiezze dei vettori di fase e di attenuazione,
I’angolo tra essi e la tangente di perdita del mezzo in cui si propaga 'onda. Per
questo motivo & bene avere la massima cura nel fare considerazioni energetiche
nel caso di un’onda TM in un mezzo con perdite.



1.5. PROBLEMI ALL’INTERFACCIA TRA MEZZI CON PERDITE 21

1.5 Problemi all’interfaccia tra mezzi con perdite

Nei precedenti paragrafi abbiamo presentato le principali proprietd di un’onda
elettromagnetica che si propaga in un mezzo che presenti perdite. In questo
paragrafo studieremo cosa succede all’interfaccia tra due mezzi con perdite, nel
caso pitt generale in cui 'onda incidente possa essere non uniforme. Il caso
di onda incidente uniforme infatti risulta particolarmente semplice da studiare,
essendo una estensione del tutto naturale di quel che succede all’interfaccia
dielettrico-conduttore, caso canonico ampiamente studiato in letterature [1, 12,
13].

1.5.1 Angoli dei vettori di propagazione dell’onda inci-
dente, riflessa e trasmessa

Consideriamo un sistema di riferimento cartesiano (z,y, z), il semi-spazio © <
0 sia riempito da un mezzo lineare, isotropo, e omogeneo, ma in generale
dissipativo, avente costanti elettromagnetiche del tipo:

!/ - 1
{ L (1.97)
H1 = py U
con ¢, €/, p} e pf € R. In particolare si sono considerate le perdite di natura
dielettrica, dovute alla polarizzazione del materiale, e le perdite di natura con-
duttiva, legate alla conducibilita elettrica o, entrambe comprese nel parametro
e, che possiamo definire come segue:

o
el =ep + Ul (1.98)

dove €,1 € la parte immaginaria della permettivitd dovuta alla polarizzazione
elettrica del materiale. Il semi-spazio > 0 sia invece riempito da un mezzo,
anch’esso in generale lineare, isotropo e omogeneo, ma in generale dissipativo,
ma avente costanti elettromagnetiche pari a:
€9 = b + il
{ e, (1.99)
P2 = pty + ifis
In questo modo il piano (y,z) per x = 0 sard un’interfaccia tra due mezzi con
perdite.

Si consideri un’onda elettromagnetica proveniente dal semispazio x < 0,
avente il vettore di propagazione sul piano (x, z) e che incida sul piano z = 0.
Tale onda potra essere caratterizzata dalla disturbanza V (r), la quale assumera
il ruolo del campo elettrico diretto lungo la direzione y nel caso di polarizzazione
FE o il ruolo del campo magnetico diretto lungo y nel caso di polarizzazione H.
La disturbanza potra essere scritta nel dominio della frequenza, assumendo una

dipendenza dal tempo del tipo e =%, come segue:

Vi(r) = Vet = Vel hinwthizz) (1.100)
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dove il vettore di propagazione k; dovra essere complesso a causa delle perdite
del materiale. Come si é visto nella sezione 1 il vettore di propagazione pud
essere scritto come somma complessa di un vettore di fase e di un vettore di
propagazione, ovvero come:

oppure in funzione di un angolo di incidenza complesso w = u+ v, come segue:
k, = ki(cosw;zq + sinw;z;) (1.102)

Per ottenere le espressioni del campo riflesso e trasmesso sull’interfaccia
dovremo imporre le condizioni di continuitd sull’interfaccia come si usa fare
nel caso di mezzi privi di perdite. In quel caso si usa 'espressione del vet-
tore di propagazione scritto rispetto all’angolo di incidenza, la cui espressione
nel caso con perdite coincide con la (1.102). Usando tale espressione anche
nel caso di mezzi con perdite non si giunge perd a dei risultati di facile inter-
pretazione, infatti imponendo la continuita della componente tangenziale del
vettore di propagazione si arriverebbe ad un equazione in cui si uguagliano due
seni complessi, dalla quale non é semplice trovare la relazione tra ’angolo del-
I’onda incidente e gli angoli delle onde riflessa e trasmessa. Tale tentativo é
stato fatto in letteratura, giungendo a un sistema di equazioni trascendenti ri-
solvibili solo numericamente [14]. Nel caso di mezzi con perdite ¢ pit semplice
imporre le condizioni sul vettore di propagazione scritto nella forma (1.101). T
risultati, che si ottengono mediante questo formalismo, sono stati presentati per
la prima volta in [4] e successivamente, in una forma corretta, in [3]. Proced-
eremo ora seguendo tali lavori. Le componenti dei vettori gi e o; si possono
scrivere in funzione degli angoli di incidenza del vettore di fase e del vettore di
attenuazione:

éi = ﬂi(COS fi@o + sin figo)
(1.103)

a; = ai(cos Gizy + sin Gizg)

dove &; e (; sono gli angoli che il vettore di fase ed il vettore di attenuazione
formano rispettivamente con ’asse delle z. Le costanti 5; e a; sono legate ai
parametri del mezzo ed all’angolo che formano i vettori di fase e di attenuazione
tra loro, ovvero n; = (; — &;, si veda la Figura 1.5, tramite le espressioni (1.30)
e (1.31).

Ora che abbiamo completamente definito i parametri che descrivono 'onda
incidente possiamo scrivere le espressioni generali delle onde riflessa e trasmessa:

Vi (r) = Vopekrr (1.104)
Vi(r) = Ve ™ (1.105)

dove si ha:
Er = ér + iQr = ﬁo(ﬁrm + iarx) + éo(ﬁrz + iarz) (1106)
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Mezzo 1 7 A Mezzo 2
(€11, 07) (CTNCH)

><V

Figura 1.5: Vettori di fase e di attenuazione delle onde incidente, riflessa e
trasmessa, all’interfaccia tra i due mezzi

ky = B, +ia, = 2o(Bie + i0ta) + 2o(Bez + i) (1.107)

Esplicitando gli angoli che i vettori di fase e di attenuazione delle onde riflessa
e trasmessa formano con ’asse = si avra:

B, = Br(cos&rzy +siné;zg)
a, = a,(cos (xy + sin (rzg)
(1.108)

B, = Bi(cos &z + sinérzg)
o, = ag(cos Gz + sin (rzg)

I parametri reali 8,, a,, B e oy saranno legati a loro volta alle proprieta dei
mezzi ed all’angolo che il vettore di fase forma con il vettore di attenuazione,
quindi si avra:

k2 — k2 kiR ’
r = ]_ ].
A 2 + (k2 — K2 cosn, *

2
o EEE L eV
2 (k2 — K2 cos

(1.109)
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K — ky? kyky ’
=\ — 1 1
& 2 @ —yeon)

k2 _ /2 kL 2
ar =/ 2 2 1+ 2 2//22 -1
2 (k7 — E4*) cosmy

dove k) e ki sono ovviamente la parte reale e la parte immaginaria del numero
d’onda nel mezzo 2, le quali saranno legate ad i parametri del mezzo da relazioni
del tutto analoghe a quelle in (1.20) e (1.21).

A questo punto dovremo imporre la continuitd delle componenti del campo
elettrico e del campo magnetico sulla superficie di separazione tra i due mezzi.
Come & noto perché i campi risultino sommabili su tale interfaccia la compo-
nente tangenziale dei loro vettori di propagazione dovra essere continua, si dovra
quindi avere:

(1.110)

kiz = ko = k. (1.111)

data la natura complessa delle componenti del vettore queste due uguaglianze
tra numeri complessi si potranno scrivere come quattro uguaglianze tra numeri
reali:

ﬁiz = B’r'z = ﬁtz (1112)

Qi = Opy = Qi (1.113)

Da queste quattro uguaglianze potremo ottenere il legame tra gli angoli di in-
cidenza e gli angoli di riflessione e trasmissione. Nel caso di mezzi privi di
perdite la soluzione di questo problema portava alla conclusione che ’angolo
di riflessione era uguale all’angolo di incidenza, mentre I’angolo di trasmissione
era legato all’angolo di incidenza dalla legge di Snell-Cartesio. Ora si mostrera
che gli angoli di riflessione, ovvero sia I’angolo del vettore di fase che quello del
vettore di attenuazione, rimangono uguali agli angoli di incidenza. Per quanto
riguarda gli angoli di trasmissione troveremo una condizione alquanto simile alla
condizione di Snell.

Si consideri per prima la relazione che sussiste tra gli angoli di incidenza e gli
angoli di trasmissione. Si considerino le seconde due uguaglianze nelle espres-
sioni (1.112) e (1.113) e si sfruttino le espressioni per le componenti tangenziali
presenti nelle equazioni (1.103) e (1.108), ottenendo:

{ B; s.in& =B s?nét (1.114)
@ sin g = agsin G

Questa coppia di equazioni ricordano la condizione di Snell. Il principale prob-
lema che incontriamo rispetto al caso senza perdite sta nel fatto che 3;, oy, 5¢
e a; non sono connesse in modo semplice ai parametri del mezzo, in particolare
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essi dipendono dagli angoli n; e 1, legati a loro volta agli angoli &;, ;, & e ;. Le
nostre incognite quindi non sono solo gli angoli dell’onda trasmessa, ma anche
le quantita 5; e a;. Per risolvere il problema saranno allora necessarie altre due
equazioni. Si considerino a questo proposito le relazioni costitutive del mezzo
2, si ottiene cosi un sistema di quattro equazioni e quattro incognite:

B2 —a? = kF — kY2 (1.115)
Bravy cos(Gy — &) = kaky (1.116)

Si considerino le equazioni (1.114) e si isolino i seni degli angoli incogniti:

sin&; = % sin¢;

(1.117)

. (0720
sin¢, = —sin¢;
Qi

A questo punto si svolga il coseno della differenza dell’espressione (1.116):
Bray (cos Gy cos & + sin Gy sin &) = kyky

In quest’ultima espressione si esplicitino i seni degli angoli:

Brov (\/1 —sin? ¢, — sin? &, + sin? ¢ sin® & + sin ¢, sin §t> = khkY

Si sostituiscano ora le espressioni in (1.117) in quest’ultima espressione, otte-
nendo:

o\ 2 8, 2 Bi 2
Bra \/1 - (2) sin’ ¢; — (Z) sin® & + ( ! Z) sin? ¢; sin? &+
oy B Bra

Bia

Bro

+

sin ¢; sin @-] = khkY

Isolando la radice quadrata nel membro di sinistra, si ottiene:

\/ﬁfatz — Ba?sin® ; — a?B?sin? & + BPa?sin’ (;sin® & =
= kék/zl — Bioysin (g sin;
Quadrando ambo i membri:

fozf — fozz sin® G — a?ﬁf sin? &+ ﬁfoz? sin® G sin? & =

i
= k2K 4 B2a? sin? ¢, sin® & — 2khk} Biv; sin G sin &
Semplificando 'ultimo termine del membro di sinistra con il secondo termine del

membro di destra ed utilizzando 'equazione (1.115) per eliminare dall’espres-
sione il termine oy , si ottiene:

BE(B] — kY + ky?) — Biaisin® ¢ — (B7 — k5 + k5?) B} sin® & =
= k"22k"2’2 — 2k4kY By sin ¢ sin &;
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da cui riordinando secondo i termini in 3; si ottiene:

B — BE(k2 — ky? 4+ a? sin? ¢ 4 B2 sin? &)+
+ (K232 sin? &; — kY2 B2 sin? & — k2 kh? + 2kL kY By sin ¢ sin&;) = 0

Quest’ultima equazione é una biquadratica la cui soluzione risulta pari a:

(k2 — kY% 4+ a2 sin® ¢; + B2sin? &) £ VA

2 _
B /2 = B
OVVero:
2 Re[k3] + |ki:|* £ VA
B /2 — 2
dove: k;, = f;sing; + ia;sin(; é la componente tangenziale del vettore di

propagazione dell’onda incidente. Si andrad ora a cercare una forma compatta
per il determinante dell’equazione. Si potra scrivere tale determinante come
segue:

A = (k2 — k52 + o2 sin? ¢ + B2 sin? &;)?
— 4(k2 % sin? & — k2 B2 sin? & — kP ky? + 2kb kY Bicv sin ¢ sin &;)
svolgendo il quadrato:
A=k — K)ot sin? ¢ + B sint & — 2k2 KLY + 2k a2 sin? G+
+ 2k2 8% sin & — 2kY%a? sin® ¢; — 2KY% 7 sin? &; + 202 sin? (; 87 sin” &+
— 4K B2 sin® €& + 4k 6% sin? &; + 4R EY? — SkbKY B sin ¢ sin &;

con un po’ di algebra si ottiene:

A =k — KV + ot sin? ¢ + B sint & + 2k2 KLY + 2k a2 sin? G+
— 2k2 6% sin? & — 2k5%a? sin? ¢ + 2k52 B2 sin? &; + 2672 sin® (; sin? &+
— 8]{1/2]43/2/[310[1 sin Cz sin fz

Ora aggiungiamo e sottraiamo i termini 2k52k%? e 26702 sin? ¢; sin” &;, riscriven-
do I’espressione come segue:

A = (kb — kY + of sin® ¢ + B sin® & — 2k2 kD2 + 2202 sin’ ¢+
2]6/2 2 sin? & — 2]@'/2042 sin? ¢; + 2k”2 2 sin? & — 252a2 sin? ¢; sin §Z)
+ (42K 4 48202 sin? ¢ sin® & — 8kb kY Bicv sin ¢ sin &;)

Ora si pud notare che la prima parentesi risulta uguale al seguente quadrato:
(k3 — k3® — B} sin® & + of sin (;)* = (Re[k3] — Re[k?.])?
La seconda parentesi invece risulta uguale a:

(2k5kY — 2f3;cr; sin &; sin G)? = (Im[kg] — Im[k?z])z
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Avremo quindi:
A = (Re[k3] — Re[k7.])* + (Im[k3] — Im[k7.])?
OVVEro:
A = |k3 — k|
Da cui potremo finalmente scrivere I'espressione del modulo del vettore di fase
dell’onda trasmessa:
N 2

B2 (1.118)
dove si é scelta la determinazione positiva della radice perché é ’unica che
assicura il segno positivo di 42 (ricordiamo che 3; & per definizione puramente
reale). Il calcolo di oy @ a questo punto molto semplice, prendendo I'espressione
(1.115) si ha:

af = B — (k3 — ky?) = B} — Re[k3]
da cui: ) ) ) )
o2 — |kiz|* — Re[k3] + |k3 — k7,
—

2

Siamo cosi riusciti ad esprimere i moduli dei vettori di fase e di attenuazione del-
I’onda trasmessa in funzione dei soli parametri dell’onda incidente. Tali moduli
sono i seguenti:

(1.119)

5, = ¢ [kiz |* + Re[k3] + [k3 — k2,
K 2
(1.120)

\/|kiz|2 — Re[k3] + |k3 — k2
ap = 9

Questo risultato é stato precedentemente presentato in [3]. Una volta calco-
lati i moduli del vettore di propagazione dell’onda trasmessa, i relativi angoli
potranno essere ottenuti dalle esressioni (1.117):

& = arcsin (Bi sin&) (1.121)
Bt

(¢ = arcsin (O‘ sin g) (1.122)
Qy

Tali espressioni sono corrette fino a quando I’argomento dell’arcoseno rimane
una funzione monotona crescente, o decrescente, compresa tra 0 e 1. Siamo
sicuri che tale argomento non eccedera mai il valore di 1, in quanto I’angolo &
é per definizione reale e non avrebbe alcun senso fisico considerarlo complesso.
Consideriamo espressione (1.121), se, data una certa onda piana incidente, con
1; assegnato, si fa variare I’angolo ;, una possibilita é che I’argomento dell’ar-
coseno parta da 0 per & = 0, poi cresca fino ad un certo valore raggiunto per
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Figura 1.6: Andamento dell’angolo del vettore di fase trasmesso in funzione
dell’angolo di incidenza &;, per diversi valori dell’angolo n;. Si pud vedere che,
quando 7; = 45°, si ha un’indeterminazione del valore di & nel punto §; = gf

& = m/2, in questo caso l'argomento ¢ monotono crescente e tutto va bene, in
quanto 'angolo & rimarra sempre inferiore di 7/2. Se perd largomento rag-
giunge il suo valore massimo per §f < 7/2, questo vuol dire che argomento
presenterd un massimo nell’intervallo &; € [0,7/2], tale valore massimo sara
sempre uguale ad 1, essendo questo il valore massimo che si pud far assumere
all’argomento dell’arcoseno. Nel tratto compreso tra &, =0e & = ff I’angolo &
sara andato dal valore 0 al valore 7/2, quando 'argomento dell’arcoseno inizia
a decrescere Pespressione (1.121), ci fornira valori di & inferiori a 7/2, i quali
contrastano con l'interpretazione fisica, infatti all’aumentare dell’angolo di inci-
denza non vi & motivo per il quale ’angolo di trasmissione dovrebbe iniziare a
decresce. Questo problema é dovuto al fatto che la funzione arcoseno rappresen-
ta valori dell’angolo & compresi tra —7/2 e 7/2. 1 valori assunti dall’argomento
per&; > ff corrispondono invece a valori di & maggiori di 7/2. Analogamente si
comporta (o, per 'espressione (1.122), quando si ha & > §f, dove ff ¢ I’angolo
per cui 'argomento dell’arcoseno in (1.122) raggiunge il suo valore massimo.
Per gli angoli ff e {f ci troviamo quindi di fronte a una indeterminazione. In
Figura 1.6 e 1.7 vediamo il comportamento dell’angolo trasmesso, rispettiva-
mente del vettore di fase e di attenuazione, per diversi valori dell’angolo 7;. I
due mezzi considerati sono gli stessi utilizzati in [3], ovvero: €1 = 4, 01 = 0.01
S/m, e = 10 e 09 = 0.001 S/m, alla frequenza f, = 1 MHz. Vediamo che nei
punti ff e ff si ha una indeterminazione e non si pud dire a priori se 'ango-
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Figura 1.7: Andamento dell’angolo del vettore di attenuazione trasmesso in
funzione dell’angolo di incidenza &;, per diversi valori dell’angolo 7;. Si puo
vedere che, quando n; = 45° e ; = 0°, si ha un’indeterminazione del valore di

(¢ nel punto §; = 55

lo trasmesso continui a crescere monotonamente, oppure se inizi a decrescere.
L’indeterminazione ¢ risolta in [3], dove si scelgono i comportamenti non mono-
toni degli angoli trasmessi. I discorsi fatti valgono anche per valori negativi
dell’argomento, corrispondenti semplicemente a valori negativi degli angoli & e
G-

Per convincerci di tale ragionamento si pud andare a controllare la conser-
vazione dell’energia all’interno di un cilindro infinito di sezione quadrata di lato
w, avente l’asse ortogonale al piano di incidenza. Considerando il valore dell’in-
tegrale del vettore di Poynting sulla superficie di tale cilindro ed i valori della
potenza immagazzinata (reattiva) e dissipata nel volume al suo interno, si pud
ottenere un valore di potenza per unitd di lunghezza che, per la conservazione
dell’energia, dovrebbe risultare sempre nullo. In Fig. 1.8 troviamo questa poten-
za per tre onde incidenti a tre diversi angoli 7;, quando vengano considerate due
differenti determinazioni per gli angoli & e ;. I mezzi considerati sono gli stessi
delle Figure 1.6 e 1.7. La determinazione monotona, in cui entrambi gli angoli
superano i 90° quando &; > §f’< e quella non monotona, nella quale gli angoli
tornano indietro assumendo sempre valori inferiori ai 90°. Come si vede dai
valori assunti dalla potenza, la determinazione monotona é I'unica che assicura
la conservazione dell’energia e quindi € la determinazione corretta nell’inver-
sione delle funzioni trigonometriche. Cio detto dovremo riscrivere le espressioni
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Figura 1.8: Andamento del modulo del vettore di Poynting su una superfi-
cie chiusa intorno a un tratto dell’interfaccia. Il vettore di Poynting é stato
calcolato nel caso delle determinazioni monotone per gli angoli & e (; nei casi
n; = 45° (linea continua), n; = 0 (linea puntinata) e 7; = —45° (linea tratteggia-
ta). Inoltre & stato calcolato nel caso in cui si considerino i comportamenti non
monotoni degli angoli in tuttii casi precedenti (cerchi). Si puo vedere che il com-
portamento non monotono degli angoli é I'unico che garantisca la conservazione
dell’energia.

(1.121) e (1.122) tenendo conto di questo fatto. Avremo quindi [3]:

arcsin (% sin &) con &; < ff

& = (1.123)
T — arcsin (% sin fi) con & > £f
arcsin (%f sin Ci) con &; < fic

G = (1.124)

T — arcsin (171 sin Q) con & > &;
dove le funzioni arcoseno vengono considerate aventi un codominio in [—m /2, 7/2].

A questo punto ¢ bene fornire un’interpretazione fisica di quanto trovato.
Per farlo, dobbiamo comprendere il significato di avere un onda, che si propaghi
nel mezzo 2, ma avente il vettore di fase diretto nel verso negativo delle x, ovvero
nel semipiano occupato dal mezzo 1. Per capire quello che accade in questo caso
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é sufficiente considerare il vettore di Poynting dell’onda e comprendere la sua
direzione di propagazione. Come si puo vedere dalle espressioni (1.93) e (1.95),
il vettore di Poynting di un’onda piana in un mezzo con perdite é un vettore
complesso e quindi non é cosi semplice definire la sua direzione di propagazione.
Consideriamo, per semplicita, il caso di polarizzazione TE. In questo caso, con-
siderando la direzione di propagazione della parte reale del vettore di Poynting,
dovremmo considerare la direzione del vettore di fase e scopriremmo che, per
& > {f , la potenza dell’onda trasmessa si propagherebbe nella direzione del
mezzo di provenienza dell’onda incidente! Essendo questo ovviamente impos-
sibile, & chiaro che come direzione di propagazione equivalente, dobbiamo fare
una scelta diversa. Se si sceglie la direzione di propagazione della potenza pu-
ramente reale, che nel caso di polarizzazione TE ¢ la direzione ortogonale al
vettore di ampiezza®, si trova un risultato interessante. Si chiamino p; e p; gli
angoli che tale direzione, rispettivamente per onda incidente e trasmessa, forma
con ’asse z. Considerando tuttii casi in cui & > ff, vediamo che la potenza sia
dell’onda incidente che dell’onda trasmessa, superano i 90° per lo stesso valore
di &;, diverso da 55 , 81 vedano le Figure 1.9 e 1.10. I mezzi considerati sono
sempre gli stessi delle Figure 1.6 e 1.7. Questo vuol dire semplicemente che i
casi in cui & > 7/2 avvengono quando il problema é mal posto. Infatti, in questi
casi la direzione efficace della potenza incidente supera i 90°, e quindi &€ normale
che anche la potenza dell’onda trasmessa superi tale valore. In questi casi il
problema dell’incidenza dell’onda piana é semplicemente mal posto, perché si
sta tentando di incidere su un’interfaccia con un’onda la cui potenza (od almeno
parte di essa) si sta propagando nella direzione opposta all’interfaccia stessa.

Ora che si sono ricavate le espressioni per gli angoli dell’onda trasmessa,
si pud vedere cosa accade per gli angoli dell’onda riflessa. Consideriamo la
prima uguaglianza delle espressioni (1.112) e (1.113) e scriviamole esplicitando
gli angoli di incidenza e di riflessione:

Bising; = B, siné, (1.125)
a; sin(; = a,sin (. (1.126)

Confrontando le espressioni (1.125) e (1.126) con le espressioni in (1.114), pos-
siamo notare una completa analogia, potremo allora scrivere le espressioni per i
moduli £, e a,. in modo del tutto analogo a quanto fatto per f; e a;. Possiamo
quindi riscrivere le espressioni (1.120) stando solo attenti di sostituire la quan-
tita ko con la quantitd kq, dato che l'onda si propaga sempre e solo nel mezzo
1:

5, - ww + Re[kf] + [k — k7,
T 2
(1.127)

o ww — Relkt] + [k — k.
" 2

5Tale risultato ¢ stato dimostrato nel paragrafo 1.4
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Figura 1.9: Andamento dell’angolo della retta direzionale della sola potenza
reale del vettore di Poynting dell’onda incidente (linea tratteggiata) e trasmessa
(linea continua), per diversi valori di 7;. Si pud notare che per n; = —45°,
quando il vettore di fase dell’onda trasmessa forma un angolo & > 7/2, anche gli
angoli della sola potenza reale, sia dell’onda incidente, che dell’onda trasmessa,
diventano maggiori di 90°.

Partendo dalle espressioni (1.127) cercheremo ora di dimostrare che i moduli
dei vettori di fase e di attenuazione dell’onda riflessa sono uguali ai corrispettivi
moduli dell’onda incidente. Si prenda la prima delle (1.127) e se ne esplicitino
i diversi termini:

Refkl] = K ~ K = 62 — o
k12 |* = B2 sin? & + oF sin® ¢
Per quanto riguarda il termine |k? — k2| si pud vedere che:
ki = 87 — a? + 2iB;a; cosn;
(1.128)
k2. = BZsin?¢; — a? sin® ; + 2iB; sin &; sin ¢
dalle quali si ottiene:
k¥ — k2 = B2(1 —sin® &) — a?(1 —sin® ¢;) + 2iBia(cosm; — sin&; sin ;) =
= 512 cos? & — 0412 cos? (; + 2if;ov cos & cos (G = (Bi cos&; + ia; cos Q)z
considerandone il modulo:

|k? — k2| = B? cos® & + o cos® ¢; (1.129)
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Figura 1.10: Andamento dell’angolo della retta direzionale della sola potenza
reale del vettore di Poynting dell’onda incidente (linea tratteggiata) e trasmessa
(linea continua), per diversi valori di 7;. Si pud vedere come ’angolo che la
direzione della sola potenza reale delle onde incidente e trasmessa forma con
lasse x diventa uguale a 7/2 per lo stesso valore di &;.

andando a sostituire le espressioni (1.128) e (1.129) nelle (1.127), si ottiene:

5, = \/ﬁf sin? & + aZsin? ¢; + 82 — a2 + B?cos? & + a? cos? (;
T
2

o — \/Bf sin® &; + a?sin® ¢; — B2 + a2 + BPcos? & + a? cos? (;
r =
2

dalle quali con banali passaggi si vede che:

67‘ = /Bz

Ay = Q4

Si é cosi dimostrato che i moduli dei vettori di fase e di attenuazione dell’onda
riflessa sono uguali a quelli dell’onda trasmessa, inserendo questa informazione
nelle equazioni (1.125) e (1.126) ¢é facile vedere che anche gli angoli di riflessioni
risulteranno uguali agli angoli di incidenza, con ’accortezza di cambiare il segno
alla componente diretta lungo = a causa del fatto che ’onda riflessa si propaga
in direzione opposta rispetto all’onda incidente.
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1.5.2 Coeflicienti di riflessione e trasmissione

Si andra ora a ricavare il coefficiente di riflessione ed il coefficiente di trasmis-
sione. Per fare questo dovremo imporre la continuitd del campo elettrico e
magnetico tangenziali all’interfaccia. Iniziamo quindi a specificare il tipo di po-
larizzazione, cominciando dalla polarizzazione H, in cui le disturbanze definite
in (1.100), (1.104) e (1.105) rappresentano I'unica componente del campo mag-
netico che sara diretta lungo la direzione ortogonale al piano contenente i vettori
di propagazione, ovvero al piano (z, z), che sara la direzione y. Si potra quindi
scrivere:

H;,(x,z) Hy,e!Finothiz2)
Hry(xa Z) = H()re_i(kmm-i_kizz) (1130)

Hyy(x,2) = Hope'Fesothe=2)

Possiamo calcolare il campo elettrico tangenziale a partire dalle equazioni di
Maxwell, infatti si avra:

E(x,z) = —_LV x H(z, z) (1.131)

we

Essendo la componente tangenziale quella diretta lungo z, si avra:

Eiy(z,2) = — Hol.el(kzzl"!‘kuz)
wel

Era(z,2) = - Hore Hhiaathizz) (1.132)
ks i(ktzx+kez2)

Epp(w,2) = ———Hoge"\ "t
Weg

Imponendo la continuitd del campo elettrico e magnetico tangenziali per x = 0,
si ottiene:

Ho; + Hor = Ho

0i Hy, = —Hpy;
weq weq Wwe2

da culi si ottiene:

ki, ki
HOr sw B %
I'y = =12 1.133
HUi }z—w. + k?tm ( )
1 €2
€: k
HOf 5”6
Ty = -=14T'y=—""— 1.134
Hoy, Mo 4 b ( )
1 €2

tali coefficienti sono gli stessi che si trovano nel caso di mezzi privi di perdite, con
I'unica differenza che in quel caso le quantita k;;, kis, €1 € €2 sono puramente
reali, mentre nel caso di mezzi con perdite saranno tutte quantitd complesse
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Nel caso di polarizzazione E la disturbanza rappresenta ’'unica componente
del campo elettrico, quella diretta lungo y, quindi si potra procedere in modo
del tutto analogo a quanto fatto per la polarizzazione H, trovando il seguente
risultato:

Pp= "= 4> (1.135)
Eo; bia 4 b
e: k
Eoq I”E
Tp = B, =14+Tg = m (1.136)
H1 M2

1.5.3 Calcolo di & e &

Gli angoli §f e §f , presentati per la prima volta in [3], non sono mai stati calcolati
esplicitamente. In [3] infatti si faceva uso di una procedura numerica per la loro
determinazione. Ci proponiamo nel seguito di fornire per essi un’espressione
analitica. Per calcolare ’angolo Ef é sufficiente considerare la legge di Snell
generalizzata e le condizioni di separabilitd nel mezzo 2, andando ad imporre
che langolo del vettore di fase trasmesso sia retto, ovvero & = 7/2. In questo
modo otteniamo le seguenti equazioni:

Bising; = By

a;sin (G = oz sin (;

Bt — o = Re(k3)
26,0y cos(¢; — m/2) = Im(k3)

In (1.140) vediamo subito che il coseno diventa un sin(;, quindi inserendo le
espressioni (1.137) e (1.138) in (1.140), si puo scrivere:

2B;0; sin &; sin ¢; = Im(k32) (1.141)

tale equazione lega le caratteristiche dell’onda piana incidente alle proprieta del
secondo mezzo. Prima di manipolare l’espressione (1.141), andiamo a trovare la
condizione per I’angolo ff . Scrivendo la legge di Snell generalizzata e la relazione
di separabilita del secondo mezzo, ed imponendo che 'angolo del vettore di
attenuazione trasmesso sia retto, ovvero che (2 = 7/2, si ottiene:

Bising; = Brsin
a;sin(; = oy
Bt — ai = Re(k3)
2B;av; cos(m/2 — &) = Im(k3)
Eseguendo gli stessi passaggi precedenti, si potra scrivere nuovamente ’equazione
(1.141). Ci troviamo cosi in una situazione bizzarra, infatti la stessa condizione

determina due angoli critici molto diversi tra loro, le onde trasmesse che si han-
no per §f e ff, infatti, non potrebbero essere pitl diverse, avendo una i piani
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equifase ortogonali all’interfaccia e I'altra i piani equiampiezza ortogonali alla
stessa. Deve quindi esserci una condizione aggiuntiva che ci permetta di dis-
tinguere tra questi due casi. Andiamo a considerare le espressioni in (1.120), ed
in particolare il termine |k3 — k2 |. Si scriva tale valore assoluto, come segue:

1 — k2 = \/[Re(k3) — Re(k2)]* + [Im(k3) — Im (k2] (1.146)

e si noti inoltre che risulta:
Im(k2) = 2B sin & sin ¢ (1.147)

Inserendo l'espressione (1.147) in (1.146) e tenendo conto della condizione (1.141),
troviamo che, nel caso in cui I’angolo incidente sia uguale ad uno dei due angoli
critici, & = ff’c, il valore assoluto in (1.146) pud essere scritto come segue:

|5 — k.| = [Re(k3) — Re(ki))| (1.148)

quindi le espressioni in (1.120), potranno essere riscritte come segue:

8 \/ﬁ? sin?&; + a?sin® ¢; + Re(k3) + |Re(k3) — 7 sin? &; + a?sin® (Z-}
t =
2

BZsin®&; + a?sin”® (; — Re(k3) + |Re(k3) — 82 sin® & + a? sin®
o = D)
(1.149)

Ora possiamo vedere facilmente che quando Re(k3) > Re(kZ,), si ottiene:

B = \/04,% sin? ¢; + Re(k3) (1.150)
oy = a;sin (1.151)

le quali si ottengono a partire dalle relazioni (1.143) e (1.144) e quindi si
riferiscono al caso (; = 7/2.

Andando a considerare il caso Re(k3) < Re(k2), la (1.149) fornisce le
seguenti relazioni:

B = B} sin® ¢, (1.152)
ap = \/ﬁ? sin?&; — Re(k3) (1.153)

le quali si possono ottenere a partire dalle espressioni (1.137) e (1.139), e si
riferiscono quindi al caso & = 7/2. Abbiamo cosi individuato un criterio per dis-
tinguere tra le soluzioni della condizione (1.141). Infatti, risolvendo ’equazione
(1.141) per & e chiamando &, la sua generica soluzione, potremo associare a tale
valore il significato di ff o ff a seconda dei valori assunti da Re(k;.), ovvero
potremo scrivere:

gc:

3 2 2
{ 57, se Re(kzz) > Re(kQ) (1154)

& se Re(k.) < Re(k)
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A questo punto non ci rimane che risolvere I’equazione (1.141). Si vuole
risolvere ’equazione in funzione della variabile &;, considerando come parametri
fissi le caratteristiche del mezzo e I’angolo 7;. Quindi, per quanto detto nel
paragrafo 1.2, si considera fissato il grado di non uniformita dell’onda incidente.
Cio detto, ricordando che si ha ¢; = & + n;, la (1.141) si potra scrivere come
segue:

280 sin & (cos &; sinn; + sin & cos ;) = Im(k3) (1.155)
mettendo in evidenza il cosm; e ricordando la relazione (1.27), si ottiene:
Im(k?) sin &;(cos & tann; + sin&;) = Tm(k3) (1.156)

supponendo che nel primo mezzo si abbiano sempre perdite non nulle, potremo
definire il seguente parametro:

Im(k3)
Im(k?)

(1.157)

il quale rappresenta il rapporto tra le perdite dei due mezzi (losses ratio). Quan-
do le perdite magnetiche vengano considerate nulle, x diventa il semplice rap-
porto delle parti immaginarie delle permettivitd dei due mezzi. Quando poi le
perdite sono solo per conduzione, i parametro diventa il semplice rapporto delle
conducibilitd dei due mezzi. A questo punto si considerino le seguenti identita
trigonometriche:

. 1 . tanx
sinzcosw = ~sin2r = ———— (1.158)
2 1+ tan®x
1 1 1 —tan?z tan® x
. 2
St 2( c0s 2z) 2( 1+tan2x) 1+ tan? ( )

ed inserendole in (1.156), facendo il minimo comune denominatore e riordinando,
si ottiene:

(x —1)tan® & — tanm; tan&; +x = 0 (1.160)

L’equazione (1.160) ¢ governata da tre parametri: il rapporto x tra le perdite
nei due mezzi, I'angolo n; dell’onda incidente e I'angolo &;. Possiamo quindi
andare a risolverla per quest’ultimo, trovando ’angolo di incidenza critico:

 tanmy £ y/tanZ g — dx(x — 1)
2(x —1)

tan &, (1.161)

Tale angolo critico assume il significato di Ef o) ff , a seconda dei valori assunti
da Re(kZ,), come descritto in (1.154).

Analizzando l’espressione (1.161), possiamo distinguere tre casi particolari
per l’angolo critico &.:
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1. x < 1, ovvero il caso in cui il primo mezzo presenti perdite maggiori del
secondo. In questo caso, l’angolo critico esiste per ogni onda incidente,
ovvero per ogni valore dell’angolo 7;.

2. x > 1, ovvero il caso in cui il primo mezzo presenti perdite inferiori del
secondo. L’angolo critico esiste solo per determinati valori dell’angolo
n;. In particolare, esiste solo se 'onda incidente € ‘sufficientemente’ non

uniforme, ovvero si deve avere: |tann;| > 24/x(x — 1)

3. x =1, l’espressione dell’angolo critico perde di significato.

L’ultimo caso si ha quando i due mezzi hanno esattamente le stesse perdite,
ie. ef = &). In questa eventualita, abbastanza rara nelle applicazioni, si
pud comunque ottenere un’espressione per ’angolo critico, infatti andando a
considerare ’equazione (1.160) ed imponendo la condizione x = 1, si ottiene:

1

tané, =
tann;

(1.162)

Abbiamo cosi calcolato le espressioni analitiche degli angoli ff, ¢, coincidenti
con le egpressioni (1.161) e (1.162) secondo la condizione (1.154).

1.6 Casi particolari di riflessione e trasmissione

Studieremo ora alcuni casi particolari che rivestono una grande importanza nelle
applicazioni. Inizieremo dal caso in cui il primo mezzo sia privo di perdite. In
questo modo potremo notare che tutti i risultati trovati tornino a coincidere
con quelli, ben noti nella letteratura, per l'interfaccia dielettrico-conduttore.
Vedremo poi cosa succede quando ’onda giunge dal conduttore e viene trasmes-
sa nel dielettrico, caso questo particolarmente importante soprattutto visti gli
attuali sviluppi delle guide plasmoniche, dove l'interfaccia conduttore-dielettrico
riveste una grande importanza. Si studiera poi il caso particolare di un’onda
incidente all’angolo critico ricavato in (1.154) e si cerchera per essa un’interpre-
tazione fisica.

1.6.1 Interfaccia dielettrico-conduttore

Si consideri il caso di un’onda piana e uniforme proveniente da un mezzo privo
di perdite con €1 € R, che incide all’interfaccia con un mezzo con perdite,
g9 € C. Questo problema é ben noto in letteratura, essendo stato presentato in
molti testi classici [1, 12, 15, 16]. Il problema viene in genere impostato con il
formalismo dell’angolo complesso, in questo modo la legge di Snell generalizzata
si pud scrivere in forma del tutto analoga a quella del caso privo di perdite. 11
punto perd ¢ che quando si va a risolvere il problema, e si devono calcolare
le caratteristiche dell’onda trasmessa, non uniforme, si deve comunque passare
al formalismo dei vettori di fase e di attenuazione, scrivendo un sistema di
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tre equazioni, chiamate equazioni di Ketteler in [1]®. Sembra quindi che il
formalismo dei vettori di fase ed attenuazione sia sempre e comunque consigliato
per la soluzione di questo problema.

Con la notazione usata finora, la legge di Snell modificata potra essere scritta
come segue:

Bisin&; = PBasinéy

) (1.163)
0= assin(s

L’onda piana e uniforme, provenendo da un mezzo privo di perdite, non presenta
vettore di attenuazione, questo impone la seconda uguaglianza in (1.163). Dato
che il secondo mezzo ¢ un mezzo con perdite, sappiamo che as # 0, quindi
I'unico modo di verificare 'uguaglianza é che (o = 0, ovvero che il vettore di
attenuazione nel secondo mezzo sia puramente ortogonale all’interfaccia. Questo
vuol dire che &, = —ns. Inoltre, il fatto che il vettore di attenuazione sia forzato
a giacere sulla normale all’interfaccia, ci fornisce un’altra informazione. Dalla

condizione di continuita si puo infatti ricavare la seguente semplice relazione:

Baaia cosne = Re(ka)Im(k2) (1.164)

Da questa relazione si vede bene che deve essere 1y € (fg; g), il che impone

che & < 5. Quello che accade da un punto di vista fisico & che, all’aumentare
dell’angolo di incidenza, ’angolo di trasmissione tende ad aumentare, senza
perd mai raggiungere i 90, in questo caso quindi non € possibile il meccanismo
della riflessione totale, a prescindere dalle altre caratteristiche dei due mezzi. In
Figura 1.11a é rappresentata la disposizione dei vettori di fase e di attenuazione
in questo caso particolare. Come notato in [1], quindi, i piani equiampiezza
dell’onda trasmessa sono paralleli all’interfaccia.

Nella lettera sono stati notati diversi fenomeni associati all’interfaccia tra
un mezzo privo di perdite ed un mezzo con perdite, spesso chiamata interfaccia
dielettrico-conduttore. Prima di tutto, non essendo pitl possibile il fenomeno
della riflessione totale, non meraviglia che anche il fenomeno della trasmissione
totale non sia piu possibile. Il coefficiente di riflessione in polarizzazione H,
infatti, non pud annullarsi per nessun valore dell’angolo incidente’. Tale coef-
ficiente, o per meglio dire la sua ampiezza, assume perd, per un determinato
valore dell’angolo di incidenza, un valore minimo. E’ quindi possibile definire
uno pseudo-angolo di Brewster, definito come ’angolo di incidenza per il quale
si ha un minimo della potenza riflessa dall’interfaccia. Questo non é I'unico
modo di definire lo pseudo-angolo di Brewster. In letteratura sono proposte
definizioni alternative [17]. Per esempio, un modo ¢ quello di definirlo come
Pangolo per il quale si ha un minimo dell’ampiezza della funzione I'y /T 5. Tale
valore ¢ diverso dal primo quando I'y # 0. Tale definizione ¢ motivata dal
fatto che un’interfaccia di questo tipo ha il massimo grado di polarizzabilita,

6E bene notare che in questo caso le equazioni sono solo tre e non quattro, come nel caso
di due mezzi con perdite, perché 'onda trasmessa ha perso uno dei gradi di liberta, essendo
¢t = 0 a causa della continuita della componente tangenziale del vettore d’onda.

11 coefficiente di riflessione in polarizzazione E non si annulla neanche nel caso di due
mezzi privi di perdite. La trasmissione totale ha luogo infatti solo in polarizzazione H.
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Figura 1.11: Rappresentazione dei vettori di propagazione di onde incidenti e
trasmesse nel caso di: (a) un’onda piana ed uniforme che incide da un mezzo
privo di perdite ad un mezzo con perdite, (b) un’onda piana e non uniforme che
incide da un mezzo privo di perdite ad un mezzo con perdite, (¢) un’onda piana
non uniforme che incide da un mezzo con perdite ad un mezzo privo di perdite
in riflessione totale, (d) un’onda piana non uniforme che incide da un mezzo con
perdite ad un mezzo privo di perdite

nel senso che, se un’onda in polarizzazione ellittica incide su essa con questo
angolo, 'onda riflessa tende ad essere in polarizzazione lineare ed in particolare
in polarizzazione FE.

Un altro fenomeno molto interessante presentato in letteratura é quello del-
l’onda non deviata, notato per la prima volta in [18], come sottolineato in [19].
Si puod dimostrare che esiste un angolo di incidenza per il quale il vettore di fase
dell’onda trasmessa é uguale a quello dell’onda incidente, il che significa che i
piani equifase dell’onda trasmessa sono paralleli ai piani equifase dell’onda inci-
dente, quindi la direzione di propagazione di fase dell’onda non viene modificata
a causa dell'interfaccia. Ovviamente 'onda trasmessa ¢ un’onda non uniforme,
quindi ha una natura del tutto diversa dall’onda incidente.

Consideriamo ora il caso di un’onda piana non uniforme proveniente da un



1.6. CASI PARTICOLARI DI RIFLESSIONE E TRASMISSIONE 41

mezzo privo di perdite e che incide sempre all’interfaccia con un mezzo con
perdite. Supponiamo che I'onda incidente abbia il vettore di attenuazione or-
togonale all’interfaccia e quindi il vettore di fase parallelo a tale interfaccia. La
legge di Snell modificata assumera la stessa forma precedente, ma questa volta
perd sappiamo che §; = 7, quindi si avra:

1.165
0= cassin( ( )

{ p1 = Pa2sinés
Come prima dovra risultare (2 = 0, quindi come prima si avra & < 5. Infine,
essendo fisso &1, questa volta & assumerd un valore fisso, a parita di f1, che
varra:

& = arcsin <§1> (1.166)

2

La disposizione dei vettori di propagazione in questo caso ¢ mostrata in figura
1.11b.

Prima di presentare il prossimo caso, si vuole far notare che nei due esem-
pi precedenti, a due eccitazioni intrinsecamente diverse, corrisponde una stessa
onda trasmessa. In particolare, scegliendo accuratamente le caratteristiche delle
onde incidenti nei due casi si potra avere proprio la stessa onda trasmessa. Ci
si puod chiedere allora cosa succedera nel caso reciproco. Presentiamo dunque
I’esempio in cui un’onda piana non uniforme provenga da un mezzo con perdite,
€1 € C, ed incida all’interfaccia con un mezzo privo di perdite. Supponiamo
inoltre che ’onda incidente abbia il vettore di attenuazione ortogonale all’inter-
faccia, ovvero che si (; = 0 — n; = —£;, si vedano le Figure 1.11c e 1.11d. La
legge di Snell modificata si potra quindi scrivere come segue:

{ By siné, = Bysinéy

. (1.167)
0= assin(e

Come si puo vedere la (1.167) & formalmente identica alla (1.163), ma le conclu-

sioni a cui si giunge osservandola sono differenti, infatti questa volta il mezzo 2

& privo di perdite e quindi & contemplabile che sia ag = 0. Dovremo quindi dis-

tinguere due casi, corrispondenti alle due possibili soluzioni della seconda delle

(1.167): 1l caso in cui sia (2 = 0 e a2 # 0 & rappresentato in Figura 1.11c.
Essendo (o =0 — 1o = 7/2 — £ = /2, si ha inoltre che:

P2 = Pisin&;
oy — m (1.168)
dovendo essere a € R, si ha:
B2 = Bisinéy > ko (1.169)

si ha cosi una condizione sull’onda incidente perché I’onda trasmessa sia un’onda
superficiale, questa & quindi la condizione di riflessione totale.
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Il caso in cui sia ay = 0 é rappresentato in Figura 1.11d. Essendo as =0 la
relazione di Snell torna ad essere quella classica:

(1.170)

Prsinéy = Pasingy  — & = arcsin <515m§1)

2

notiamo che l'onda trasmessa in questo modo € un’onda piana e uniforme in
un mezzo privo di perdite e quindi si ha By = ks. Confrontando il caso di
Figura 1.11d con il caso di Figura 1.11a ed il caso di Figura 1.11c con il caso di
Figura 1.11b, possiamo vedere che questi sono 1'uno il caso reciproco dell’altro.
Per quanto riguarda il caso di Figura 1.11b é bene notare che il vettore di
attenuazione é stato disegnato nel verso positivo delle x, ma volendo esprimere
un’onda superficiale, fisicamente piu significativa, il verso di a va cambiato,
senza che il procedimento sopra esposto subisca modifiche.

Prima di proseguire vogliamo sottolineare 'importanza di quest’ultimo ca-
so studiato, infatti nella rappresentazione del campo tramite sviluppo di onde
piane in un mezzo con perdite, come si vedrd nel seguito, si giunge alla con-
clusione che un campo qualsiasi pud essere espresso come sovrapposizione di
onde non uniformi, aventi il vettore di attenuazione diretto lungo x, quando
vorremo quindi considerare la riflessione o la trasmissione di un generico campo
elettromagnetico potremo svilupparlo in onde piane e gestire la riflessione e la
trasmissione di singole onde piane del tipo appena visto. & notevole notare che,
come nel caso privo di perdite, anche in questo caso si avranno alcune delle
onde piane formanti lo sviluppo, che verranno trasmesse e altre che verranno
totalmente riflesse.

Per finire vogliamo trattare un ultimo caso notevole, il caso di un’onda piana
e uniforme che proviene da un mezzo con perdite e che incida all’interfaccia con
un mezzo privo di perdite, si veda la Figura 1.12. In questo caso la legge di
Snell modificata si potra scrivere come segue:

B 5.1n€1 = B2sinéy (1.171)
a1 siné; = ag cosés
dove si ¢ sfruttato il fatto che i vettori §, e a; sono paralleli e che invece i
vettori ﬁ2 e ay devono essere ortogonali, essendo il mezzo 2 privo di perdite
(infatti o non puo essere nullo per la continuitd della componente tangenziale
all’interfaccia). Applicando la formula (1.120), si ottiene:

(B +a?)sin® & + k3 + \/[(5% + a?)sin® & + k3)2 — 4k3B7 sin® &
B2 = 5
(B2 + a?)sin® & — k3 + /(52 + o) sin® & + K32 — 4k3 R sin’ €,
Qo =
2

(1.172)
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Figura 1.12: Rappresentazione dei vettori di propagazione di un’onda piana ed
uniforme che incide all’interfaccia tra un mezzo con perdite ed un mezzo privo
di perdite

Inoltre, osservando le equazioni in (1.171), si pud notare che in questo caso non
¢ permessa la riflessione totale, infatti per avere riflessione totale si deve avere
& = 0, ponendo questo valore nella seconda delle (1.171), vediamo che da luogo
ad una uguaglianza impossibile. Osservando la Figura 1.12 si pud quindi vedere
che I'onda trasmessa sard sempre non uniforme, con il vettore di fase sempre
diretto nel primo quadrante del piano (z, z).

1.6.2 Onda trasmessa non attenuata

Vogliamo andare a studiare in maggior dettaglio il caso particolare in cui un’on-
da piana, in generale non uniforme, incida all’interfaccia con due mezzi con
perdite con un angolo & = §f. Come spiegato nel paragrafo 1.5.1, questo é
I’angolo per il quale 'onda trasmessa presenta un angolo del vettore di atten-
uazione (; = /2, ovvero per il quale 'onda trasmessa ha il vettore di atten-
uazione parallelo all’interfaccia. Vediamo che in questo caso 'onda trasmessa
non ha componenti di attenuazione ortogonali all’interfaccia e quindi si propaga
indefinitamente allontanandosi da essa. La disposizione dei vettori di fase ed
attenuazione nei due mezzi ¢ mostrata in Fig. 1.13a. Si consideri, per esempio,
il caso di due mezzi aventi le seguenti proprieta: €1 =4, 01 = 0.01 S/m, g5 = 10
e o2 = 0.001 S/m, ad una frequenza di fo = 600 MHz. La potenza dell’on-
da, ovvero 'ampiezza del vettore di Poynting, nelle vicinanze dell’interfaccia é
mostrata in Fig. 1.14 per diversi valori di n;, lungo la retta z = 0. Tale potenza
é stata ottenuta tramite simulazioni sul software commerciale Comsol 4.0a. Ve-
diamo che la potenza si attenua drasticamente nel primo mezzo, a causa delle
conducibilita o1, mentre 'onda trasmessa ha una potenza costante allontanan-
dosi dall’interfaccia. Notiamo che le piccole oscillazioni della potenza nel mezzo
1 (z < 0) sono dovute alla potenza riflessa. Questo fenomeno ¢ straordinario,
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Figura 1.13: (a) Vettori di fase e di attenuazione all’interfaccia tra due mezzi
con perdite nel caso in cui 'onda incidente sia all’angolo critico in modo da
generare 'onda trasmessa non attenuata. (b) Vettori di fase e di attenuazione
all’interfaccia tra ddielettrico-conduttore nel caso in cui I’onda incidente sia
all’angolo critico in modo da generare 'onda trasmessa non attenuata. Come
si vede I'onda nel dielettrico deve essere un’onda non uniforme del tipo onda
leaky.

infatti consente di penetrare un mezzo con perdite con un’onda raggiungendo
profondita, almeno nel caso teorico, arbitrariamente grandi.

Si mostrera ora come questo fenomeno possa essere ottenuto anche all’inter-
faccia tra un mezzo privo di perdite ed un mezzo con perdite. In questo caso
I'onda incidente, dovendo mantenere un vettore di attenuazione, in modo da assi-
curarne la presenza nella componente tangenziale, dovra essere necessariamente
non uniforme, con n; = m/2. Onde di questo tipo sono ampiamente studiate nel-
la letteratura, sia nel caso di campi guidati che in spazio libero [9, 20]. Andando
ad inserire questa informazione in (1.141), otteniamo la seguente condizione:

2B sin & cos & = Im(k3) (1.173)
da cui otteniamo semplicemente:

o

&= 3 arcsin [ (1.174)

tale angolo coincide con ff solo se Re(k?,) < Re(k3). Inoltre, si vede che I’an-
golo in (1.174) esiste solo per valori di §; (ovvero «;) sufficientemente grandi.
’argomento dell’arcoseno infatti deve sempre essere minore dell’unita, quindi
si dovra avere:

Im(k3)
Bice;

<1 (1.175)
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Figura 1.14: Valore assoluto del vettore di Poynting nelle vicinanze di un’inter-
faccia tra due mezzi con perdite, quando ’onda incidente 'angolo del vettore
di fase pari a flc. Si vede che la potenza dell’onda trasmessa rimane costante
allontanandosi dall’interfaccia anche se il mezzo in cui si propaga presenta una
conducibilitd non nulla.

da cui, ricordando che B;, a; e Im(k3) sono per definizione reali e positivi, ed
utilizzando la relazione (1.26), si pud scrivere:

Bt —kip? —Im(k3)* >0 (1.176)
da cui otteniamo:
ky 2Im(k3) 2
min — 1 1 1.1
p 7 +4/1+ [ = (1.177)

Bmin rappresenta il minimo valore di §; per il quale si pud ottenere il fenomeno
dell’onda trasmessa non attenuata ortogonalmente all’interfaccia quando é con-
siderata un’interfaccia dielettrico-conduttore. Vediamo che il valore minimo é
tanto maggiori quanto maggiori sono le perdite nel secondo mezzo. Per spiegare
questo fenomeno ¢é sufficiente notare che in un mezzo con perdite maggiori, sara
necessario, in generale, un’attenuazione maggiore, quindi, dovendo essere mag-
giore attenuazione nel secondo mezzo ed essendo essa uguale alla componente
tangenziale dell’attenuazione nel primo mezzo, ’attenuazione nel primo mezzo
dovra essere maggiore, ma essendo quest’ultima quasi linearmente legata a f;,
si capisce il motivo del legame espresso in (1.177).

In Figura 1.15, ¢ mostrato I’andamento del vettore di Poynting all’interfaccia
considerata per un’onda non uniforme che incida con l'angolo critico (1.174).
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Figura 1.15: Valore assoluto del vettore di Poynting nelle vicinanze di un’in-
terfaccia tra un mezzo privo di perdite e un mezzo con perdite, quando 1’onda,
incidente 'angolo del vettore di fase pari a Ef Si considera il caso in cui 'on-
da incidente sia un’onda piana e uniforme (linea tratteggiata) e un’onda piana
non uniforme (linea continua). Si vede che la potenza dell’onda trasmessa, nel
caso di onda incidente uniforme, si attenua nel mezzo dissipativo, viceversa,
I’onda trasmessa, nel caso di onda incidente non uniforme, rimane costante al-
lontanandosi dall’interfaccia anche se il mezzo in cui si propaga presenta una
conducibilita non nulla.

Nella stessa figura & mostrato I’andamento di un’onda piana uniforme incidente
allo stesso angolo. Si pud vedere come, nel secondo mezzo, un’onda inizi a
propagarsi senza attenuazione, mentre ’altra si attenui a causa delle perdite nel
mezzo. Come primo mezzo é stato considerato il vuoto, mentre come secondo
mezzo é stato considerato un dielettrico avente pemittivitd relativa complessa
€2 = 5+ 110.03, a una lunghezza d’onda A\g = 1550 nm. Si & scelto di simulare
a frequenze ottiche per sottolineare come il fenomeno considerato possa essere
rilevato a qualsiasi frequenza, partendo dalle microonde, fino alla frequenze
ottiche

In Figura 1.16, si pud vedere il campo elettrico dell’onda trasmessa non
attenuata in una mappa di campo bidimensionale. I mezzi considerati sono gli
stessi di Figura 1.15. Qui si puo vedere facilmente come ’onda, pur non essendo
attenuata in direzione ortogonale all’interfaccia, essa & fortemente attenuata
parallelamente a essa. Di conseguenza 1’onda trasmessa consiste di un onda
fortemente limitata delle dimensioni trasverse.
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Figura 1.16: Mappa di campo elettrico bidimensionale sul piano (z,z). Viene
considerata un’onda piana non uniforme incidente all’interfaccia tra un dielet-
trico non dissipativo e un mezzo con perdite all’angolo critico §§ . Vediamo
che 'onda trasmessa si propaga senza attenuarsi allontanandosi dall’interfaccia.
Tuttavia, si vede che 'onda trasmessa é fortemente attenuata parallelamente
all’interfaccia stessa.

1.7 Spettro di onde piane in mezzi con perdite

Nello studio delle onde elettromagnetiche é noto e diffusamente utilizzato il
concetto di spettro di onde piane di un generico campo. Tale spettro ¢ definito
tramite la trasformata di Fourier del campo elettromagnetico, ovvero come [21]:

E(kz,y,2) = E(x,y, z) exp(—ikyx)dx (1.178)

—0Q0

In questo modo il generico campo elettromagnetico pud essere sviluppato in
onde piane come segue:

1 +oo
Ele.y,2) = — / By (ury, 2) explikoz)dk, (1.179)

2 J_ o

In tali espressioni € implicito che la variabile k, sia puramente reale. Nel caso
in cui il mezzo presenti delle perdite le componenti del vettore di propagazione
di un’onda piana generica risultano, come si é gia visto, in generale comp-
lesse, quindi si deve chiarire il significato della trasformazione di Fourier (1.178),
richiedendo quest’ultima che le variabili, sia del dominio di trasformazione che
del dominio di antitrasformazione, siano reali. Se si considera un campo dipen-
dente dalle sole variabili = e z, sard sempre possibile calcolarne la trasformata di
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Fourier come in (1.178), dove la variabile k, sard sempre reale. A questo punto
I'antitrasformata si potra scrivere in modo classico. In questo modo le onde
piane che compongono lo spettro saranno molto particolari, esse infatti avranno
la componente del vettore di propagazione lungo ’asse  sempre reale, mentre
la, componente lungo z sempre complessa, saranno quindi delle particolari onde
non uniformi che si attenuano tutte nella stessa direzione, ovvero la direzione
trasversa rispetto a quella in cui si sta eseguendo la trasformazione. Si puod
vedere che il ragionamento rimane il medesimo quando si considerano campi
elettromagnetici tridimensionali e si esegue una trasformazione bidimensionale
[22]. Praticamente scegliendo di operare in questo modo si sta in realta sceglien-
do a priori il tipo di onde piane che rappresenteranno il campo. Abbiamo tra
laltro visto nel paragrafo 1.6.1 che tali onde all’interfaccia tra un mezzo non
dissipativo e un mezzo con perdite si comportano in modo del tutto analogo a
quanto fanno le onde piane e uniformi all’interfaccia tra due mezzi dissipativi.

Per quanto detto, I'uso della trasformata di Fourier impone che le onde piane
formanti lo spettro siano tutte non uniformi®. Sorge spontanea la domanda se
sia possibile allora definire uno spettro di onde piane in un mezzo con perdite
in cui lo spettro possa separarsi in due parti, uno spettro omogeneo formato da
sole onde uniformi e uno spettro evanescente formato da sole onde non uniformi.
In modo da avere una trattazione analoga a quella che si ha nei mezzi privi di
perdite. Per estendere la trattazione classica al caso di mezzi con perdite si
puo ricorrere ad un tipo di trasformata le cui variabili siano definite nel campo
complesso. Risulta naturale in questo senso utilizzare, in luogo della trasformata
di Fourier, la trasformata bilatera di Laplace. In questo modo si potra definire
lo spettro complesso di un generico campo elettromagnetico E(z,y, z) come la
sua trasformata di Laplace bilatera, ovvero come [23]:

E(s,y,2) = E(z,y, z) exp(—sz)dx (1.180)

— 00

Tale espressione & formalmente identica alla (1.178), ma in questo caso la vari-
abile s risulta in generale complessa e la funzione E(s, y, z) risulta olomorfa in
un certo dominio A del piano complesso di s. Tale dominio coincide con I'in-
sieme di convergenza dell’integrale (1.180), il quale a sua volta ¢ una striscia di
piano del tipo 81 < Rels] < B2, dove 81 e B2 sono i valori estremi della parte
reale di s per i quali é assicurata la convergenza; si noti che 51 e 2 possono
coincidere rispettivamente con —oo e 400 [23]. A questo punto si potra scrivere

I’antitrasformata di Laplace come segue:

1 §o+ioo
E(xayvz) = Tm tomi E(S,y,Z) exp(sx)ds (1181)
D 0—100

dove & é un particolare valore della parte reale di s contenuto nell’insieme di
convergenza, ovvero nel dominio di olomorfia, ovvero 81 < & < f2. Si noti

#In realta tutte meno una, infatti ’'unica onda che si propaga esattamente nella direzione
lungo la quale si sta trasformando ¢ un’onda piana uniforme non attenuata.
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che V'integrale (1.181) si estende lungo una retta parallela all’asse immaginario
del piano s. Pud meravigliare il fatto che Dantitrasformata di Laplace non
dipenda dalla Re][s], si puo vedere perd che questa é una diretta conseguenza del
primo teorema integrale di Cauchy, come & dimostrato in [23]. Dall’espressione
(1.181) non risulta evidente lo sviluppo in onde piane del campo, quindi ora si
modifichera la trasformata di Laplace in modo da esplicitare tale sviluppo. Un
metodo possibile & quello di utilizzare, in luogo della trasformata di Laplace, la
trasformata di Fourier generalizzata [24]. Tale trasformata si ottiene a partire
dalla trasformata di Laplace tramite un semplice cambiamento di variabile del
tipo: s = ik;, con k, € C. Tramite tale sostituzione la trasformata di Fourier
generalizzata del campo elettrico potra essere scritta come segue:

E(ks,y,2) = E(x,y, z) exp(—ikzx)dx (1.182)

— 00

per quanto riguarda l'antitrasformata di Fourier generalizzata vale invece la
seguente espressione:

1 +ooting
E(z,y,z) = / E(ks,y, z) exp(ikyx)dky (1.183)

27T —oco+ing

In questo caso lintegrale si estende ad una retta parallela all’asse reale del
piano di k; e si deve avere by < Im[k,] < by, dove per by e by valgono gli stessi
discorsi fatti per 51 e 82 nell’ambito della trasformata di Laplace. L’espressione
in (1.183) puo essere interpretata come uno sviluppo in onde piane del campo
elettromagnetico E(z,y, 2).

A questo punto si deve chiarire come sia possibili dividere lo spettro in una
parte omogenea, formata solo da onde piane uniformi, e di una parte evanes-
cente. Cio é possibile attraverso un cambiamento del percorso di integrazione
dell'integrale (1.183). Infatti, nell’ipotesi in cui 'integrando non presenti poli o
altre singolarita, si potrd sempre scrivere l'integrale come segue:

1 [ -
E(z,y,2) = — /(F E(ky,y, z) exp(ikyx)dk, (1.184)

™

dove ¥ € una retta sul piano complesso di k., tale da avere come coefficiente
angolare tan ¢y, dove ¢y & 'argomento del numero d’onda complesso. In questo
modo si impone che k, sia sempre il risultato del prodotto di k per un numero
reale che varia tra —oo e +o0o. Come conseguenza k, e k, risultano proprio
le componenti di un’onda piana e uniforme. Quanto detto si pud dimostrare
facilmente, infatti, se:

ke = ka (1.185)

dove a & un parametro reale, allora:

k. =VEk?—k2a®> =kv1— a? (1.186)
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vediamo quindi che per a € [—1, 1], sara sicuaramente possibile porre a = sin1) ¢
le onde rappresentate in tale intervallo saranno tutte uniforme, quindi lo spettro
in questo tratto del percorso di integrazione potra essere interpretato come lo
spettro omogeneo, in totale analogia con il caso di mezzi privi di perdite. Per
quanto riguarda il caso |a| € [1,4+00), in questo caso le onde piane formanti lo
spettro sono tutte non uniformi e la parte dello spettro relativo potra essere
considerato come lo spettro evanescente. Si deve sottolineare che lo spettro
lungo il percorso di integrazione % potrebbe non convergere in quanto la mag-
gior parte dei campi elettromagnetici di interesse nella pratica presentano un
certo numero di singolaritd che rendono impossibile una adeguata modifica del
percorso di integrazione. Tuttavia, & sempre possibile modificare il percorso di
integrazione in modo da ottenere lo spettro omogeneo e poi scegliere opportu-
namente i tratti del percorso di integrazione che vanno all’infinito in modo da
garantire la convergenza. Tale argomento verra approfondito nel paragrafo 2.4.



Capitolo 2

Diffrazione da strutture

cilindriche

2.1 Equazione vettoriale delle onde in coordinate
generiche

Prima di risolvere il problema della diffrazione di un’onda piana da un cilindro,
& bene definire il problema della soluzione dell’equazione delle onde vettoriale
in un generico sistema di coordinate. In questo modo, infatti, si ricavera un for-
malismo grazie al quale sara possibile semplificare il problema elettromagnetico
in modo considerevole. Quanto segue & stato tratto da [1].

Come ¢ ben noto, un generico campo elettromagnetico C = {E, H,D, B},
in assenza di sorgenti, in un mezzo lineare, stazionario, omogeneo, iSotropo e
non dispersivo, dovra rispettare la generica equazione delle onde omogenea:

2
ViC — usa—g - uo%—% =0 (2.1)

la quale pud anche essere espressa nel dominio della frequenza, dove general-
mente prende il nome di equazione di Helmholtz, supponendo una dipendenza
dal tempo del tipo e~ la quale verrd omessa d’ora in poi, assumendo la
seguente forma:

VV-C—-VxVxC+kC=0 (2.2)
dove si € usata la ben nota identitéa:
VC=VV-C-VxVxC (2.3)

e si é posto, come di consueto k? = w?eu + iow. Questa equazione differenziale
vettoriale pud essere proiettata lungo i versori, Gy ¢ = 1,2,3, di un generi-
co sistema di riferimento, diventando un sistema di tre equazioni differenziali

51
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scalari. Tale sistema perd non é facilmente risolvibile nella maggior parte dei
sistemi di coordinate. Pud quindi essere molto utile entrare in possesso di una
procedura generale che permetta di risolvere ’equazione vettoriale e che sia ap-
plicabile in ogni sistema di riferimento. Per fare cio si consideri 'equivalente
scalare dell’equazione 2.2:

V2 4+ E*p =0 (2.4)

Questa semplice equazione differenziale scalare ha soluzione nella maggior parte
dei sistemi di coordinate canonici.! Si definiscano ora i seguenti vettori:

1
L=V, M =V x (agih); N=IVxM;  (25)

dove g, & un versore costante qualsiasi, a volte chiamato vettore pilota [26].
E possibile dimostrare facilmente che questi vettori soddisfano I’equazione di
Helmbholtz vettoriale.

Per quanto riguarda L:

VV - (V) =V x V x (Vo) + k2Vi) =0 (2.6)
ricordando che V x Vi =0 e che V - V = V2, si ottiene:
VV2) + 2V =0 - —k2Vp + K2V =0 c.v.d. (2.7)
Per quanto riguarda M:
VV - [V x (ag)] = V x V x [V x (ag9h)] + k*V x (agy) = 0 (2.8)

Ricordando che V - [V x (A)] = 0 ed usando l'identita vettoriale (2.3) sui rotori
piu interni del secondo termine, si ottiene:

=V x [VV - (ag¥) = V*(ag¥)] + k*V x (ao9) = 0 (2.9)

Ricordando che V x V¢ = 0 e potendo portare fuori il versore a,, essendo
costante, dal Lapalciano, si potra scrivere:

V x [ag V%] + >V x (agh) =0 —  —k*V x (agp) + k*V x (a9¢) =0 c.v.d.
(2.10)

Per quanto riguarda N:
1 1
EVV~(V><M)—EV><V><(VxM)+k(VxM):O (2.11)

Essendo V-V x A = 0 ed avendo dimostrato che -V x V x M + k2M = 0,
potremo scrivere:

1
—%VX(HMHWXM:O - —kVXM+kVxM=0 cvd (212

1T sistemi di coordinate nei quali é nota la soluzione dell’equazione di Helmholtz scalare sono
11 [25]: cartesiane ortogonali, cilindriche circolari, cilindriche ellittiche, cilindriche paraboliche,
sferiche, sferoidali prolate, sferoidali oblate, coniche, ellissoidali, paraboloidali, paraboliche di
rotazione
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I vettori L, M e N si prestano quindi ad essere usati per rappresentare il generico
campo elettromagnetico in un dato sistema di coordinate. Tali vettori hanno
altre preziose proprietd, come per esempio:

1
M =2V x N; V-L=V%*=—k"Yy (2.13)

La prima di queste uguaglianza, associata alla terza uguaglianza in 2.5 ci dice
che i vettori M e N sono 'uno il rotore dell’altro, a meno del fattore 1/k. Infine
si possono facilmente dimostrare le seguenti uguaglianze:

V x L =0; V.M =0 V-N=0; (2.14)

ovvero si ha che il vettore L & irrotazionale, mentre i vettori M e N sono
solenoidali. Queste ultime equazioni sono molto importanti, infatti ci dicono
che un campo in assenza di sorgenti potrd essere espresso dai soli vettori M
e N, senza perdita di generalitad, mentre il vettore L dovrd necessariamente
entrare in gioco nel caso in cui siano presenti delle sorgenti di campo.
Aggiungiamo, infine, che la generica soluzione ¢ (r) dell’equazione di Helmholtz

sard in realta un set di soluzioni ¢,, (autovettori) che formeranno una base dello
spazio vettoriale L? delle funzioni a quadrato sommabili (Spazio di Hilbert).
Analogamente, a questo set di soluzioni scalari sara associato un set di vettori
L,, M, eN,. Se, per esempio, consideriamo un generico potenziale vettore A,
esso potra in generale essere espresso come una combinazione lineare del set di
vettori L,,, M, e N,:

=n>

+oo
A=—> (anM, +b,N, +cnL,) (2.15)

essendo H = V x A e ricordando che, per le equazioni di Maxwell, si ha:

1 1
E=—-—VxH H=—VxE (2.16)
we o
si potranno quindi scrivere, sfruttando le proprieta dei vettori L,,, M, e N,,, le
seguenti espressioni per il campo elettrico e magnetico:
+oo
E = Z (a”Mn + bnﬂn) (217)
n=0
kX
H=-""%"(a,N, +b,M,) (2.18)
Rl

Si vede che le proprieta dei vettori L,,, M,, e N, rendono estremamente semplice
il calcolo dei campi.

Infine, si vuole mostrare un’altra importante proprieta di questo formalis-
mo. In coordinate rettangolari, come é ben noto, la soluzione dell’equazione di
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Helmholtz scalare puo essere scritta, considerando un’ampiezza unitaria, come
segue:

P(r) = e*r (2.19)
quindi i vettori L, M e N potranno essere scritti come segue:
1
L = ik; M =ik x a; N = E¢<E X ag) x k (2.20)

Supponiamo ora che 1 non sia un’onda piana, ma sia una generica soluzione
dell’equazione di Helmholtz in un generico sistema di coordinate; come € ben
noto potremo sempre sviluppare la funzione ¥ in onde piane come segue:

Y(r) = /_ :O /_ :O 9(ky, ky)eETdk,dk, = / / gla, B)eErdads  (2.21)

dove « e § sono gli angoli in coordinate sferiche che il generico vettore k forma
con gli assi coordinate e g(«, 8) € lo spettro, i.e. la trasformata di Fourier
bidimensionale, della funzione . Per sviluppare i vettori L, M e N in onde
piane sara sufficiente applicare le definizioni di tali vettori all’espressione (2.21),
ottenendo:

Lzz‘//g(a,ﬁ)@(a,ﬁ)eiﬁ'ﬁdﬁda
M = i//g(a,ﬁ)&(a,ﬁ) x age’ErdBdo (2.22)
&= % / / g(a, B)[k(a, B) x ag] x k(a, B)e’E*dBda

si deve notare che gli integrali in (2.21) ed in (2.22) non hanno gli estremi di
integrazione perché questi variano a seconda dell’onda che si deve rappresentare,
in particolare dipendono dal tipo di onde che si stanno rappresentando. Per
approfondire 'argomento si veda [1, 27]. Puo essere interessante notare che gli
argomenti degli integrali hanno la medesima forma delle espressioni in (2.20), il
che significa semplicemente che il generico campo, rappresentato da tali vettori,
si scrive come sovrapposizione integrale dei vettori rappresentanti le singole onde
piane dello spettro.

In conclusione, i vettori L, M e N sono uno strumento molto potente che
permette, una volta nota la soluzione dell’equazione di Helmholtz scalare, di
ottenere la soluzione dell’equazione di Helmholtz vettoriale. Inoltre, noto lo
spettro di onde piane della funzione scalare, ¢ automaticamente noto lo spettro
di onde piane di tali vettori, ovvero di tutto il campo.

2.2 Armoniche cilindriche vettoriali

Nel paragrafo precedente, si é visto come la soluzione dell’equazione delle onde
vettoriale in coordinate curvilinee generiche € scrivibile previo la conoscenza
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della soluzione della corrispondente equazione scalare.? Nel presente paragrafo
si vuole ricavare la soluzione dell’equazione scalare delle onde in coordinate
cilindriche, in modo da poter poi andare a scrivere la generica soluzione dell’e-
quazione vettoriale. Definiamo quindi un sistema cilindrico circolare (p 0y, zo)Ricordiamo
ora le espressioni assunte dall’operatore V in coordinate c111ndr1che[28]
v =2, 10
ap p 00 0z~
18(pAp) n 104y O0A,

VA== o T e

(104, 04y DA, OA.
VXA_<p89_az>p0+<5)z ap>90+

L’equazione (2.4) in coordinate cilindriche si ottiene immediatamente applican-
do la relazione (2.24) alla relazione (2.23), si ottiene cosi la seguente equazione:
10 ( 5‘7,!1) 10% 0%y

T k2 = 2.2
o \Pa, ) T zaee Tz TRYS0 (2.26)

(2.23)

(2.24)

10(pAg) 104,
p Op p 00
(2.25)

L’equazione si risolve, come di consueto, con il metodo di separazione delle
variabili. Scriviamo allora la funzione 1 (p, 0, z) come il prodotto di tre funzioni
ognuna dipendente da un’unica variabile:

P(p,0,2) = R(p)O(0)Z(2) (2.:27)
In questo modo I’equazione diventa la seguente:
0z 0 OR RZ 0?0 0%z
——(p= |+ = 55 +0Z K*ROZ =0 2.2
p Op (pﬁp) p? gz TVl T (2.28)

A questo punto si dividono ambo i membri per la funzione :
1 0 OR 1 9?0 10%*Z
— =)+ = + k= 2.2
oR dp <pap)+p2@892+Zaz2+ 0 (2:29)

se ora si deriva e si integra ’equazione rispetto a z, si ottiene un’equazione
differenziale del secondo ordine in z:
0*Z
— +kZ=0 2.30
9.2 (2.30)

La cui soluzione puo essere scritta in forma di un esponenziale complesso:

Z(z) = =7 (2.31)

2In realta si richiede anche la possibilita di definire un versore arbitrario costante, cosa
che é possibile nel caso di coordinate cilindriche, ma non é possibile invece in altri casi piu
complessi, come nel caso delle onde sferiche in cui nessuno dei versori coordinati (rg, 0, d)o) é

costante per ogni punto dello spazio.
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dove, come & noto, il parametro k, sara il numero d’onda lungo la direzione z e
dovra essere determinato imponendo le condizioni fisiche del caso particolare che
si vuole studiare®. Inserendo la funzione (2.31) nell’equazione (2.29), si ottiene:

1 0 OR 1 920
— () O e g2 2.3
oR 0p ("’&o) 260 Th =0 (2.82)

si moltiplichi ora ambo i membri per p? e si ottiene:
p 0 OR 1 0%0 2 /19 9
—— | p— — ke —k2) = 2.
Rap<pap)+®592+p (k" —k2) =0 (2.33)

A questo punto si pud derivare e integrare I’equazione rispetto a €, ottenendo
un’equazione differenziale del secondo ordine in 6:

8?0 9
la cui soluzione é:
O, (0) = ™! (2.35)

Di nuovo, il parametro m dipende dal caso che si vuole studiare. In assenza
di discontinuitd angolari, la funzione () dovra risultare periodica e quindi
m dovra essere un numero intero. Viceversa, se sono presenti discontinuita
angolari, come nel caso della presenza di settori angolari che limitano lo spazio
tra due particolari angoli, il parametro m potra assumere anche valori non interi.
Andando a inserire questa soluzione nell’equazione (2.33), si ottiene:

9 OR 2 (12 2 2

—\p )+ k*—k;)—m“|R=0 2.36

pap(pap) [P ( 2) ] (2.36)

In questa equazione si riconosce subito ’equazione differenziale di Bessel, la cui
soluzione & scrivibile come una generica funzione di Bessel:

R(p) = Zm (kpp) (2.37)

dove si é definito il numero d’onda radiale k, = \/k? — k2*. Con la lettera
Zm(x), si indica la generica funzione di Bessel, che puo coincidere con le funzioni
di prima, seconda, terza o quarta specie Z,,(x) = {Jm,Ym,H,(,P,H,(,?)}. A
questo punto siamo in grado di scrivere la singola armonica cilindrica scalare
che ¢ soluzione dell’equazione delle onde in coordinate cilindriche:

wm (f) =Zm (k‘p/)) eimeeikzz (238)

3Nella letteratura ¢ molto diffusa ’abitudine di chiamare tale numero d’onda h per alleg-
gerire la notazione [1]. Qui si preferisce mantenere la convenzione in uso per le onde piane in
modo da non generare confusione

4 Anche in questo caso, nella letteratura, é frequente I'uso della lettera I o della lettera A
per rappresentare il numero d’onda radiale . Di nuovo preferiamo una trattazione piti pesante,
ma sicuramente che dia meno adito a fraintendimenti.



2.3. DIFFRAZIONE DA UN CILINDRO IMMERSO IN UN MEZZO CON PERDITE57

A questo punto ¢ possibile ricavare le armoniche cilindriche vettoriali. Sfrut-
tando le espressioni (2.5), con 'ausilio delle relazioni (2.23)-(2.25), scegliendo
come versore costante il versore coordinato z, e usando la funzione (2.38) come
generatrice, si ottengono le seguenti espressioni:

i ] ‘ 8Z7n k
M, = pimb gik:z |:ZZLZm (kop) Py~ ai)pp)go] (2.39)
; : k mk
_ ik.z im0 | ;2 (p) _ 2 r7(p)
M’rn =€ € |:Z k ZIYZL) BO kp erZ; (kpp) QO
k2
+=22Z50 (kpp) 2 (2.40)

Nel calcolare I’espressione (2.40) si & tenuto conto che la funzione Z,, é soluzione
dell’equazione differenziale (2.36).

2.3 Diffrazione da un cilindro immerso in un mez-
zo con perdite

In questo paragrafo si vuole risolvere il problema della diffrazione da un cilin-
dro indefinito immerso in un mezzo con perdite, estendendo i risultati gia noi
in letteratura nel caso di mezzi privi di perdite. La diffrazione da cilindro
in mezzi con perdite ¢ stata risolta per la prima volta in [29]. Tuttavia, la
diffrazione di onde piane non uniformi in mezzi privi di perdite era stata ampia-
mente studiata in precedenza [31, 30]. Come si vedra, la procedura risulta
una naturale estenzione di quella classica. Le uniche difficolta di cui si deve
tenere conto riguardano la presenza del numero d’onda complesso e del vettore
di attenuazione che supporremo in generale non parallelo al vettore di fase.

Come primo passo, per evitare di appesantire il formalismo, faremo alcune
ipotesi semplificative, le quali non restringeranno la validita dei risultati ottenu-
ti. Supponiamo che il vettore d’onda complesso giaccia sul piano ortogonale
al cilindro. In questo caso si pud facilmente dimostrare che la componente
radiale dei vettori (2.39) e (2.40) risulta nulla. In questo caso, il problema di-
venta bidimensionale e quindi il campo elettromagnetico puo essere ottenuto
dalla sovrapposizione di due campi elettromagnetici particolarmente semplici,
aventi o il campo elettrico, o il campo magnetico, puramente paralleli all’asse
del cilindro. In questo modo potremo trattare il problema scalare attraverso la
disturbanza dell’onda come ¢ di comune uso in ottica [32].

Si consideri un’onda piana non uniforme che incide su un cilindro indefinito a
sezione circolare di raggio a. Si scelga ’asse y coincidente con ’asse del cilindro.
Si consideri inoltre un sistema di riferimento polare (r,6), come mostrato in
Figura 2.1, che quindi sia legato al riferimento cartesiano dalle seguenti formule:

x =171cosf
{ (2.41)

z=rsinf
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r,
)

X

Figura 2.1: Sistema di coordinate cartesiane e polari centrato sull’asse del
cilindro.

In questo modo si potra scrivere la disturbanza dell’onda piana come segue:
V(r,0) = exp(ik - r) = exp[ikr(cosw cos 0 4 sin w sin 6] (2.42)
Da cui, sfruttando 'ormai nota formula trigonometrica, si trova:
V(r,0) = explikr cos(6 — w)] (2.43)

Nelle precedenti espressioni il parametro w é ’angolo complesso del vettore di
propagazione. Si pone ora il problema se sia lecito sviluppare in serie di Fourier
una funzione di variabile complessa. Per accertare questo & necessaria una breve
digressione sullo sviluppo dell’onda piane in armoniche cilindriche in un mezzo
con perdite.

Si consideri una generica funzione di variabile complessa f(z) e si supponga
che essa sia olomorfa in un campo aperto A. E noto che tale funzione sara
sempre sviluppabile in serie di Laurent di punto iniziale zg:

—+oo

f)= > an(z—2)" (2.44)

n=—oo

dove i coefficienti della serie possono essere scritti come segue [33]:

_ 1 f(z)
n = 5— 7{5 = 2ot dz (2.45)

dove € é& una circonferenza, di centro zp, interna al dominio di convergenza
della serie. Il verso di percorrenza di ¥ deve essere tale da lasciarsi a sinistra
I'interno del dominio da essa racchiuso, ovvero ¥ deve essere percorsa in senso
antiorario. Il dominio di convergenza della serie di Laurent (2.44) é I'interno
di una corona circolare di raggi 1 e ro tali da escludere ogni punto singolare
di f(2). In particolare il dominio di convergenza piu grande possibile si ottiene
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scegliendo la corona circolare delimitata dalle circonferenze, di centro zg, aventi
raggi pari a rj; e 7., che siano rispettivamente la circonferenza piu grande e
pitl piccola completamente contenuta all’interno del campo di olomorfia di f(z).
Si consideri ora la seguente trasformazione conforme del dominio A [34]:

z = 29 + exp(iw) (2.46)

Si pud vedere che la derivata della funzione zp+exp(iw) non si annulla per nessun
valore finito di w, quindi si pud affermare che il dominio trasformato A’ non
presentera alcun punto di ramificazione [35] o, in altre parole, la trasformazione
(2.46) é conforme per ogni punto al finito del piano w [34]. Si ottiene che tramite
questa trasformazione lo sviluppo in serie pud essere scritto come segue:

+oo
flw) = Z an, exp(inw) (2.47)

n=—oo

Si consideri ora il nuovo dominio di convergenza della serie che si ottiene es-
eguendo la trasformazione (2.46). La serie di Laurent come si ¢ gia detto &
definita all’interno della pit grande corona circolare di centro zy che sia com-
pletamente contenuta nel dominio di olomorfia; dall’equazione (2.46) si vede
che questo equivale a considerare che la parte reale di w assuma valori arbi-
trari, purché la funzione f(w) risulti periodica di periodo 27, e che la parte
immaginaria di w sia compresa tra un valore v, ed un valore vy;:

U < U < Upp (2.48)

dove con semplici passaggi si ricava: v,, = —logry e vyy = —logr,. Piu
in generale la trasformazione conforme in (2.46) trasforma i contorni circolari
in contorni rettilinei [34], quindi la regione che, sul piano z, era delimitata da
due circonferenze concentriche, si trasforma, nel piano di w, in una regione
delimitata da due rette parallele, si veda Figura 2.2. In definitiva si puo dire
che la funzione f(w) & sviluppabile nella serie in (2.47) se & olomorfa nella regione
di spazio v,, < v < vy, quindi v, e vy; dipendono dal campo di olomorfia di
f(w), e se risulta periodica rispetto alla variabile reale u. Si noti che é rimasta la
condizione di periodicita per lo sviluppo in serie di Fourier e si é aggiunta una
condizione di olomorfia. Per quanto riguarda ’espressione dei coefficienti della
serie, eseguendo dentro l'integrale lo stesso cambiamento di variabile, si trova:

ap, = x f(w) exp(—inw)dw (2.49)
2r Jo

Dove la curva € ora rappresenta un segmento parallelo all’asse reale w = u+1ivg
con —m < u < T e vy € un parametro costante, compreso tra v,, e vys. Vedi
Figura 2.3. Si vede quindi che & possibile procedere con uno sviluppo in serie
della funzione f(w) analogo alla serie di Fourier, ma nella variabile complessa w.
In effetti, l'integrale in (2.49) rappresenta proprio una trasformata di Fourier
generalizzata come si & precedentemente definita nel paragrafo 1.7.
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Im[w]

(a) (b)

Figura 2.2: Insieme di convergenza delle funzione f(z) (a). Insieme di
convergenza trasformato di f(w) (b), dove z = zg + exp(iw)

Im[w]A

i\

. >
T Re[w]

Figura 2.3: Percorso di integrazione dell’integrale (2.49)
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Si torni all’espressione (2.43), é noto che sia la funzione esponenziale che la
funzione coseno sono intere, inoltre ’espressione € periodica rispetto alla parte
reale di w, quindi si puo applicare lo sviluppo in serie (2.47) sulla variabile
v =0 — w, ottenendo:

+oo
V(r,0)= > anexplin(f — w)] (2.50)

n—=—oo

dove i coefficienti a,, assumono la seguente espressione:

1
ap = —/ exp(ikr cosy) exp(—iny)dy (2.51)
2T <€

Si puo ora ricordare I’espressione integrale nel campo complesso della funzione
di Bessel di prima specie, la quale puo essere scritta nella seguente forma [35]:

L[ oep[32(¢— 7))

Jn(z) = % % <n+1

¢ (2.52)

dove la curva %) rappresenta una circonferenza centrata nell’origine del piano
complesso.

Si deve sottolineare che questa rappresentazione é corretta solo per n intero,
nel caso in cui n non sia intero si ha un termine aggiuntivo, infatti la rappre-
sentazione completa presenta un secondo integrale che viene moltiplicato per
la quantita sin(nw), quantita che si annulla per n € Z. Si noti inoltre che tale
rappresentazione integrale & valida solo per valori di z posti a destra dell’asse
immaginario, ovvero per valori positivi di Re[z] [35, 36]. A questo punto si
esegua il seguente cambio di variabile nell’integrale:

¢ = expli(y +/2)] (2.53)

La variabile ¢ si deve muovere su una circonferenza, centrata nell’origine, di
raggio arbitrario, quindi la Im[v], che rappresenta tale raggio nel piano di 7,
potra essere scelta arbitrariamente e sara costante all’interno dell’integrale. In
particolare potremo scegliere Im[y] = vy in modo da ottenere una perfetta
analogia con i coefficienti (2.49). In questo modo si ottiene:

1 exp [iz(ei(’Y‘Fﬂ'/?),e—i(’H—ﬂ'/?))]
- 2i i(y+m/2)
In(z) = o ‘[g D (/D) e dry (2.54)

Che, sfruttando la formula di Eulero e con qualche semplificazione, diventa:

efinTr/2

In(z) = —on [g exp(iz cosy) exp(—iny)dy (2.55)

Dove con % si indica il segmento, parallelo all’asse reale, che unisce il punto
—m +1v9 al punto 7+ ivp, quindi va a coincidere con il percorso di integrazione
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dell’integrale (2.49); si noti che il parametro vg & del tutto arbitrario, sia nell’in-
tegrale (2.49) che nell’integrale (2.55), tenuto conto dei limiti di convergenza im-
posti dalla serie di Laurent, potrd quindi essere scelto nel modo piil conveniente.
Tale arbitrarieta dipende dal fatto che vy & legato al raggio della circonferenza,
nel piano complesso, sulla quale si effettua I'integrazione e, come é ben noto, per
il primo teorema integrale di Cauchy, il valore dell’integrale non dipende da tale
raggio, a meno che non si incontrino punti singolari dell’integrando. In questo
caso quindi ’'unica limitazione nella scelta di vy & data dai limiti di convergenza
della serie di Laurent. Da queste osservazioni e confrontando I’espressione (2.51)
con I’espressione (2.55) si pud vedere facilmente che risulta:

an =" Iy (kr) (2.56)
da cui é possibile scrivere lo sviluppo in serie come segue:
+oo
Vr,0) = Z i"Jn (kr) exp[in(§ — w)] (2.57)

Valido per quanto detto solo per valori positivi della parte reale di kr. Si deve
notare la cura con cui si é voluta studiare la convergenza della serie. Infatti,
osservando la seria ignorando la procedura che ha portato a essa, si potrebbe
essere portati a sostenere che lo sviluppo (2.57) sia non convergente. In effetti,
in tale sviluppo c¢’¢ il termine esponenziale exp(inw), con w € € en € Z. La
parte immaginaria di w portera questo termine all’infinito con la velocita di un
esponenziale e questo potrebbe non far convergere la serie. La compensazione
di tale divergenza ¢é affidata perd alla funzione di Bessel di prima specie. Es-
sa infatti, quando il suo ordine é intero, va a zero come funzione di esso piu
velocemente di un esponenziale, assicurando la convergenza della serie. Non é
un caso che tale comportamento si abbia solo con gli ordini interi. La funzione
di ordine reale in effetti non segue questo stesso comportamento e non garan-
tirebbe la convergenza della serie. Questo potrebbe essere un ulteriore metodo
per spiegare perché durante la dimostrazione ci si € trovati costretti a eliminare
il caso di funzioni di ordine reale.

Il procedimento qui usato per ottenere lo sviluppo in serie di Fourier non
¢ l'unico possibile. Vi sono strade alternative per ricavare l'espressione (2.57)
che non richiedono lo sviluppo in serie esteso al campo complesso. Infatti con-
siderando la funzione (2.43) come una funzione di variabile reale a valori com-
plessi, dipendente da r e 6, non risulta pit necessario uno sviluppo in serie nel
campo complesso e si pud fare riferimento al pitu semplice sviluppo in serie di
Fourier nel campo reale. In questo senso si potra sviluppare la funzione (2.43)
in serie di Fourier rispetto alla variabile 0, ottenendo:

—+o0
V(r,0)= Y anexp(ind) (2.58)
dove i coefficienti della serie possono essere espressi come segue:
1 27
explikr cos(§ — w)] exp(—ind)do (2.59)

Ap = —
" 2T 0
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moltiplicando fuori e dentro il segno di integrale rispettivamente per exp(—inw)
e per exp(inw), si ottiene:

exp(—inw) [*7
ap = p(T) A explikr cos(f — w)] exp[—in(0 — w)]db (2.60)

Nell’integrale in (2.60) si puo riconoscere una funzione di Bessel di prima specie,
infatti considerando ’espressione in (2.52) ed eseguendo il seguente cambiamen-
to di variabile:
¢ =expli(f —w + 7/2)] (2.61)
si ottiene:
e—inﬂ'/Z

Jn(z) = o /o ! expliz cos(§ — w)] exp[—in(f — w)]db (2.62)

Se in questo integrale si sostituisce la variabile z con la variabile kr e lo si
paragona all’espressione (2.60) si ritrova, per lo sviluppo in serie di Fourier, la
forma in (2.57).

Risulta interessante commentare la sostituzione (2.61). Aver sommato alla
variabile 6, ad esponente, la variabile complessa —w + 7/2 equivale ad aver
modificato il raggio della circonferenza su cui si calcola l'integrale, a causa della
parte immaginaria v, e gli angoli di partenza e di arrivo con cui viene percorsa
la circonferenza, a causa del termine —u + 7/2. Entrambe le modifiche, per
cid che é stato detto in precedenza sull’integrazione nel campo complesso, non
hanno effetto sul risultato dell’integrale.

Prima di proseguire si vuole mostrare una terza procedura per ottenere l’e-
spressione (2.57), in cui non si fard pit uso del parametro complesso k, ma si
ragionera con i semplici numeri reali ¥’ e k”. Si riprenda in considerazione 'e-
spressione (2.43) e la si riscriva esplicitando la parte reale ed immaginaria di k,
ottenendo:

V(r,0) = expli(k’ + ik")r cos(8 — w)]

che si puo riscrivere come segue:
V(r,0) = explik’r cos(6 — w)] expli(ik”)r cos(6 — w)]

In questo modo la disturbanza é& espressa come prodotto di due esponenziali.
Si sviluppino in serie di Fourier separatamente i due esponenziali rispetto alla
variabile 6, ottenendo:

—+oo —+oo
V(r,0) = Z a; exp(ild) Z b, exp(imb)

l=—00 m=—0oQ

Trattandosi di sviluppi in serie di Fourier di onde piane sappiamo che i coef-
ficienti a, e b,, potranno essere espressi singolarmente tramite delle funzioni
di Bessel di prima specie, notiamo che in questo caso la rappresentazione sara
quella classica utilizzata in letteratura, per esempio in [30, 37], essendo tutti i
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parametri reali, 'unica differenza sara nel fatto che il parametro w é complesso,
ma come ¢é stato gia detto questo porta solo ad un cambiamento del raggio della
circonferenza su cui si estende la rappresentazione della funzione di Bessel, il
che non modifica il risultato dell’integrale. Quindi i coeflicienti delle due serie
si potranno scrivere rispettivamente:

ap = ilJl(]{i/T)
b = " T (ik"7)

Quindi la disturbanza potra essere espressa come segue:

“+oo
Z Z l+mJ k/ J (ik” )exp[ (l +m)(9 - w)}

l=—00 Mm=—00

Se si opera un cambiamento nell’indice della serie e si pone | = n—m, si ottiene:

—+o00
= Z " T (K'r) T (iK'7) explin(6 — w)] (2.63)

n=—0o0 m=—0o0

A questo punto si ricordi la formula di addizione di Neumann per le funzioni di
Bessel di prima specie che riportiamo di seguito [10]:

Jn(+n) = Z In—m (&) Im(n)

m=—0oo

Tale formula ¢é valida, se l'ordine delle funzioni di Bessel é intero, per ogni
variabile £ e 1. Applicando questa formula all’espressione (2.63) si ottiene:

+oo
V(r,0) = Z i" Jp (K'r 4+ ik"'r) explin(0 — w)] (2.64)

n=—oo

In cui si riconosce facilmente ’espressione (2.57).

In tutti e tre i procedimenti esposti, si & scritta la disturbanza del campo elet-
tromagnetico in modo identico a quanto si faceva nel caso reale, semplicemente
considerando in luogo delle variabili £ e ¢ reali, le variabili ¥ e w complesse.
Per risolvere il problema di diffrazione da cilindro indefinito si dovra ora andare
a scrivere un’espressione conveniente per il campo diffratto. Dato che il cam-
po incidente si pud scrivere, in analogia con il caso privo di perdite, come uno
sviluppo in serie di funzioni di Bessel di prima specie, si pud pensare di scrivere
il campo diffratto dal cilindro come una serie delle funzioni di Hankel del primo
tipo:

Zz en HY (kr) explin(d — w))] (2.65)
n=0
Notiamo che le funzioni di Hankel espresse in (2.65) sono funzioni di variabile
complessa. E’ possibile dimostrare che le funzioni di Hankel di variabile comp-
lessa risultano olomorfe in tutto il piano complesso, con esclusione dei punti 0
e 00, dove presentano due singolaritd essenziali [10].
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Si deve a questo punto specificare il mezzo di cui si suppone riempito il
cilindro. Una soluzione classica e molto utile per la sua semplicita é il caso
in cui il cilindro sia di materiale perfettamente conduttore. In questo caso, il
campo interno al cilindro si pud considerare nullo e le uniche incognite risul-
tano i coefficienti ¢, della serie (2.65). Per calcolare tali coefficienti andremo
ad imporre le condizioni al contorno. Per farlo si dovra specificare il tipo di
polarizzazione dell’onda. Come si é detto infatti si pud sempre vedere ’onda
incidente come una sovrapposizione di due onde polarizzate linearmente, aven-
ti o il campo elettrico, o il campo magnetico puramente paralleli all’asse del
cilindro, ovvero all’asse y, parleremo rispettivamente di onde TM®) ¢ TE®) |
In questi due casi conviene identificare la disturbanza V rispettivamente con il
campo elettrico e con il campo magnetico. In questi due casi le condizioni al
contorno potranno scriversi come segue:

Polarizzazione TM Via,0) + Vy(a,0) =0 (2.66)
ov(r,0) n OVqy(r,0)
or or

Polarizzazione TE

=0 (2.67)

r=a

e quindi, sfruttando 'ortogonalita della funzione esponenziale, si potranno scri-
vere i coefficienti della serie nelle due polarizzazioni come segue:

n(k
Polarizzazione TM Cn = f% (2.68)
Hy (ka)
/
k
Polarizzazione TE ¢, = ,M (2.69)
HY (ka)

Si noti che 'espressione dei coefficienti € del tutto analoga a quella che si ottiene
nel caso reale, ma si deve ricordare che sia la funzione di Bessel che la funzione
di Hankel in questo caso sono funzioni di variabile complessa. Per quanto detto
sulla validita delle rappresentazioni integrali usate questa trattazione sara valida
solo per valori positivi della parte reale di k; dato che per ragioni fisiche anche la
parte immaginaria di k deve risultare sempre positiva, questa trattazione sara
valida solo nel primo quadrante del piano (k', k).

Il caso di cilindro perfettamente conduttore é interessante dal punto di vista
teorico e utile in molte applicazioni. Tuttavia, se si vuole avere una trattazione
pitt generale e applicabile in ogni banda di frequenza, é preferibile avere la
soluzione per un cilindro dielettrico avente permittivita complessa .. In questo
caso il campo all’interno del cilindro non ¢é nullo e si deve considerare un campo
interno come serie di funzioni di Bessel con coefficienti incogniti d,,:

+oo
Vit (r,0) =Y _ i"dy, Jy (kr) explin(0 — w))] (2.70)

n=0

In questo caso le condizioni al contorno diventano la continuita del campo elet-
trico e magnetico sulla superficie del cilindro. Si potranno scrivere le seguenti
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relazioni:
(a‘ 9) + Vd(a 9) wzt(a» 9) =0 (2.71)
6V(r, 9) 8Vd(T7 0) a‘/int(r; 0) N
[ or or B or —a =0 (2.72)

tali condizioni sono valide nel caso di polarizzazione TM. Nel caso di polariz-
zazione TE invece si ha:

V(a,0) + Va(a,0) — Vint(a,0) = 0 (2.73)
gﬁV(T,G) 10Vy(r,0) 1 OVip(r,0) B
{ ot o a o )_ "0 (2.74)

Inserendo gli sviluppi in armoniche cilindriche e sfruttando le proprieta di or-
togonalita delle funzioni esponenziali, si possono ottenere le seguenti espressioni
per i coefficienti di scattering:

M koJ) (ker) Jn (kr) — kJy, (ker) J], (kr) (2.75)
" kHY (k) (ker) — k HY, (k) J?, (ker) '
JE _ CC']r/L (ker) Jp (kr) — CJp (ker) J’I{L (kr) (2.76)

t el (k) S (er) — CoHY (kr) T, (ker) '

dove con ( si sono indicate le impedenze caratteristiche dei mezzi.

2.4 Spettro di onde piane dell’onda cilindrica
Si consideri 'onda cilindrica elementare:
CWpn(r,0) = HD (kr)ei™? (2.77)

in letteratura é ben noto lo spettro di onde piane di tale funzione nel caso di
mezzi non dissipativi [30, 37]:

2 k2 — k2 — il k./k
CW;(kx k) = explixz+/ il arccos(k, /k)] (2.78)
VK% — k2
di tale spettro é largamente usata la versione in cui la variabile di integrazione

sia una componente dell’indice di rifrazione dell’onda, ovvero data la relazione
k. = kn_, ¢ possibile ridefinire lo spettro di onde piane (2.78) come segue:

éV\Vl(kx, n.) = 2 explikz\/1 — n2 — il arccos(n, )] (2.79)

V1 —n2

definendo ¢ = kz la lunghezza elettrica, si ottiene uno spettro di onde piane
indipendente dalla frequenza, il che & estremamente utile in ogni tipo di appli-
cazione. Nella sezione 2.1 si é detto che & sempre possibile scrivere lo spettro di
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onde piane di un qualsiasi campo elettromagnetico come trasformata di Fourier
di variabile reale; in [22] si discute proprio il problema di come sia possibile
scrivere uno sviluppo di onde piane in un mezzo con perdite. La soluzione a cui
si giunge é che un campo elettromagnetico espresso con il suo sviluppo di onde
piane bidimensionale come segue:

1 too
Blr) = / / B, by k) expli(hoa + kyy + ko2)|dkydk,  (2.80)

possa essere esteso al caso in cui il mezzo presenti delle perdite semplicemente
imponendo che il numero d’onda k sia complesso, mantenendo le variabili di
integrazione, ovvero le componenti del vettore di propagazione lungo y e lungo
z, puramente reali.

Seguendo il ragionamento esposto in [22] lo sviluppo (2.80) ha validita in
un semispazio situato a destra di un piano x = cost., ovvero per x > g, in
definitiva ¢ questa I'unica imposizione che si ha in un mezzo con perdite. Tale
limitazione & ovviamente legata alla rappresentazione matematica che si ha per
un’onda piana attenuata, come é ben noto infatti ’esponenziale decrescente, per
esempio nelle z positive, sard un esponenziale crescente verso le x negative e
questo comporterd che I'onda piana sia fisicamente consistente solo per valori
della x maggiori di un certo valore x.

In un mezzo privo di perdite lo sviluppo in onde piane pud essere diviso
in due parti, la parte in cui si ha k;g + k2 < k2, che riguarda le onde piane
in propagazione, e la parte in cui si ha k:,f/ + k2 > k2, che rappresenta le onde
evanescenti. Quando si va a considerare un mezzo con perdite si lascia inalter-
ata espressione (2.80) facendo solo attenzione al fatto che la costante k ed il
parametro k, diventano fattori complessi. Le due variabili di integrazione pero,
ovvero ky e k., rimangono variabili reali. In questo modo il campo elettromag-
netico viene rappresentato in funzione di onde piane che si attenuano sempre
e solo lungo ’asse z. E bene notare che in questo caso non ¢ piil possibile la
distinzione tra onde in propagazione ed onde evanescenti, come anche perde di
senso la classificazione fatta nella sezione precedente tra onde piane uniformi e
non uniformi. Tutte le onde formanti lo spettro infatti si attenueranno sempre e
solo lungo z, quindi saranno tutte onde piane non uniformi, con I’eccezione del
caso particolare in cui si ha kf/ + k2% =0, in cui si ha un’onda piana uniforme at-
tenuata. Il motivo di fondo per il quale si pud fare questa estensione sta nel fatto
che il generico campo elettrico E(r) in un mezzo con perdite ¢ una funzione di
variabile reale a valori complessi, sommabile in tutto lo spazio per ovvie ragioni
fisiche. Quindi sara sempre possibile definirne una trasformata di Fourier, la
quale rappresentera, come di consueto, lo spettro del campo. La trasformata di
Fouier impone che la variabile di trasformazione sia puramente reale, quindi lo
spettro sara formato da onde piane attenuantesi solo nella direzione ortogonale
a quella nella quale si procede con la trasformazione secondo Fourier.

Cid detto, sembrerebbe scontato che gli spettri (2.78) e (2.79) siano corretti
e convergenti. Se perd si vanno a calcolare gli sviluppi di onde piane con tali
spettri, usando come percorso di integrazione, per quanto detto, ’asse reale, si
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Figura 2.4: Percorso di integrazione della rappresentazione della funzione di
Hankel in (2.82) sul piano di ¢ [36].

scopre che lo spettro (2.78) porta a uno sviluppo convergente, mentre lo spettro
(2.79) porta a uno sviluppo divergente [38].

Per spiegare questo strano risultato si andra ora a studiare il dominio di
convergenza dello sviluppo di onde piane:

“+o0

2 expliz/k? — k2 — il arccos(k. /k
cwm(r,e):Qi / expliz = ;;“CCOS( S ke r, (281)
™ A/ —

—00
Si consideri la seguente rappresentazione integrale per la funzione di Hankel
del primo tipo [36]:

Hl(l)(z) _ 1 /Oooexp[iﬂ'] exp [%z(( - %)} ” (2.82)

) Cl+1

Valida come sempre per arg(z) € [—7/2,7/2]. 1l termine esponenziale che figura
a moltiplicare l'infinito nell’estremo di integrazione superiore sta ad indicare
che il percorso di integrazione dovra tendere all’infinito con un angolo fissato, in
questo caso pari a 7. Il percorso di integrazione della (2.82) é mostrato in Figura
2.4. Dall’espressione (2.82) si pud capire da dove nasce il limite di validita per
la variabile z, infatti 'integrando deve assumere un valore finito nei due estremi
di integrazione e questo porta a dei limiti sulla variabile z per assicurare la
convergenza. Si calcoli l'integrando in (2.82) nell’estremo inferiore:

e [4lelet s (1] - )|
1m
I¢[—=0 (S

(2.83)

questa quantita tende a zero quando la parte reale dell’esponente tende all’in-
finito negativamente, e questo ¢ vero se la parte reale di e?'2(*) risulta positiva,
da cui si trova 'insieme arg(z) € [—n/2,7/2]. Analizzando I'estremo superiore
si ottiene la stessa condizione, infatti:

e [l (€le — i)
11 -
e (il

(2.84)
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Figura 2.5: Modifica al percorso di integrazione di Figura 2.4 sul piano di ¢ [36].

In questo caso la quantita e*®8(2)+™) deve avere parte reale negativa, ovvero
e'ar8(2) deve avere parte reale positiva, da cui si trova lo stesso insieme di con-
vergenza, precedente. E importante avere ben chiaro questo procedimento per
Panalisi della convergenza dell’integrale in (2.82) perché pin avanti, modificando
il percorso di integrazione, si modifichera tale insieme di convergenza.

Il percorso di integrazione di Figura 2.4 puo essere modificato come mostrato
in Figura 2.5 [36]. In particolare scegliendo un angolo di partenza pari a ¢, come
in Figura 2.5, ed un angolo all’infinito pari a m + 1, mentre quello di Figura 2.5
vale m — 1), si potra riscrivere I'espressione in (2.82) come segue:

Hl(l)(z)zl/ooexpmww)J exp [§Z(C—§)}d< (285)

i 0 explir)] Cl+1

Si noti che ¢ € [—m, x]. Si consideri il nuovo insieme di convergenza. Per quanto
riguarda l’estremo inferiore si ha:

exp | §[z]e' 5 ) (|¢e? — <t
lim i
1¢]=0 [[¢] exp(iy)]i+L

Tale quantita tende a zero se la parte reale di e/2'8()=¥] rigulta positiva, ovvero
per:

arg(z) € [ — /2,9 + /2] (2.86)
Per quanto riguarda ’estremo superiore si trova:
i are(s it e—i(rty)
i exp {%Mem & )(\C|e( ) — 4] )}
im .
Il—o0 {I¢l exp[i(m + )]}

Tale quantitd tende a zero se la parte reale di e!?8()*%¥+7] rigulta negativa,
ovvero se la parte reale di e!@8(2)*¥] rigulta positiva, ovvero per:

arg(z) € [ — /2, —¢ + 7/2] (2.87)

Gli insiemi di convergenza (2.86) e (2.87) devono valere contemporaneamente.
Calcolando 'intersezione tra questi due insiemi si ottiene:

arg(z) € [=m/2+ [¢l;7/2 = [¢]] con ¢ € [-7/2,7/2]
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Questo ¢ il nuovo insieme di convergenza della rappresentazione della funzione
di Hankel.

A questo punto, si modifichi il percorso di integrazione dell’integrale (2.82)
facendolo partire in 0 con un angolo pari a ¥+ ¢ e facendolo giungere all’infinito
su una retta formante con 1’asse reale un angolo pari a ™ + ¢ — ¢:

o 1 oo expliT+Y—¢] exp [%Z(C — %)]
HV(G) = / g (2.88)
i Jo expli(u+)] ¢

dove si & posto ¢ = arg(z) e si considerano valori di ¢ tali da avere (¢ +
@) € [—m, 7], questo per evitare problemi di interpretazione sulla fase di ¢ [36].
Vediamo per prima cosa quali sono i limiti di convergenza di questo integrale.
Per quanto riguarda l'estremo di integrazione inferiore, I’esponente all’interno
dell’integrale diventa:

1. , e—i(¥+0) E
lim =|z|e®|[¢|e?WF) - — | = — LW 2.89
1¢l=0 el {Id] Iq 2(¢] (289)

si vede che, perché tale limite tenda ad infinito negativamente, in modo da
rendere convergente l'integrale (2.88), deve essere:

e |—m/2,7/2]
Analizzando D'estremo di integrazione superiore invece si trova:
Lol el oy il
lim =]z e’¢[ ellmtv—9¢) _ } = — e 2.90
Sl I G ; (290)

Perché questa espressione tenda ad infinito negativamente si deve rispettare
la stessa condizione precedente. Quindi ’espressione (2.88) ¢ valida per ogni
valore di z e per ¢ € [—7/2,7/2]. Vediamo quindi che I'insieme di convergenza
dell’integrale (2.88) converge nell'insieme ¢ € [—7/2,7/2] e, di conseguenza, si
dovra avere ¢ € [—7/2,7/2].

A questo punto eseguiamo nell’integrale (2.88) la seguente sostituzione: ¢ =
exp[—i(w—1 —7/2)]. Gli estremi di integrazione si trasformeranno come segue.
L’estremo di integrazione inferiore sara:

exp [ —i(w =1 = 5)| = 0 expli(v + 9]
da culi si trova:

U=_-—¢ € v——00

o3

L’estremo di integrazione superiore invece sara:

exp | —i(w — 1 — 3)] = oo expli(m + 4 — 9)
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da cui si trova:
i
u:¢—§ e v— 400

Il percorso di integrazione quindi & una qualsiasi curva che provenga dall’infinito
sulla semiretta verticale superiore w = ¢ — /2 e che vada all’infinito sulla
semiretta verticale inferiore w = 7/2 — ¢, si veda Figura 2.6. Accidentalmente
si pud notare che questo percorso di integrazione é esattamente quello della
rappresentazione di Sommerfeld per le onde cilindriche [39]. Si ottiene quindi:

W, 1 Hioo—m/2+¢ . exp[—i(w — ¢ —7/2)] — expli(w — P — 7/2)]
HV(2) = m/—ioo+7r/2—d> exp {zz 5

cexplil(w — ¢ — 7/2)](—idw)

Applicando la formula di Eulero e con qualche semplificazione si ottiene:

1) L B v
Hl( (2) = e W — / exp [ —izsin (w —— 5)} exp(ilw)dw
™ +ico—7/24¢

Si assumano ora le seguenti posizioni: z = kr, 1» = 8. Si ricordi inoltre che si ha
¢ = arg(z) = arg(k). Moltiplicando poi ambo i membri per exp(ily), si potra
scrivere:

) .| —i0o+m/2—¢
CW(kr,0) = Hl(l)(kr)e”G = Z—/ explikr cos(w — 0)] exp(ilw)dw
T Jtico—7/246

Sviluppando il coseno della differenza e ricordando il legame tra coordinate
polari e cartesiane si pud anche scrivere:

Z'—l —iOO+7T/2—(b
CWi(kx,kz) = —/ explik(z cosw + zsinw)] exp(ilw)dw (2.91)
™ +ico—7/24+¢

Analogamente all’espressione (2.88), questa espressione ¢ convergente per 6 €
[-7/2,7/2] e per ¢ = arg(k) € [-7/2,7/2]. Si esegua ora la seguente sosti-
tuzione:

k, = ksinw (2.92)

L’integrale diventera il seguente:

L /K% — K2 + il arcsin(k, /k
CWika, kz) = — / expliz ¢+ ilaresinke/B)] k2w (2.93)
™

dove non si sono specificati gli estremi di integrazione perché verranno ricavati
nel seguito. Se si riesce a dimostrare che il percorso di integrazione dell’espres-
sione (2.93) coincide con ’asse reale, questa rappresentera proprio I’antitrasfor-
mata di Fourier dello spettro (2.78).
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Figura 2.6: Percorso di integrazione dell’integrale in (2.91).

Come ¢& noto dalla teoria delle trasformazioni conformi, non & semplice
trasformare secondo la (2.92) una generica curva. Conviene quindi trasfor-
mare il percorso pitt semplice possibile, cercando in seguito di capire come si
trasformino le altre curve. Trasformiamo quindi, secondo la (2.92), il percorso di
integrazione di Figura 2.6, composto dalle due semirette verticali w = —7/2+ ¢
e w = 7/2— ¢ percorse rispettivamente da +0o a 0 e da 0 a —oo, e dal segmento
sull’asse reale che unisce i due punti predetti. Iniziamo dalla prima semiretta,
verticale:

k, =ksin(¢p — /2 +it) con ¢t € [0,+0c0)
da cui si pud scrivere:
k. = —kcos(¢ + it) = (k' + ik")(cos ¢ cosht — isin ¢sinh t)
separando la parte reale e la parte immaginaria si ottiene:
k, = —(k' cos ¢ cosht + k" sin ¢psinh t) — i(k” cos ¢ cosht — k' sin ¢ sinh t) (2.94)

Sfruttando i risultati dell’Appendice B, si puod vedere che tale espressione rap-
presenta un ramo di iperbole e piu in particolare dell’iperbole seguente:
k,/2 k’”2
z z

k[2cos2 ¢ |k[2sin® ¢

=1 (2.95)

ruotata di un angolo ¢. Dato che l'iperbole (2.95) tende asintoticamente alle
rette k7 = +tan ¢k, ruotata dell’angolo ¢ diventa un’iperbole avente come
asintoti da una parte l’asse reale e dall’altra la retta k) = & tan(2¢)k.. Si veda
Figura 2.7. In effetti 'espressione (2.94) si pud anche scrivere come segue

kE'sing . , K" sin ¢
W eos sinh t) — ik’ cos (;5(? cosht — p—

k, = —k' cos (;5( cosht + sinh t)
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Figura 2.7: Rotazione di un angolo ¢ dell’iperbole rappresentata dall’espres-
sione (2.95). La curva tratteggiata rappresenta I'iperbole (2.95), mentre la linea
continua rappresenta la stessa iperbole ruotata in senso oraria di un angolo pari
a ¢. In grigio sono rappresentati gli asintoti delle due iperboli.

Ricordando che k" /k' = tan ¢, si ottiene:

k. = —k cos ¢(cosht + tan® ¢sinh t) — ik’ cos ¢ tan ¢(cosh t — sinht) =
= —k cos ¢(cosh t + tan? ¢sinht) — ik’ cos ¢ tan ¢ exp(—t)

Da questa espressione si vede che per ¢ — 400 si ha Im[k,] — 0, mentre
Re[k,] — —oo. Si potrebbe vedere che per t — —o0, k, tende ad un tratto della
retta k) = —tan(2¢)k., ed in particolare alla semiretta contenuta nel secondo
quadrante. Quindi 'espressione (2.94) rappresenta il ramo sinistro dell’iper-
bole (2.95), ruotata di un angolo ¢. Notiamo che tale ramo di iperbole viene
percorso a partire dal punto ¢ — 400 al punto t = 0, i quali corrispondono
rispettivamente a k, — —oo ed a k, = —k cos ¢.
Per quanto riguarda la seconda semiretta si avra:

k., =ksin(r/2 — ¢ —it) con ¢t € [0,+00)
da cui:

k., = kcos(¢ +it) = (k' + ik")(cos ¢ cosht — isin ¢ sinh t)
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separando la parte reale e la parte immaginaria si ottiene:
k. = (k' cos ¢ cosht + k" sin ¢ sinh t) + i(k” cos ¢ cosht — k' sin ¢ sinh t) (2.96)

Tale espressione rappresenta sempre un ramo dell’iperbole (2.95), ma, notando
che ilimiti per ¢ che tende a +00 ed a —oco mostrano che k, tende rispettivamente
all’asse reale positivo ed alla retta k) = tan(2¢)k., si vede che questa volta si
tratta del ramo destro. Tale ramo andra percorso da k, = kcos¢ a k, — 400,
trasformati rispettivamente dei punti t =0 e t — 4o00.

Per quanto riguarda il segmento sull’asse reale, esso si trasforma in un seg-
mento della retta k7 = tan ¢k, ed in particolare nel segmento che unisce i due
punti:

k., = ksin(¢ — 7/2) = —k' cos ¢ — ik cos ¢
k., = ksin(m/2 — ¢) = k' cos ¢ + ik” cos ¢

Si tratta quindi del segmento che unisce i punti —kcos¢ e kcos¢ nel piano
complesso di k.. Per quanto detto il percorso di Figura 2.6 si trasforma nel
percorso mostrato in Figura 2.8.

Si consideri ora la seguente identitd trigonometrica:

i~" exp(in arcsin z) = exp(—in arccos z) (2.97)

Tale identita puo essere semplicemente dimostrata. Si scriva il primo membro

come segue:
. . ™ . . T n
exp {ZTL(MCSHIZ — 5)} = {exp [z(aresmz — 5)}}

dove si & semplicemente sostituita la quantita i ~" con esponenziale exp(—inm/2)
e si & portato n fuori dall’esponenziale. Ora si esprima l’esponenziale immagi-
nario nella sua rappresentazione trigonometrica, in questo modo si ha:

. ™ L. . ™" . . . . n
|:COS (arcsmz — 5) + isin (arcsm z— 5)} = [sin(arcsin z) — ¢ cos(arcsin z)]
ricordando ora che cos(arcsin z) = sin(arccos z) si puo scrivere:
[z — isin(arccos z)]™ = [cos(arccos z) — i sin(arccos z)]" = exp(—in arccos z)

Come si voleva dimostrare.
Potremo quindi riscrivere I’espressione (2.93) come segue:

OW (k. ko) — 1 too 2explizy/k? — k2 — il arccos(k, /k)] e\
[(kx, kz) = 5 NEETE exp(ik,z)dw
’ (2.98)

dove si ¢ usata l'identita trigonometrica (2.97). Con gli estremi di integrazione
stiamo indicando che il percorso di integrazione debba provenire da —oo sull’asse
reale e giungere a 400 sempre sull’asse reale.
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Figura 2.8: Percorso di integrazione dell’integrale (2.93).

Ora si noti che il percorso di Figura 2.8 non é univoco, infatti esso ¢ il trasfor-
mato del percorso di Figura 2.6, il quale puo pero essere modificato mantenendo
fisse le due rette a cui deve tendere la curva e il fatto che debba passare per
w = 0, quindi il percorso di integrazione sul piano di w pud essere una qualsi-
asi curva che tenda asintoticamente alle due semirette verticali e che rimanga
compresa nel dominio colorato di Figura 2.9a. Si ricavera ora come si trasforma
tale dominio nel piano di k..

Si consideri la regione colorata in rosso di Figura 2.9a. Tale regione é delim-
itata dalla semiretta verticale superiore passante per w = ¢ — w/2, dal segmento
sull’asse reale compreso tra ¢ — /2 e 0, e dal semiasse immaginario positivo.
Si & visto che la semiretta si trasforma nel tratto del ramo sinistro dell’iperbole
(2.95), ruotata di un angolo ¢, che proviene dall’infinito asintoticamente sul-
I’asse reale negativo e che giunge al punto —k cos ¢. Il segmento sull’asse reale
si trasforma in un tratto della retta k7 = tan ¢k., ed in particolare nel tratto
che unisce i punti —kcos¢ e 0. Il semiasse immaginario si trasforma, come si
puo facilmente verificare, in un tratto della retta k/ = —cot ¢k’, ed in par-
ticolare ne rappresenta la semiretta contenuta nel secondo quadrante. Quindi
si pud dire che il dominio colorato in rosso di Figura 2.9a, si trasforma in un
dominio compreso tra liperbole (2.95), ruotata di un angolo ¢, il tratto della
retta k7 = tan ¢k, che va da —kcos¢ a 0, e dalla semiretta k] = — cot ¢k’
contenuta nel secondo quadrante. Tale dominio é rappresentato in Figura 2.9b,
colorato in rosso.

Si consideri ora la regione colorata in blu di Figura 2.9a. In questo caso la
regione é delimitata dal semiasse immaginario negativo, dal segmento sull’asse
reale che unisce i punti 0 e 7/2 — ¢, e dalla semiretta verticale inferiore passante
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Figura 2.9: (a) Dominio in cui deve essere contenuto il percorso di integrazione
dell’espressione (2.91). (b) Dominio in cui deve essere contenuto il percorso di
integrazione dell’espressione (2.98) .

per w = /2 — ¢. Il semiasse immaginario negativo si trasformera sempre in un
tratto della retta k7 = — cot ¢k, ma questa volta si avra la semiretta contenuta
nel quarto quadrante. Il segmento sull’asse reale si trasformera nel tratto della
retta kJ = tan ¢k., questa volta nel tratto che unisce i punti 0 e kcos ¢ ed in
fine la semiretta verticale inferiore si trasformera in un tratto del ramo destro
dell’iperbole (2.95), ruotata di un angolo ¢, ed in particolare nel tratto che parte
da k cos ¢ e che tende asintoticamente all’infinito sull’asse reale positivo. Quindi
la regione colorata in blu in Figura 2.9a, si trasforma nella regione colorata in
blu di Figura 2.9b. Il dominio rappresentato i Figura 2.9b rappresenta la regione
dove deve giacere il percorso di integrazione dell’espressione (2.98). Tale curva
dovra sempre tendere asintoticamente all’asse reale e passare per il punto k, = 0.
Vediamo che nella regione rappresentata in Figura 2.9b & sempre contenuto
I’asse reale. Questo vuol dire che potremo modificare il percorso di integrazione
di Figura 2.8 per farlo coincidere con ’asse reale. Cosi facendo lintegrale in
(2.98) sara esteso al solo asse reale e quindi potra essere interpretato come una
semplice antitrasformata di Fourier.

Quanto detto in questa sezione & valido, come si é gia fatto notare, per
|6] € [0,7/2]. E possibile dimostrare che per || € [7/2, 7], ovvero per = < 0,
valgono discorsi del tutto analoghi. In particolare lo spettro dell’onda clindrica
in tale semispazio sara:

2 exp|—iz\/k% — kZ + il arccos(k. /k)]

CW(kx, k) = (2.99)
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11 fatto che le espressioni (2.98) e (2.99) convergano quando il percorso di inte-
grazione coincide con I’asse reale ¢é facilmente dimostrabile anche senza fare ricor-
so alla trasformazione conforme dell’intero insieme di convergenza. Si consideri
il limite per k, — oo della parte reale dell’esponente in (2.98):

. lgi Re {z {x\/kQ — k2 — arccos(k, /k) + kzz} } (2.100)
2 e’}
Ora si noti che il termine in arccos ha un andamento logaritmico, quindi &
trascurabile all’interno del limite. Avendo supposto che k. si muova sull’asse
reale, il termine ¢k,z non rientra nella parte reale, quindi possiamo limitare
I’analisi al seguente limite:

lim Re [m/k? - kﬂ (2.101)

k.—+oo

Tale limite tende a —oo quando la parte immaginaria della radice quadrata risul-
ta positiva. Si deve quindi andare a studiare il comportamento della funzione
radice quadrata. Come é ben noto la radice quadrata presenta, nel campo comp-
lesso, due branch point, situati in questo caso in +k. Per garantire la continuita
della funzione & necessario tracciare sul piano complesso due branch cut che
colleghino i due fogli di Riemann relativi alla funzione. Come ¢é ben noto la fun-
zione sarad continua nell’insieme dei due fogli, quindi in corrispondenza di ogni
taglio si avra un cambiamento di segno della radice quadrata, il quale garantisce
la continuita. E interessante notare che anche la funzione arccos(k, /k) presenta
due branch point in £k ed introdurrebbe un’infinita di fogli di Riemann, se non
fosse ad esponente; la funzione esponenziale infatti mappa questi infiniti fogli
su due soli fogli di Riemann, uno relativo ai fogli pari, 'altro ai fogli dispari.
In questo modo i fogli di Riemann relative alla funzione arccos vanno a coin-
cidere con i fogli di Riemann relativi alla funzione radice quadrata. I branch cut
devono essere due linee che uniscano i branch point all’infinito, possono quindi
essere scelti con una certa libertd. Due possibilita che si usano in genere nella
scelta dei branch cut sono quelle di scegliere o le linee sulle quali risulta nulla

la Re {\/k? — kg}, oppure le linee sulle quali risulta nulla la Im {\/lﬁ — kg} Ci

proponiamo ora di trovare le curve sulle quali queste condizioni sono soddisfatte.
Scriviamo la radice quadrata separando la parte reale dalla parte immaginaria
dei diversi numeri complessi al suo interno:

VE2 — k2 = /K2 — k"2 + 2Kk — k2 4 k2 — 2ikL k! (2.102)

da questa espressione vediamo facilmente che quando kLk” = k'K, sotto radice
si ha una quantitd puramente reale. In questo caso la sua radice quadrata
sard, o un numero puramente reale, quando questa quantitad risulta positiva,
0 un numero puramente immaginario, quando tale quantitd risulta negativa.
Abbiamo cosi trovato la curva sulla quale giacciono i valori per cui la radice
quadrata ha o la parte reale o la parte immaginaria nulle. Essa é l'iperbole

equilatera sul piano di k,:

KK = KK (2.103)
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Per discriminare tra i valori é sufficiente inserire la condizione dell’iperbole
equilatera trovata sotto radice:

k/k/l
\/k/Q k2 iy (2.104)

La quantita sotto radice puo essere facilmente scomposta come segue:

\/(/ﬂ;@ + k/2)(k;/2 _ k//2)

2 (2.105)

Si vede facilmente che Iespressione sotto radice & positiva quando k7 assume
valori esterni ai due numeri +k” ed ¢ negativa per valori interni ad esse. Quindi,
per quanto riguarda l'iperbole equilatera trovata, prendendo i punti k, = £k,
ovvero i punti in cui la radice quadrata & puramente nulla, come riferimento,
si trova che i tratti di iperbole che partendo da questi punti tendono agli asin-
toti verticali, corrispondono ai punti in cui é nulla la parte immaginaria della
radice quadrata, mentre i tratti di iperbole che tendono agli asintoti orizzon-
tali corrispondono a quei punti del piano complesso di k, per cui la parte reale
della radice quadrata risulta nulla. In Figura 2.10, & mostrata l'iperbole su
cui giacciono i due possibili branch cuts insieme al dominio di convergenza dello
sviluppo spettrale. Si vede facilmente che all’interno del dominio di convergenza
non si ha alcun attraversamento dei due branch cuts, quindi la determinazione
della radice quadrata negli integrali fin qui discussi non é mai ambigua e quindi
le funzioni integrande sono sempre continue su un unico foglio di Riemann.

2.5 Riflessione e Trasmissione di onde cilindriche
all’interfaccia tra due mezzi con perdite

Si considerino sempre i due mezzi delle sezioni precedenti, ma in questo caso si
abbia un’onda cilindrica proveniente dal mezzo 1 e che incida sull’interfaccia.
Come sempre si considera un riferimento cilindrico (r,6) sul piano (z,z) tali
sistemi saranno legati dalle seguenti equazioni:

x =rcosf

z=rsinf
Inoltre, si sposti l'origine del sistema di riferimento, che prima coincideva con il
generico punto dell’interfaccia dove puntava il generico vettore di propagazione
dell’onda piana incidente, portandolo a coincidere con ’origine dell’onda cilin-
drica. In questo senso se si considera ’onda cilindrica come ’onda generata da
un filo rettilineo di lunghezza indefinita ortogonale al piano (z, z), si potra far

coincidere Dorigine del piano con il centro della sezione del filo. Si suppone poi
che la distanza tra l'origine e 'interfaccia tra i due mezzi sia pari a h. Come
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Figura 2.10: La parte quadrettata in grigio rappresenta l'insieme di convergenza
dello sviluppo spettrale della generica armonica cilindrica. L’iperbole equilat-
era esterna al dominio rappresenta tutti i punti per i quali la radice quadrata
\/k? — k2 risulta o puramente reale, o puramente immaginaria. In particolare,
partendo dal punto k, = k, i punti dell'iperbole che vanno verso ’asintoto verti-
cali (linea tratteggiata) sono punti per i quali la parte immaginaria della radice
quadrata ¢ nulla, viceversa, i punti che vanno verso I’asintoto orizzontale (linea
solida) rappresentano i punti del piano per i quali la parte reale della radice
quadrata é nullla.

fatto nelle sezioni precedenti si pud scrivere la generica armonica cilindrica come
il prodotto di una funzione di Hankel per un esponenziale immaginario:

CWSH (r,0) = H (kyr)e™ (2.106)
Quindi la disturbanza dell’onda potra essere posta pari a:
Vi(r,0) = Vo CW50 (1, 0) (2.107)

L’incidenza dell’onda cilindrica sull’interfaccia piana genererd un’onda riflessa
ed un’onda trasmessa, ma, al contrario di quanto succedeva nel caso di un’onda
piana, non é detto che tali onde conservino una natura cilindrica. Infatti, nel
caso dell’onda piana, essendo essa un’onda intrinsecamente legata al sistema
di riferimento cartesiano, in particolare essa € proprio I’autofunzione dell’opera-
tore Laplaciano in tale sistema di riferimento, era semplice imporre le condizioni
di continuita su tutta l'interfaccia. Nel caso dell’onda cilindrica, invece, I'im-
posizione di tali condizioni & tutt’altro che semplice; il piano che rappresenta
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I'interfaccia infatti & descritto da un’equazione piuttosto complessa nel sistema
di riferimento cilindrico e questo rende ’applicazione delle condizioni di conti-
nuita in tale sistema di riferimento estremamente difficile. Per questo motivo
non si risolvera il problema della riflessione e trasmissione dell’onda cilindrica
in modo diretto, piuttosto si cerchera di sfruttare le informazioni acquisite dalla
riflessione e trasmissione di un’onda piana per fornire una soluzione semplice al
problema posto.

Come ¢é stato gia ampiamente dimostrato nelle sezioni precedenti & sempre
possibile scrivere lo sviluppo in onde piane di una qualsiasi onda cilindrica.
L’idea quindi, per risolvere il problema presente, é di sviluppare ’onda cilindrica
incidente in onde piane, considerare la riflessione e la trasmissione della generica
onda piana dello spettro e poi integrare nuovamente per ottenere ’onda riflessa
e trasmessa. Si consideri lo sviluppo in onde piane della disturbanza (2.107):

L ik
Vi(r,0) =Vi(z,2) = — VoiCW ,, (kiz, k,)e™*dk, (2.108)

m
™ — 00

dove nell’argomento dello spettro si é esplicitata la dipendenza da kq per ricor-
dare che si sta parlando dello spettro dell’onda cilindrica propagantesi nel mezzo
1. Si calcoli ora questa disturbanza in corrispondenza dell’interfaccia piana che,
nel nostro nuovo sistema di riferimenti ha coordinate (z = h, z):

—+o0

1 — )
Vilh,2) = 5 VosOW " (b, ks ek, (2.109)

—0oQ

Ricordando I’espressione dello spettro dell’onda cilindrica, si veda (2.98), & facile
vedere che questo integrale pud anche essere scritto come segue:

o[t ;
Vi(h,z) = %/ vo,;cwfj)(o,kz)a(’ﬂw“’w)dkz (2.110)

— 00

Per ottenere la disturbanza dell’onda riflessa sul piano z = h sard sufficiente
moltiplicare la singola onda piana dello spettro per il coefficiente di riflessione
R(k.). E bene notare che il coefficiente di riflessione ¢ funzione di k. solo
perché ogni singola onda piana, per ogni singolo valore di k., va moltiplicata per
il corrispettivo coefliciente di riflessione. In questo modo si avra:

Vi +oo i 1
Vilh,2) = 32 R(k)CW (0, b, )i Urahth2) g, (2.111)

— 00

Questa ¢é 'espressione del campo riflesso all’interfaccia. Bisogna notare che I’e-
spressione di R(k,) cambia a seconda che Ionda piana sia in polarizzazione E
o H. Viene naturale chiedersi quale delle due espressioni vada usata nel caso
dell’incidenza dell’onda cilindrica. Come € ben noto perd l'onda cilindrica pud
essere considerata localmente un’onda piana, é sufficiente quindi sapere se ’on-
da cilindrica é localmente un’onda piana in polarizzazione E o in polarizzazione
H. Da questo dipendera anche il significato fisico assunto dalla disturbanza del-
I'onda. Per questo motivo tale differenziazione dipendera essenzialmente dalle



RIFLESSIONE E TRASMISSIONE DI ONDE CILINDRICHE 81

particolari proprietd di polarizzazione dell’onda cilindrica ed é quindi da con-
siderarsi un dato del nostro problema, dipendendo essenzialmente dal tipo di
eccitazione dell’onda®.

Per avere il campo in una qualsiasi posizione x < h bastera far propagare la
singola onda piana a partire da h per la generica distanza —x, ovvero moltiplicare
la singola onda piana per un termine exp[ik, (h—z)]. In questo modo otteniamo
la generica onda riflessa:

Vi

T o

+o0 o )
Vi(z, 2) / R(k;z)cwf,f)(o, k. )eiFe Gh=a)thka2] g, (2.112)

— 00

Che, riportando il termine in x all’interno dello spettro dell’onda cilindrica,
diventa:
Voi

+oo _ )
Vi, 2) = ﬁ/ R(kZ)CWS)(kl;L',kz)el(mh*k”)dkz (2.113)

Notiamo che il termine in z all’interno dello spettro CW i: ) (z, k.) sara negativo
perché questa volta esso rappresenta onde che si propagano nel semispazio x < 0,
quindi assume la forma (2.99). Siamo riusciti in questo modo a scrivere la
disturbanza dell’onda riflessa. Potremo definire la funzione d’onda riflessa (RW)
come segue:

1 [t — Lk
RWp(2,2,h) = o / RUNCW S (2, k)t then) g (2.114)
™

m
— 00
Tale funzione & definita per ogni punto del semispazio x < h, nel senso che
I'integrale sara convergente solo in questo semispazio. Si €& deciso di esplicitare
la dipendenza da h nell’argomento della funzione in quanto questo parametro
caratterizza la funzione stessa. Essa infatti € la funzione d’onda riflessa a causa
dell’incidenza di un’onda cilindrica su un’interfaccia posta a distanza h dall’o-
rigine dell’onda stessa. In questo modo la disturbanza dell’onda riflessa potra
essere scritta come segue:

Vi(x, z) = Voi RWp,(x, 2, h) (2.115)

Tale disturbanza sara ovviamente definita in ogni punto z < h, ovvero in tutto
il mezzo 1. Si & deciso di omettere il parametro h nell’argomento della distur-
banza per rendere la trattazione piu leggera. Si consideri ora ’onda trasmessa.
Procedendo in modo del tutto analogo a quanto fatto per ’onda riflessa si potra
scrivere il campo trasmesso all’interfaccia come segue:

Vos
2

+oo _ )
Vi(h,z) = / T(kz)cwf:)(klh, k,)e*=*dk, (2.116)

— 00

5Tn particolare, quando ’onda cilindrica si considera generata da una linea di corrente
elettrica ideale, il campo elettrico sard puramente diretto lungo y e quindi ’onda potra essere
considerata in polarizzazione T'M. Viceversa, se l’eccitazione ¢ una linea ideale di corrente
magnetica si dovra considerare una polarizzazione T'E.



82 CAPITOLO 2. DIFFRAZIONE DA STRUTTURE CILINDRICHE

dove valgono gli stessi discorsi per quanto riguarda il tipo di polarizzazione.
Per avere ’onda trasmessa nel mezzo 2 si dovra far propagare la generica onda
piana in tale mezzo, quindi si dovra moltiplicare ’argomento dell’integrale per il
termine di propagazione lungo  per « > h, ovvero per un termine exp[ika, (x —
h)], ottenendo:

Voo [T Ao () (ke (z—h)+k22)
Vi(z,2) = I T(k,)CW,, (kih,k,)e' "2 =2 dk, (2.117)
T —00

Tale espressione sara valida, i.e. l’integrale sard convergente, nel semipiano
x > h, ovvero in tutto il mezzo 2. Analogamente a quanto fatto precedentemente

si potra definire una funzione d’onda trasmessa (TW) come segue:

—+o0
TW (2,2, h) = %/ T(k)OW ' (kah, k)i e HRa2) g (2 118)
Tale funzione & definita nel semipiano x > h. Analogamente al caso della
funzione d’onda riflessa, si ¢ deciso di esplicitare tra le dipendenze della fun-
zione il parametro h, dato che esso & caratterizzante della funzione stessa; la
TWy(z,2,h) ¢ la funzione d’onda trasmessa dovuta all’incidenza di un’onda
cilindrica su un’interfaccia posta a distanza h dall’origine dell’onda cilindrica.

A questo punto si potra scrivere la disturbanza dell’onda trasmessa come segue:

Si & cosi risolto il problema della riflessione e della trasmissione di un’onda
cilindrica ad un’interfaccia piana. Non sono stati ricavati i coeflicienti di rifles-
sione e di trasmissione in quanto, a differenza dal caso dell’incidenza dell’onda
piana, in questo caso essi dipenderebbero dalle coordinate (z, z), a causa delle
differenti geometrie che caratterizzano 'onda e l'interfaccia. Essi si potrebbero
facilmente ottenere come rapporto delle disturbanze dell’onda riflessa e trasmes-
sa rispettivamente su la disturbanza dell’onda incidente. Il loro significato tut-
tavia sarebbe diverso dai coefficienti ricavati per I’onda piana, quest’ultimi infat-
ti sono dei coefficienti che modificano solo 'ampiezza e la fase dell’onda, senza
cambiarne la forma. Nel caso presente, dato che la forma delle onde riflessa
e trasmessa non é piu cilindrica non é possibile scrivere dei coefficienti che ab-
biano lo stesso significato di carattere generale. E interessante comunque notare
che, esattamente come le armoniche cilindriche CW,,, costituiscono un insieme
completo in cui si pud sviluppare una generica onda incidente, cosi le funzioni
RW,, e TW,, costituiscono due insiemi completi di funzioni nelle quali possono
essere sviluppate le onde riflesse e trasmesse da un’interfaccia, rispettivamente.

A questo punto ¢ lecito chiedersi che legame ci sia tra le funzioni d’onda
RW(z,z,h) e TWp,(z,2,h) e la funzione d’onda cilindrica CW,,,(x, z). Per
capire questo si dovrebbero risolvere gli integrali (2.114) e (2.118) in forma
chiusa, compito che porta a difficoltd non indifferenti. Tuttavia, per avere
un’idea del rapporto che le funzioni d’onda riflessa e trasmessa hanno con la
funzione d’onda cilindrica, pud essere sufficiente una loro valutazione asintoti-
ca. Nelle seguenti sezioni parleremo appunto della valutazione asintotica degli
integrali ed andremo a valutare gli integrali (2.114) e (2.118).
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2.6 Valutazione asintotica degli integrali

Nel seguito si illustrera un metodo per la valutazione asintotica di integrali com-
plessi. Tale metodo é semplicemente un’estensione del metodo della discesa pii
ripida (SDM, Steepest Descent Method). Si consideri un integrale del seguente
tipo:

+oo
I(k) = / F(z)et*1®) g (2.120)
— 00

dove k,z € C, F(z) e ¢q(z) sono funzioni complesse olomorfe in C. Poniamo
inoltre z = x + iy, con z,y € R e g(z) = u(z) + iv(z), con u(z),v(z) € R .
Il percorso di integrazione di questo integrale pud essere variato all’interno del
campo di olomorfia dell'integrando. E bene ricordare che se nel modificare il
percorso si incontrano dei poli dell’integrando, si dovranno aggiungere al risul-
tato dell’integrale i residui relativi a tali poli [33, 40]. Per grandi valori di k
I’esponenziale & soggetto a forti oscillazioni al variare di z a causa delle grandi
variazioni a cui é soggetta la parte immaginaria dell’esponente. Ci si propone
quindi di trovare un percorso per il quale le variazioni della parte immaginaria
dell’esponente siano minime in una certa zona al di fuori della quale il contrib-
uto della funzione all’integrale sia trascurabile. In altre parole si considera il
punto per il quale si ha la parte immaginaria dell’esponente costante e poi si
sceglie un percorso di integrazione passante per questo punto e per il quale la
parte reale dell’esponente tenda all’infinito il pit velocemente possibile. Proprio
per questo si parla della discesa piu ripida, perché si vuole un percorso per il
quale la funzione decada il piu velocemente possibile. Il punto per il quale si ha
q(z) = cost. & quello in cui la derivata prima di ¢(z) si annulla. Per le condizioni
di Cauchy-Riemann tale punto ¢ quello in cui entrambe le derivate parziali di
q(z) si annullano:

de(z) _ da(z) 0 dalz) _ . da(z)

dx dy dx dy

Inoltre, essendo ¢(z) olomorfa, non pud avere né massimi né minimi all’interno
del campo di olomorfia [33], questo ci porta a dire che il punto z, deve neces-
sariamente essere un punto di sella, un punto quindi nel cui intorno la funzione
é circa costante ed in cui si possono trovare percorsi in cui la funzione cresce o
decresce. Ora si deve trovare il percorso, che passi per il punto di sella z4, per
il quale si ha la massima variazione della parte reale dell’esponente. Si chiami s
il generico percorso di integrazione e 7y ’angolo che la tangente a tale percorso
forma, punto per punto, con I’asse reale. Sinoti che la parte reale dell’esponente
¢ legata alla funzione v(z), quindi per trovare il percorso s che ne massimizza le
variazioni si deve imporre la seguente condizione:

d dv(z)
dy ds

=0 (2.121)

=0 (2.122)

da cui:

d {avd‘r avdy] =0 (2.123)

% Oz ds Hiyds
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che fornisce:

d [0 0
- 8—200574— a—Zsinfy =0 (2.124)

da cui: 5 5
—% sinv—l—a—ZCOS’y:O (2.125)

Sfruttando le condizioni di Cauchy-Riemann, otteniamo:

Ou siny + Ou cosy =0 (2.126)
oy T e BT T ’

facendo passaggi inversi ai precedenti & facile trovare che:

du(z)
ds

=0 (2.127)

Quindi il percorso di discesa (o ascesa) piu ripida ¢ quello sul quale la parte
reale di ¢(z), ovvero la parte immaginaria dell’esponente, risulta costante. E
ovvio che tale percorso debba contenere necessariamente il punto di sella z;.
Si noti che fino ad ora non sono stati presi in considerazione i versi di tali
variazioni, ovvero il percorso calcolato imponendo la condizione (2.127) potrebbe
risultare quello per il quale la parte reale dell’esponente vari piu velocemente
verso —oo (discesa), ovvero dove si ha la maggior concentrazione dei valori
della funzione integranda, ma potrebbe anche essere quello in cui la parte reale
dell’esponente vari pin velocemente verso +0o0 (ascesa), Ovvero un percorso per
il quale l'integrale divergerebbe! E chiaro quindi che ¢ fondamentale avere un
criterio che ci fornisca questa informazione. A questo proposito introduciamo
il concetto di punto di sella di ordine N. Un punto di sella zs, di una funzione
f(2), si dice di ordine N se le prime N derivate di f(z) sono nulle e risulta non
identicamente nulla la derivata N + 1:

8777,
7f|2:zs =0 per m=1,..,N
82771
(2.128)
am :
7f 2=z, =0 per m=N-+1
6Zm

dove a > 0.
Si mostrerd ora che ad un punto di sella di ordine N sono associate N + 1
direzioni di discesa piu ripida ed N + 1 direzioni di ascesa piu ripida. Poniamo:

2 — 2z, = re'? (2.129)

Si sviluppi ora la funzione f(z) in serie di Taylor, con punto di partenza zs,
fermandosi all’ordine N + 1:

— 24 N+1 dN+1
F) - fleg » G20 (2130)
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che, sfruttando le espressioni (2.128) e (2.129), diventa:

arV+l »
f(2) = f(ze) = Te““”%” (2.131)
Ora si ricordi che i percorsi di discesa o di ascesa piu ripida sono quelli in
cui ’esponente ha parte immaginaria costante, quindi per trovare tali percorsi
si dovra prima separare la parte reale e la parte immaginaria dell’espressione
(2.131), ottenendo:

arN+1

flz2) = flz) = —
{cos[(N +1)8 + a] +isin[(N +1)0 + o } (2.132)

Il percorso di discesa pit ripida sard quello per il quale la parte immaginaria del
membro destro dell’espressione (2.131) risulta nulla e la parte reale ne risulta
negativa:

sin[(N+1)0 +a] =0
(2.133)
cos[(N+1)0+a] <0

viceversa il percorso di pit ripida ascesa sara quello per il quale la parte immag-
inaria risulta essere nulla e la parte reale sempre positiva:

sin[([N+1)0+a] =0

(2.134)
cos[(N+1)0+a] >0
dalle condizioni (2.133) e (2.134) si ottengono le segueti relazioni:
e Percorso di discesa piu ripida:
o 2m+1
0=— + s 2.135
(N+1) (N+1) ( )
e Percorso di ascesa piul ripida:
6 @ | (2.136)
=— ™ .
(N+1) (N+1)

dove m € N,

Si torni ora all’integrale (2.120). Come si & visto per calcolare il percorso
di discesa piu ripida & necessario valutare I’espressione (2.135), dove la funzione
f(2) va a coincidere con ’esponente ig(z), per la quale ¢ necessario conoscere
il parametro «, legato alla prima derivata non nulla di ig(z) calcolata in zs.
Per funzioni ¢(z) complicate il calcolo di tale percorso pud risultare laborioso,
inoltre il percorso di integrazione, una volta ottenuto, pud anch’esso risultare
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complicato, rendendo difficile lo svolgimento in forma chiusa dell’integrale. For-
tunatamente il calcolo del percorso di discesa piu ripida non & necessario per
I’applicazione del metodo, é sufficiente infatti eseguire una trasformazione con-
forme all’interno dell’integrale; in modo da far coincidere il percorso di discesa
piu ripida con una linea semplice, per esempio 'asse reale. Tale procedura
prende a volte il nome di metodo di Van der Waerden (VAW) [40, 41]. Si con-
sideri la funzione complessa f(s) = —s?. Tale funzione possiede un unico punto
di sella semplice, i.e. di ordine 1, in s = 0. La sua prima derivata non nulla
in 0 pud essere scritta nella forma ae’®, ponendo a = 2 ed o = 7. Ne risul-
ta che i percorsi di discesa piu ripida sono le due semirette con origine in 0 e
formanti un angolo con 'asse reale pari a 0 ed a m. E chiaro quindi che I'asse
reale puo essere scelto come percorso di discesa piu ripida relativo a questa fun-
zione. Analogamente i due percorsi di ascesa piu ripida saranno le due semirette
formanti 'asse immaginario. Tali percorsi si possono riconoscere facilmente in
Figura 2.11, dove é riportato 'andamento 3D della parte reale della funzione
f(s) = —s?. Si ponga quindi la funzione ad esponente in (2.120) pari a —s? (Si
noti che k£ é una costante e viene lasciata fuori dalla trasformazione conforme.
Nel caso in cui & sia una costante complessa é possibile ridefinire la funzione ¢(z)
come ¢(2)e**#*) in modo che I’argomento di k non modifichi successivamente
il percorso di discesa piu ripida):

ilg(z) — a(z)] = =5 (2.137)

Si noti che & stato aggiunto il valore ¢(zs) per fare in modo che il punto z = z;
si trasformi nel punto s = 0. A questo punto & possibile scrivere ’espressione
(2.120) come segue:

oo dz ikq(zs) ,—ks?
I(k) = F(z)d—e N=s) g™ s (2.138)
oo s
Si ponga ora:
d
G(s) = F[z(s)]d—z (2.139)
quindi l'integrale si pud riscrivere come segue:
. +oo 2
I(k) = o) / G(s)e " ds (2.140)

A questo punto il percorso di discesa piu ripida dell’integrale (2.140) coincide
con l’asse reale. Per risolvere in forma chiusa tale espressione si sviluppa la
funzione G(s) in serie di Taylor di punto iniziale s = 0 (si suppone qui che
G(s) non presenti singolarita polari o essenziali su tutto 1’asse reale, se cosi non
fosse il metodo sarebbe facilmente generalizzabile considerando lo sviluppo in
serie di Laurent e valutando i termini singolari a parte):

I o)
G(s) = Z L(O)

n=0

—s" (2.141)
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Figura 2.11: Parte reale della funzione complessa —s2.

Inserendo tale espressione nell’integrale (2.140) si ottiene:
“+o0
_ GM(0) [te° 2
_ ikq(zs) = \Y) n_—ks
I(k) = e™ E Ll / steT " ds (2.142)
n=

— 00

Si ricordi a questo punto il seguente integrale notevole, legato all’integrale di

Eulero:
+oo 2 T
/ e dr = [+ (2.143)
o k

Si dimostrera ora che tutti gli integrali relativi alle potenze dispari di s nel-
Pespressione (2.142) sono nulli, si prenda in considerazione per primo il seguente

integrale:
+o00
1 +oo
/ seFds = - {e—’fﬂ =0 (2.144)
o 2 —0
si consideri ora il seguente integrale
+o0 2
/ ¥l hgs neN (2.145)
—o0
si noti ora che:
d
- (6_1“2) = —s2e ks’ (2.146)
quindi:
+o0 5 dm +oo R
/_OO gintle=hsgs — (—1)”W/_OO se " ds =0 (2.147)
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Nell’espressione (2.142) rimarranno quindi solo i termini pari. Per questi ultimi
¢ possibile ricavare un’espressione analitica. Infatti:

+oo n +oo
2n  —ks? _ n d —ks? _
/ se " ds = (—1) w/ e "ds =

— 00 —0o0

= (—1)"5;( Z) (2.148)

Sfruttando la relazione (2.148) all’interno della (2.142), otteniamo:

) +oo (2m) n T
I(k) = eika(zs) Z(_l)mG(QTn)(lO)din ( k) (2.149)
m=0 ’

Si noti un fatto notevole: la relazione di equivalenza nell’espressione (2.149)
& esatta, questo vuol dire che, applicando questo metodo 'unico errore che
si compie nella valutazione dell’integrale sard dovuto al troncamento della se-
rie. Sostanzialmente si é riusciti, grazie alla procedura svolta, a trasformare
un’integrale in una serie senza introdurre errori o approssimazioni.

2.6.1 Valutazione asintotica dell’integrale della funzione

d’onda riflessa

Si andra ora ad applicare il metodo esposto nella sezione 2.6 all’integrale (2.114).
Per fare questo si dovra esplicitare, all’interno dell’integrale, ’espressione del
coefficiente di riflessione dell’onda piana. Esso perd, come é gid stato notato
in precedenza, assume due forme diverse a seconda che 'onda incidente sia in
polarizzazione H o in polarizzazione F. Osservando le espressioni dei coefficienti
di riflessione e di trasmissione in polarizzazione H e E, in (1.133), (1.134),
(1.135) e (1.136), si pud notare una forte similitudine tra esse. In particolare
per passare dalla polarizzazione H alla polarizzazione F ¢ sufficiente sostituire
al parametro ¢ il parametro p e viceversa, secondo il ben noto principio di
dualita. Si potrd quindi procedere ad una trattazione unica scegliendo una
qualunque delle due polarizzazioni e passare poi all’altra con questa semplice
sostituzione. Scegliamo di trattare la polarizzazione H, in quanto, entrando in
gioco il parametro €, é sicuramente piil critica della polarizzazione E, dove si ha
il parametro p che, nella grande maggioranza dei casi, potra essere considerato
uguale per i due mezzi. Si scriva quindi Iintegrale in (2.114) esplicitando il
coefficiente R(k.), in polarizzazione H, e 'espressione dello spettro dell’onda
cilindrica, ottenendo:

kiz _ kozx —ixkypti s (k= /k1)
1 +o0 . 2t 1e+imarccos (k. /k1)
_ 1 €2 i(k1z2h+k.2)
R”m($727h) = 727T s n T kl et Fia =) dk,
-0 €1 £2 z

(2.150)
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Si chiami y = 2h — x e si definisca nuovamente il sistema di riferimento in
modo che risulti x = r,cosf, e z = r,sinf. Moltiplicando numeratore e
denominatore per £1e2 si potra scrivere:

RWin(x,2) = — elkaxths2) g,

1 /+oc cok1s — 1kos eimarccos (kz /k1)
T Jooo E2k1z +e1koy iz

(2.151)

Si espliciti ora la dipendenza da k. in tutta la funzione integranda:

1 +oo /k.2 — k2 — /k2 — k2 im arccos (k. /k1)
RW7n(X7Z) = - =2 ! = = 2 = £ !

TJooo eaVhi —k2+eiv/hky — k2 kT — k2
i VR Rz) g (2.152)

In analogia a quanto fatto nella sezione precedente rinominiamo le diverse parti
dell’integrando come segue:

7 EQ\/W _ Elmeimarccos (kz/k1)
Fo (k) = (2.153)
exV/ki —kZ+erV/k3 — k2 kT — k2
q(kz) = x\/ ki — k2 + k.2 (2.154)

Troviamo ora il punto di sella della funzione ¢(k.):
da(k:) _ —xk: _ zVR K-k (2.155)
dk. kI — k2 N '

Chiamando la coordinata del punto di sella k, = k;:

k k
z\/k%fkfkas:Oaks:ﬁ:ﬁ

Tx

Il punto di sella sara quindi:

k
ks = 2 = ky sin 6y, (2.156)
Tx

La funzione ¢(k) nel punto di sella assume il valore:

q(ks) = x\/k} — k?sin® 0, + 2k sin 6, = ki (x cos 0y, + zsin6, )

q(ks) = kiry (cos? 0, +sin®0,) = kyry, (2.157)

da cui:

Si faccia ora il seguente cambiamento di variabile:

iq(k,) = iq(ks) — s* = ikiry — s (2.158)
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da cui:
(dg\7!
dk, = 2is (dkz> ds (2.159)
Si potra quindi riscrivere Uintegrale (2.152) come segue:
2 . +oo d —1
RWpn(x, z) = —ZeZk”X/ sFnlk.(s)] <dk(;1 > e ds (2.160)
™ — 00 z

dove il percorso di integrazione € stato modificato in modo che ora 'integrazione
sull’asse reale rappresenti un percorso di steepest descent.

Come vuole il metodo di VAW si andra ora a sviluppare in serie di Taylor la
funzione G(s) composta da tutte le funzioni dell’argomento dell’integrale tranne
Pesponenziale in s2, tale funzione si approssimera arrestandosi al primo ordine,
sl avra cioe:

G(s) = sk (s)] (j;) ~

Sk (s)] (jli)_ll (2.161)

s=0

Come si pud vedere tale espressione in s = 0 é indeterminata, infatti la derivata
della funzione ¢(k,) per s = 0, i.e. k. = ks, ¢ nulla per definizione. Per calcolare
Pespressione (2.161) dovremo quindi risolvere il seguente limite:

dg \ " dg \ "
lim s <dkz> = kzhir}C s(kz) <dkz> (2.162)

dove Despressione di s(k,) si ottiene invertendo la (2.158):

s=e"T\/q(k.) — q(ks) (2.163)

quindi inserendo le espressioni (2.155) e (2.163) in (2.162) e ricordando la
(2.156), si ottiene:

I N S W s
k,—kysinf, 7, /k;% _ kg _ kzX

esplicitando Pespressione di (k. ), si veda la (2.154), si ha:

e”'F \/X\/k% — k24 k,z — kiry
lim \/ kT — k2
kz*)kl Sinex ZA /k% — kz — kZX

Si ponga ora k, = k; sinw e si passi dal riferimento cartesiano a quello cilindrico:

3 0 n
. e "1 \/klrx cos 0y cosw + k17 sinwsin 6, — klrxk
im - - 1 COSw
w—0y, k17y sin 8, cosw — k7, cos 0, sin w

Che, con un po’ d’algebra e usando le formule trigonometriche di addizione e
sottrazione, diventa:

—1

lim € cos(fy, —w) —1

w=0y /17Ty sin(g, — w)

5|

k1 cosw
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che puo anche essere scritta come segue:

I cos( —1 i
im cos w
w—0y /k‘17‘x 1— cos2 w) !

ovvero:

. e -1
lim ki cosw =

e 1
N \/ﬁ 1+ cos(fy — w) N /2k17y

Si & cosi risolta I'indeterminazione e si potra quindi scrivere la forma approssi-
mata della (2.161) come:

k1 cos 6y, (2.164)

s
Ly

G(0) = Fy (k) —

i W/leTX

dalla quale, con ausilio della (2.153), si puo scrivere:

Fo(ks) = 62\/@— 51\/1%—7]636””““05(’@3/7&’1)
m\ s 52\/W+51\/k}%,k§ \/k%* 2

da cui, ricordando la (2.156), si trova:

202 . .
Fm(kg) ]{:152 CcoS 9)( — €14/ k‘% — kj% Sin GX eim arccos (sin 6y )

k1 cos b, (2.165)

kiea cosby + €1 \/m k1 cos by,

da cui ricordando che sin6, = cos(f,, — 7/2) ed esplicitando le espressioni dei
numeri d’onda in funzione dei parametri del mezzo, si ottiene:

VH1E1ea cos by — g1 \/M252 — pieg sin® Oy im(0x—7/2)

FM(ks) = - ;
ViiEiez cos Oy + & \/M252 — pyeq sin? 6, "t COS Uy

Dividendo numeratore e denominatore per la quantitd €162 e con un po’ di

algebra:
Crcosby —(aq/1 ”151 sin? Ox pim(Oy—m/2)
Fm,(ks) =

¢1cosby + (o e gin? g, k1 cos 0y

H2€E2

dove con (; e (2 sono state indicate le impedenze dei due mezzi. Andando a
sostituire F'(ky) in (2.165) si ottiene:

. . u1E
iet7n(9x—7r/2)—z7r/4 Cl COs 0X — (2 1-— Llsl SIH 0

V/2k1ry Cicos by + o — g1 gip? 0y

H2E2

G(0) = (2.166)
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A questo punto si potra sostituire la (2.166) nell’integrale (2.160), ottenendo:

im0
x 2
RWn (X, 2) ~ - \/; i(kiry—mET—T)
X

Greos by — G2y /1 — £ sin 20, /+oo i
: e ®ds

_ Mie1 ;02
Crcosby + (24 /1 re, Sin 0y

, 2 . P
RW,, (Tx7 9)() roet™Ox | 2 eilkirx—mE—g),
Tkiry

Crcosby — (24/1 ‘“51 sin” 0,

_ K1&1
¢1cos by + (2 e sin? 0y

— 00

ovvero:

(2.167)

La (2.167) rappresenta la forma approssimata della funzione d’onda riflessa vali-
da per kyry >> 1. Siricordi ora I'espressione asintotica della funzione di Hankel
del primo tipo e di ordine m [10]:

2 . T_
Hy(r:Ll)(Z) _ \/;(il(zmzz;) (2.168)

Confrontando le equazioni (2.167) e (2.168) si puo notare che nell’espressione
approssimata della funzione di riflessione c’é proprio l'espressione approssimata
della funzione di Hankel moltiplicata per un termine esponenziale e™/x, i.e.
una forma approssimata della funzione d’onda cilindrica, il tutto moltiplicato
per una funzione dell’angolo 0, e dei parametri dei due mezzi. Si pud anche
notare che la funzione di Hankel presente in (2.167) ¢ centratain = 2h e z =0,
ovvero nel punto simmetrico, rispetto all’interfaccia, del centro dell’onda cilin-
drica incidente. E come se I’onda riflessa fosse un’onda cilindrica proveniente
dal mezzo 2 avente il centro a distanza h dall’interfaccia e modulata in ampiezza
dalla funzione:

Crcosby — oy /1 — Zlg sin” 0,
A(C1,C2,0y) = (2.169)
Crcosfy + Coy /1 — 12 sin? 9,

H2€E2

Si noti inoltre che l'espressione (2.169), e quindi la (2.167), ¢ valida nel caso
in cui 'onda incidente sia in polarizzazione H; nel caso di polarizzazione F
sara sufficiente sostituire alle impedenze caratteristiche dei mezzi, le ammetten-
ze caratteristiche, I’espressione quindi manterrd un comportamento del tutto
analogo nelle due polarizzazioni.

Si & dimostrato quindi che I'armonica cilindrica riflessa pud essere scritta
come segue:

RWi (7, 0x) = A(C1, Gy 05 ) C Wi (75 0) (2.170)
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ovvero risulta essere 'armonica cilindrica dello stesso ordine, centrata nel pun-
to simmetrico rispetto all’interfaccia del centro dell’onda cilindrica incidente,
moltiplicata per un opportuno fattore di ampiezza.

2.7 Diffrazione da un’arbitraria disposizione di

cilindri immersi in un mezzo con perdite

In questo capitolo ci si propone di esporre I'analisi teorica della diffrazione di
un onda piana e uniforme, propagantesi in aria, da parte di un numero finito
di cilindri infinitamente lunghi, di materiale conduttore elettrico perfetto, tra
loro paralleli, sepolti in un mezzo dissipativo, mediante ’approccio delle onde
cilindriche (CWA, Cylindrical Wave Approach). Questo approccio ¢ gia stato
applicato nel caso di cilindri sepolti in mezzi privi di perdite [42, 43]. In quanto
segue si descrivera il procedimento ivi presentato, modificando la trattazione con
l’ausilio degli strumenti ricavati nei precedenti paragrafi, in modo da adattarlo
al caso di mezzi con perdite. Si procederad prima di tutto all’impostazione del
problema teorico e successivamente si forniranno i dettagli dell’'implementazione
numerica del metodo.

2.7.1 Trattazione teorica

Come primo passo si descrivera la geometria del problema, introducendo i diversi
sistemi di riferimento necessari all’impostazione del problema elettromagnetico.
Si osservi la Figura 2.12. Si consideri lo spazio diviso in due semispazi occupati
dal mezzo 1 e dal mezzo 2, rispettivamente, caratterizzati da diverse permet-
tivita e conducibilitd, ma aventi la stessa permeabilitd magnetica. Si consideri
un sistema di riferimento principale (SRP) sul piano (z, z), scelto in modo tale
da far coincidere il piano x = 0 con l'interfaccia tra i due mezzi. A tale sis-
tema si associ il rispettivo riferimento cilindrico (r, 6) come definito in (2.41). I
cilindri si suppongono immersi nel mezzo 2, ed aventi I’asse di rivoluzione par-
allelo all’asse y del SRP. Il centro del cilindro n-esimo sara caratterizzato dalle
coordinate (hn,d,) ed il suo raggio sard chiamato a,,, inoltre per ogni cilindro
si definisce un sistema di riferimento secondario centrato sull’asse del cilindro
stesso. Tale sistema di riferimento avra coordinate cartesiane (z,,z,) e coor-
dinate polari (ry,0,). SRP & legato ai sistemi di riferimento dei singoli cilindri
dalla semplice relazione:

=Tt (2.171)
z =7z, +d, ’
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P=(&.0) Mezzol
6‘17 fuo

Figura 2.12: Rappresentazione geometrica di N cilindri sepolti.

Nel seguito si fara riferimento alle coordinate adimensionali che si ottengono
moltiplicando ogni coordinata per il numero d’onda del vuoto kg, si avra quindi:

& =kox ¢ =koz p = kor oy, = koay,
gn = koxn C’n = kOZn Xn = kOhn T = kOdn

Ora che abbiamo definito i sistemi di riferimento possiamo procedere al-
la definizione del problema. Si considerino i due mezzi con proprieta elettro-
magnetiche date dalle equazioni (1.97) e (1.99), dove, come si ¢ detto, si avra
11 = p2. Siconsideri un’onda piana e uniforme proveniente dal mezzo 1, che sia
caratterizzata dalla disturbanza V;(€,¢). Come si ¢ gia avuto modo di dire nei
capitoli precedenti, tale disturbanza assumera il ruolo di campo elettrico o di
campo magnetico parallelo all’asse dei cilindri a seconda che si stia considerando
il caso di polarizzazione E o di polarizzazione H. Tale campo sara soggetto ad un
riflessione nel mezzo 1 ed ad una trasmissione nel mezzo 2, dovute all’interazione
con l'interfaccia, cio dara luogo a due campi, il campo riflesso rappresentato dalla
disturbanza V,.(€, ¢) ed il campo trasmesso, rappresentato da V;(&, ). Quest’ul-
timo incidera sui cilindri sepolti provocando un campo diffratto, il quale sara il
risultato dell’interazione del campo trasmesso con ogni singolo cilindro e dell’in-
terazione del campo diffratto da ogni cilindro con tutti gli altri cilindri. Il campo
diffratto, che giace completamente nel mezzo 2, sara rappresentato dalla distur-
banza Vy(&, ¢). Infine, il campo diffratto incidera sulla superficie di separazione
tra i due mezzi dando luogo ad un campo diffratto riflesso (nel mezzo 2) ed ad
un campo diffratto trasmesso (nel mezzo 2); tali campi saranno rappresentati
rispettivamente dalle disturbanze Vy,-(€,¢) e Vg (€, ¢). Riassumendo, potremo
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chiamare V1(&, () e Va(&, () i campi elettromagnetici totali rispettivamente nel
mezzo 1 e 2, dove:

{m(m) = Vi(6, Q) + Vi(&, Q) + V(6. Q) (2.172)

‘/2(§5C) = V;f(ga(:) + Vd(va) + Vdr(év(:)

Si andra ora a definire ognuno di questi contributi. Partiamo dal cam-
po incidente. Come si é avuto modo di dire nel primo capitolo, il vettore di
propagazione di un’onda piana che si propaga in un mezzo con perdite pud es-
sere espresso con l'ausilio di due distinti formalismi, o con l'ausilio del vettore
di fase 3 e del vettore di attenuazione «, oppure con il formalismo degli angoli
complessi. Entrambi i formalismi sono stati presentati nel primo capitolo, dove
si sono anche ricavate le formule per passare da un formalismo all’altro. Nel
capitolo 3 si é visto che per il calcolo degli angoli di riflessione e di trasmis-
sione, nell’incidenza di un onda piana sull’interfaccia tra due mezzi con perdite,
il formalismo che permette una piu semplice soluzione del problema é quello
dei vettori di fase e di attenuazione. Per semplicita si é fatta 'ipotesi che 'on-
da incidente sia un’onda piana uniforme, quindi il vettore di attenuazione sara
parallelo all’angolo di fase, questo rende i due formalismi coincidenti, infatti si
avra:

B+ia = (By +icg)zy + (B +ia.)zg =
= (B +ia)(cos ¢z + sin ¢izy) = k(cos ¢,z + sin ¢;z,)

Il campo incidente potra quindi essere scritto indifferentemente con i due for-
malismi:

sz(f»() _ Voe(ﬁ+ig)~z — Vvoenl(ﬁ cos ¢pi+(sing;) _ Vvoenl(ﬁn“_+( sinng)) (2173)

dove ny € I'indice di rifrazione del mezzo 1, ottenuto dividendo il numero d’onda
k1 per il numero d’onda del vuoto. Con n;, e 74| 81 sono indicati rispettivamente
il coseno ed il seno dell’angolo ¢;, notiamo che nel caso in cui ’onda non fosse
uniforme tali quantita sarebbero complesse. Piul in generali le quantita nin;; e
n1n4| sono le componenti, rispettivamente ortogonale e parallela all’interfaccia
tra i due mezzi, del vettore n;, che si ottiene dal vettore k;, attraverso una
divisione per il numero d’onda del vuoto.

Per quanto riguarda il campo riflesso, abbiamo visto nel capitolo 3 come
calcolare I’angolo di riflessione ed il coefficiente di riflessione, che assumera la
forma data in (1.133) nel caso di polarizzazione H e (1.135) nel caso di polar-
izzazione E. In quanto segue chiameremo il coefficiente di riflessione Ria(k,)
indifferentemente per le due polarizzazioni, tenendo presente che nei due casi si
dovranno usare due espressioni distinte, mettendo invece 1’accento sul verso di
incidenza, distingueremo infatti questo coefficiente da quello che si ha nel caso
di onde provenienti dal mezzo 2 e che chiameremo Rg;(k,). Poniamo subito
Paccento sul fatto che, come si pud vedere dalle espressioni (1.133) e (1.135),
il coefficiente di riflessione é sempre una funzione pari della variabile k.. Cid
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detto potremo scrivere il campo riflesso come segue:
Vi(€,¢) = Ria(ny)) Voem (S cosortesings) — gy ypem (Zenintni) (2.174)

Per quanto riguarda il campo trasmesso possiamo ripetere considerazioni
analoghe a quelle fatte per il campo riflesso, avremo quindi il coefficiente di
trasmissione Ti2(k.), che, osservando Pespressione (1.134) nel caso di polar-
izzazione H e (1.136) nel caso di polarizzazione E, possiamo dire essere una
funzione pari della variabile k,. Diverso é il discorso sull’angolo di trasmis-
sione. Scriviamo la disturbanza del campo trasmesso, in analogia con la (2.174),
avremo:

Vi(€,¢) = Tu(ni”)%enz(ﬁ cos gefCsinde) — oy, Vyenz(EneL+ney) (2.175)

Al contrario dei due campi precedenti, in questo caso avremo che n; ) e ny saran-
no quantitad complesse, infatti 'onda trasmessa sara in generale non uniforme e
I’angolo di trasmissione ¢; sard quindi in generale complesso. Ora, osservando
il procedimento esposto nel capitolo 3 si vede che noto ’angolo di incidenza del
vettore di fase e quello del vettore di attenuazione, si possono ottenere gli angoli
di questi stessi vettori per 'onda trasmessa, nessuno di questi due angoli perd
coincide con 'angolo di trasmissione complesso. Come si & visto nel capitolo
1, infatti, ’angolo complesso del vettore di propagazione di un’onda piana non
uniforme € legato agli angoli che formano i vettori di fase e di attenuazione dalle
espressioni (1.64) e (1.49). Il procedimento per ottenere 'espressione (2.175)
sard quindi il seguente: si calcola ’angolo di trasmissione del vettore di fase e
quello del vettore di attenuazione, sfruttando le espressioni (1.121) e (1.122),
poi si inseriscono tali valori nelle espressioni (1.64) e (1.49). Cosi si otterranno
rispettivamente la parte reale e la parte immaginaria dell’angolo complesso ¢;.

Una volta calcolata la disturbanza V4 (€, ), il problema che ci si pone é quello
di un’onda piana non uniforme che incide su N cilindri arbitrariamente disposti
nel semispazio £ > 0. Dovremo quindi espandere il campo (2.175) in serie di
Fourier, come fatto in (2.57). Prima pero si dovra scrivere il campo nel sistema
di riferimento dell’n-esimo cilindro. Sfruttando il cambiamento di coordinate in
(2.171) si ottiene la seguente espressione:

Vi(€n, Cn) = Tz (ny)) Voe2 Cenmed Fintte) gnaEnnes +Camney ) (2.176)
A questo punto possiamo scrivere il campo in armoniche cilindriche come segue:

Vi(&n, Cn) :le(niu)Vbenz(xnnu-i-nnntu).
D A S (P s (2.177)

m=—0o0

Il campo diffratto dagli N cilindri sepolti si potrd scrivere come la sovrap-
posizione dei campi diffratti dai singoli cilindri:

N
Va(6,0) =D Van(£,€) (2.178)
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In questo modo il problema si sposta alla determinazione del campo diffratto
dal singoli cilindro. In questo senso sappiamo che il campo diffratto da un
cilindro pud essere agilmente espresso in armoniche cilindriche come segue (si
veda ’espressione (2.65)):

+oo
Vin(6nsCa) = Vo D ™" C Wi (2, n2Gn) (2.179)

Inserendo P’espressione (2.179) nella (2.178), si ottiene:

N “+o0

Va6, ) =Vo > Y ime ™ ymCWin[na (€ — xn)sn2(C — 1)) (2.180)

n=1m=-—oo

dove si é usata la relazione (2.171) per esprimere il campo in SRP. Ora no-
tiamo che tale campo dovra essere usato per 'applicazione delle condizioni al
contorno su ogni cilindro, per questo motivo sarebbe quantomeno comodo avere
un’espressione della disturbanza (2.180) in funzione delle coordinate di un singo-
lo cilindro, chiamiamolo cilindro g-esimo, ovvero quello su cui, di volta in volta,
andremo ad applicare le condizioni al contorno. Per fare questo andiamo ad
isolare il termine relativo al g-esimo cilindro nell’espressione (2.180), ottenendo:

+oo
Va(&,¢) = Vo Z i e g CWon (n2g, n2Cg) +
N —+o0 )
Vo D D ime e CWD (n2€n, n2Ga) (2.181)
n=1 m=—o0
n#q

Ora dobbiamo esprimere i termini aventi s # ¢ in funzione delle sole coordinate
(&4, ¢q)- Questo ¢ un classico problema risolto da Richmond con lausilio della
cosiddetta formula di addizione di Graaf per le funzioni di Hankel [10]. Infatti,
le funzioni cilindriche di questo tipo possono essere scritte come segue:

CWm (n2€n; n2<n) = H;,p(n2pn)eim0” =
+oo
= e S (1) H, (npng)e e nap,)e (2,18

l=—00

dove, pnq € 'ampiezza del vettore che unisce il centro del cilindro n-esimo con
il centro del cilindro g-esimo, 6,4 € ’angolo che forma questo stesso vettore con
lasse &,. Si veda la Figura 2.12.
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Inserendo ’espressione (2.182) in (2.181), si ottiene l’espressione cercata,
ovvero il campo diffratto in funzione delle coordinate del g-esimo cilindro:

“+o0
Va(€,Q) = Vo Y ime P ey CWin (na€y, naly)+
N “+o0

+ VE) Z Z Z.me_mrb(btcnm'

n=1 m=—o0

n#q
400 )
D (F1) OWosi(nang: naGag) Ji(napg)e ™" (2.183)
l=—0o0

dove si ¢ riconosciuta la funzione d’onda cilindrica in (2.182). Le coordinate
(€ngs Cng) somo legate a (png,0ng) secondo il legame tra coordinate polari e
cartesiane. Ora possiamo manipolare ’espressione (2.183) in modo da porla
in una forma pit compatta. Ricordando la proprieta delle funzioni di Bessel
Jn(2) = (=1)"J_n(2) e sostituendo nell’ultima sommatoria [ con —I, si ottiene:

+oo
Vd(fa() = Vb Z imeiim(ﬁthmOan(anq»n2<q)+
N “+o00 ) “+o0 ]
FVo D> Y e ™ e Y CWonsi(n2€ngs n2Gng) Ji(napg)e™ (2.184)
n=1 m=—o0 l=—0c0
n#q

Si metta ora in evidenza la quantitd Jl(ngpq)e“q e, ricordando la definizione
della funzione d’onda cilindrica, si ottiene:

“+o0 +oo N
Va(€,0) =Vo D Jilnapg)e™ YN ime ey
l=—00 m=—oo n=1
H,(,P n
. Ménqélm + CWi—i1(n2€ng, 12Cng) (1 — Ong) (2.185)
Jm(”?/oq

la quale rappresenta la disturbanza nel punto (£, ¢) in SRP, in funzione delle
coordinate del sistema di riferimento del cilindro g-esimo. Dove si & fatto uso
del simbolo di Kronecker:

0 per m#n
S — { P 7 (2.186)
1 per m=n

L’espressione (2.185) evidenzia molto chiaramente quali termini siano legati
all’interazione tra il campo incidente (che nel nostro caso ¢ il campo trasmesso
V1) ed il cilindro g-esimo, e quali termini siano invece legati all’interazione tra il
cilindro g-esimo e gli altri (N —1) cilindri. Infatti, il termine (1 —d,4) & sempre
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diverso da zero, tranne quando n = ¢, questo vuol dire che tiene conto dell’inter-
azione del cilindro g-esimo con gli altri cilindri, essendo nulla 'interazione che
il cilindro q-esimo ha con se stesso. L’altro termine, quello comandato da 6,4, &
sempre nullo, tranne quando n = ¢, quindi tiene conto del campo diffratto dal
cilindro g-esimo. Se infatti nell’equazione (2.185) si toglie la sommatoria su n,
ponendo n = ¢, si torna all’espressione (2.181), ovvero al campo diffratto da un
singolo cilindro, privo cioé di altre interazioni.

Ora che si é calcolato il campo diffratto, si dovranno considerare le sue
interazioni con l'interfaccia tra i due mezzi. Per fare questo ricorreremo agli
strumenti, da noi sviluppati nel capitolo 4, sulla riflessione e trasmissione di onde
cilindriche all’interfaccia tra mezzi con perdite. Si faccia riferimento ai risultati
del capitolo 4, ed in particolare all’equazione (2.114), e si ricordi inoltre che li
il sistema di riferimento era invertito rispetto al presente sistema, nel senso che
Iinterfaccia era sempre posta a distanza h dal centro dell’onda cilindrica, ma la
coordinata corrispondente era positiva, mentre nel nostro caso si ha x4 = —h,
(nel caso del cilindro g-esimo). Inoltre, 'onda rappresentata in (2.114) era valida
per ogni punto x < h, mentre nel presente caso lo sara per ogni punto x4, > hy,
so potra quindi scrivere la singola onda cilindrica diffratta-riflessa dal cilindro
g-esimo come segue:

RWy, [-n2(2x4 + &q)s n2Gg)] =
+o0 _ )
L Rgl(n”)CWm [—ng (2Xq + fq), TLH] eiCa| dn” (2.187)

:5_00

dove, rispetto alla definizione (2.114), si sono usate le variabili normalizzate g,
Cq © Xq in luogo di z4, 2, € hy, avendo posto k., = kon, e si ¢ inglobato il
termine esponenziale contenente hy (ovvero x4) all’interno dello spettro della
funzione cilindrica. E bene notare che il coefficiente di riflessione utilizzato é
RQl(’ﬂH), ovvero il coefficiente relativo ad un onda che incide dal mezzo 2 verso
il mezzo 1. Infine, & bene notare che la quantita ng nell’argomento della RWp,
e della CW,, & presente per ricordare che lo spettro si riferisce ad un’onda
cilindrica propagantesi in un mezzo con indice di rifrazione pari a ns. Per
chiarezza riportiamo qui 'espressione che tale spettro assumerd in questo caso,
ricordando le equazioni (2.98) e (2.99), si pud scrivere:

. e:l:i(f ngfnﬁfmarccos(n“/ng))
CWon =2 (2.188)

2 2
ns —mn
2 [

dove il + sta ad indicare i due casi z > 0 e z < 0, rispettivamente, e si & nor-
malizzato tutto rispetto a kg. Il campo diffratto-riflesso dovuto al solo cilindro
g-esimo sard quindi:

+oo
Virg = Vo Z i Mt e RW, [—12(2xg + &4)s 112G,)] (2.189)

m=—0oo
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Infine, il campo diffratto-riflesso da N cilindri arbitrariamente disposti, sara
semplicemente la sovrapposizione di N contributi del tipo (2.189), quindi:

N +oo
Var =Vo > Y ime ™ e RWo [—12(2Xn + &n), 1260 (2.190)
n=1m=—oo

che puo anche essere espressa in SRP con Pausilio della (2.171), ottenendo:

N +oo
Vi =103 S0 e e RW, [ (xa + €),na(C — )] (2.191)

n=1m=—oo

Come nel caso del campo diffratto, anche in questo caso é bene disporre di
un’espressione del campo in funzione delle coordinate del sistema di riferimen-
to del generico cilindro g-esimo, in modo da usare tale espressione quando si
vogliono applicare le condizioni al contorno su tale cilindro. Per fare cio, si es-
pliciti la rappresentazione integrale della funzione RW,,, nell’espressione (2.191),
ottenendo:

N ~+o0
Vdr :VO E E Z‘W’Le_lmqﬁ'tcnnm'
n=1m=-—oo

1 [T — .
Ro1 (n))CW p, [=n2(xn + &), 1] €™ dny, (2.192)

. .

Sfruttiamo ora l’espressione (2.171) relativa al sistema di riferimento del cilindro
g-esimo:

N +oo
Var :VO E § imeiznw)tcnm'
n=1m=-—oo
I

% R21(n‘|).

— 00

- OW i [=112(xn + X + Eq)s 1] €71 Cata=10) gy (2.193)

La disturbanza & ora espressa nelle sole coordinate del sistema di riferimento
del g-esimo cilindro. A questo punto, si deve tenere conto che tale onda andra
usata nell’imposizione delle condizioni al contorno sui singoli cilindri, essa perd
é espressa in onde piane e questa non é la forma piu agevole per visualizzare il
campo sulla superficie di un cilindro. Si procedera quindi ad espandere le sin-
gole onde piane in onde cilindriche, ovvero in una forma simile a quella assunta
dalla (2.185), in modo da rendere pin agevole la loro somma durante 1’appli-
cazione delle condizioni al contorno. Sfruttando l’espressione dello spettro di
un’onda cilindrica in un mezzo con perdite, fornita in (2.188), possiamo estrarre
da questo, nell’espressione (2.193), il termine dipendente dalla coordinata &,
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ottenendo:
N +oo
Vdr :% Z Z imeizmqstcnm'
n=1m=—o0
1 [t — ) )
2 Rt () CW i [~z (xn + X)) €= SmFeami) i Cla=im)
(2.194)

Si noti ora che la dipendenza dalle coordinate (&g, (;) all’interno dell’integrale &
quello di un’onda piana (N.B.: tale onda piana sara non uniforme, infatti come
¢ ben noto n sara reale, trattandosi di un integrale di Fourier, mentre n sara
necessariamente complesso a causa della natura complessa del numero d’onda
nel mezzo 2). Questo vuol dire che si potra espandere tale funzione di (§4,¢,)
in serie di Fourier come gia fatto in precedenza, ottenendo:

+oo
e Cani+Can — o€qnz2 cos part(qnz singar _ Z Z'leiil(terl(nqu)eiw" (2.195)

l=—o00
dove si é indicato con il simbolo ¢4, 'angolo che il vettore di propagazione della

singola onda piana dello sviluppo forma con ’asse z; per esprimere tale angolo
in funzione di n| si puo notare che:

ny = —MN3CoS Pgr (2.196)
n|| = ng sin g, ’
da cui si puo facilmente ottenere che ¢q. = arcsin(n|/nz). Inserendo tale
espressione in (2.195) si ottiene:
—+oo
e_gqnj_"qunH — Z Z-le—il arcsin(nH/ng)Jl (n2pq)eil9q (2197)
l=—00
ricordando ora che arcsin(z) = m/2 — arccos(z), si ha:
—+oo
e—fqnj_"l_anH — Z eil arccos(nu/ng)Jl(ngpq)eimq (2198)
l=—00

A questo punto si inserisca ’espressione (2.198) in (2.194) e, facendo uso della
definizione dello spettro di un’onda cilindrica, si inglobi il termine arcocoseno
in quest’ultimo:

N +oo ~+o0
Vdr :W) E E ime_lmqﬁt Cnm E Jl (n2pq)€7'l0q .
n=1m=—oo l=—o00
1 [t

% . R21(n\|)cwm+l [*712()@ + Xq),nu] el (Wq*nn)dn” (2.199)
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La quale pud essere scritta in forma pitt compatta con l'ausilio della funzione
RW,,:

+oo
Var =Vo ) Jilnapg)e™
l=—o00
N “+o0 )
> e M RWon gt [—2(Xn + Xg)sm2(ng — 1n)] - (2:200)

n=1m=—oo

Confrontando I’espressione (2.200) con la (2.185) si potra notare una completa
analogia tra le due rappresentazioni.

Rimane da esprimere il campo diffratto-trasmesso. In analogia con quan-
to fatto precedentemente e forti dei risultati ottenuti nel capitolo 4, potremo
scrivere I’armonica m-esima del campo diffratto-trasmesso dal generico cilindro
g-esimo, come segue (si veda l'eq. (2.118)):

I
TWm(&ququq) :7/ TQl(nH)'

21 J_
— g —n2 .
- OW o (—n2xq,n)e Hatxa) Yt 7L”elc‘m"dn” (2.201)

Diventa a questo punto banale la determinazione del campo diffratto-trasmesso
da N cilindri, infatti, in totale analogia con quanto fatto nel caso del campo
diffratto-riflesso, si potra scrivere (per analogia si veda leq. (2.191)):

N “+o0o

th(ga C) = Z Z Z.meii?ﬂ@tCan‘I/Vm(g — Xn> Cq — Mn, Xn) (2202)

n=1m=-—oo

dove si ¢ espresso il campo in SRP, infatti tale campo, essendo presente nel solo
dominio z < 0, non partecipa all’applicazione delle condizioni al contorno sui
cilindri e non c’¢ quindi la necessita di porlo in forme particolari come fatto nei
casi precedenti.

Ora che si sono espressi in forma conveniente tutti i contributi al campo
totale, si pud andare ad applicare le condizioni al contorno sulla superficie di ogni
cilindro per ottenere gli N vettori di dimensione infinita aventi componenti ¢, .
Per fare cio si deve prima di tutto specificare di quale materiale siano composti
i cilindri. Si iniziera considerando il caso di cilindri perfettamente conduttori.
Per scrivere la condizione sulla superficie dei cilindri, ovvero ’annullamento
della componente tangenziale di campo elettrico, si deve specificare a quale
polarizzazione ci si riferisce, infatti le condizioni al contorno sul generico cilindro
g-esimo, nei due casi di polarizzazione E o di polarizzazione H, saranno:

Vi(&, Q) + Val€,¢) + Var(€.Q)] =0, =0 Polarizzazione E  (2.203)

dpq Ipq g |p—a,

=0 Polarizzazione H (2.204)
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le quali sono analoghe alle condizioni (2.66) e (2.67), ricordando che il campo
elettrico tangenziale ad un cilindro, in un sistema di riferimento polare, indefini-
to lungo l’asse cilindrico, & proporzionale alla derivata, rispetto alla variabile p,
del campo magnetico diretto lungo ’asse cilindrico stesso.

Si andra ora ad esplicitare le espressioni (2.203) e (2.204). Si consideri per
primo il caso di polarizzazione E. Inserendo le espressioni (2.177), (2.185) e
(2.200) nella (2.203), si ottiene:

—+o0
T12(n ”) m2(anu+nqnf||) Z ile zlqstjl(ng()é ) il0q + Z Jl TLQOz ) 10
l=—0 l=—o0

m _—imaeo. H'f(é)(nQO[q)
Z Z e "Cnm Jiian(slm + OW771—Z(”2§71(17 n2<nq)(]- - 6nq) +

m=—oo n=1 m(n2aq

N
+ Z Ji(naay)e eifq Z

l=—o00

ime M nm BWin 11 [ nZ(Xn + Xq)a n2(7]q - Un)] =0

\II Mg

(2.205)

dove si & gid semplificato il termine di ampiezza V. A questo punto si pud
mettere in evidenza il fattore 3,°°° __ Ji(naayg)e??s, moltiplicare per un termine

e'P% ed integrare in 6, € [0, 27], sfruttando 'ortogonalita della funzione espo-
nenziale, e mettendo in evidenzia la quantita i™e~""%¢c,,, tra gli ultimi due
termini, si ottiene:

“+o0 N
T12(niH)emz(anu+nqmu)Z'pe—ipqﬁt + Z Z {ime—immcnm [RWm+p+

m=—oo n=1
H(l) Nox
b Sy CWonopl(1 = )| { =0 (2200)
P q
In quest’ultima espressione si & deciso di nascondere gli argomenti delle funzioni
cilindriche per alleggerire la notazione. E anche bene notare che il rapporto della
funzione di Hankel e della funzione di Bessel ¢ stato posto con 'indice p perché,
a causa della delta di Kronecker, sard non nullo solo per m = p e si é scelto di
esplicitare dei due indici quello non variabile. Ora definiamo la funzione:

In(2)
HV(z)

GE(z) = (2.207)

A questo punto nell’equazione (2.206) si porti il primo termine a secondo mem-
bro, si dividano ambo i membri per i e si moltiplichino per Gp(n2ay), ottenen-
do:

, Ongb
2 : im—pe—zmd)tcanE N0y BRWsy + —2 P _ L CW, (1 = 6, :| } =
E { p ( 2 q) +p G[];;(n2aq) P( q)

m=—oo n=1

= —T12(nl|‘)G (nocy)e in2(Xgme L Hngne)) o= ipP (2.208)
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la quale puo essere scritta in forma pitt compatta come segue:

q=1,2,..N

N “+o00
Z Z CnmApgnm = Bpg  con p=0,41,4.2, .. (2.209)

n=1m=—oo

L’espressione (2.209) rappresenta un sistema di infinite equazioni in infinite
incognite. In particolare le incognite sono gli N vettori di dimensione infinita
aventi componenti ¢,,,,. Ovviamente, per fornire una soluzione al problema
elettromagnetico andra troncata la serie in (2.209) e scegliere anche un criterio
di arresto nella variabilitd dell’indice p. L’espressione dei simboli introdotti in
(2.209) ¢ la seguente:

, Snad
Apanim = 1" P GE (noa,) | RWap + —Z P L CWp (1 — 6,
Pq p( 2 q) +p Gf(ngaq) p( q)

(2.210)

Bpg = —Tia(ny) ) GE (nparg) e (Xanes tnanu) g =ivde (2.211)
Per quanto riguarda la polarizzazione H é sufficiente inserire le espressioni

(2.177), (2.185) e (2.200) nella (2.204), ottenendo:

+o00 too
Tia(ng e Cemes ) ™ =91 Jinga e+ 3~ J(ngag)e.

l=—o00 l=—00

400 N ‘ Hrlr(zl)(nZOé )
. Z Z Z‘me_lmqﬁtcnm Wénqélm + CWm,l(Hanq, n2<nq)(1 - 5nq) +
m=—ocon=1 m q

“+o0 N 400
+ ) Jilnaag)e™ Yy N T i e M e RW ot [na(Xn + Xq) n2(11g — 1a)] = 0

l=—o00 n=1m=—oo
(2.212)
dove: L 0 (nap)
m\Nn2p
J! = —Zm 2l
m(nQIO) No ap
1 9H (nap)

H)M (nap) =
na

dp
Nell’equazione (2.212) si ¢ gia semplificato il fattore comune noVy dovuto alla
derivazione. Inoltre il risultato é stato ottenuto tenendo conto del fatto che le
quantitd CW,,_; e RW,; non dipendono dalla variabile p,, essendo dipendenti
solo dalle reciproche posizioni dei cilindri. Confrontando equazione (2.212) con
la (2.205), possiamo notare una totale analogia, quindi il sistema lineare che
descrive il problema elettromagnetico in polarizzazione H, sara identico a quello
descritto in (2.209), (2.210) e (2.211) a patto di sostituire la funzione G, ivi
introdotta nel caso di polarizzazione E, con la seguente funzione:
!
Gll(z) = 7{?1()2) (2.213)
Hyp(2)
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Nel presente capitolo si & impostato, a livello teorico, il problema della
diffrazione di un’onda elettromagnetica da parte di N cilindri sepolti in un
mezzo con perdite. La soluzione rigorosa al problema ¢é stata fornita tramite
il sistema lineare ad infinite dimensioni (2.209), con le definizioni in (2.210) e

(2.211), insieme alla funzione Gy, /M dipendente dalla polarizzazione e fornita
dalle espressioni (2.207) e (2.213). La soluzione di tale sistema fornisce gli N
vettori di dimensione infinita, espressi dalle componenti ¢, grazie ai quali é
possibile ottenere un’espressione analitica, in forma di serie, del campo totale
nei due mezzi, rappresentato tramite le disturbanze espresse dalle equazioni:
(2.173), (2.174), (2.175), (2.185), (2.200) e (2.202). Per passare da tali distur-
banze al valore del campo si deve nuovamente specificare quale polarizzazione
si sta trattando; come & noto infatti, nel caso di polarizzazione E la disturbanza
coincide con il valore di campo elettrico diretto parallelamente agli assi dei cilin-
dri, mentre nel caso di polarizzazione H, la disturbanza rappresenta il valore di
campo magnetico parallelo agli assi dei cilindri, quindi per ottenere il relativo
valore di campo elettrico si dovra ricorrere alla quarta equazione di Maxwell nel
modo seguente:

1 1 OH. OH.
E=——VxH=— (:coazyzo 8;’) (2.214)

iwe iwe
Come si vede, nell’espressione del campo elettrico in polarizzazione H, com-
paiono le derivate del campo magnetico,ovvero della disturbanza, rispetto alle
coordinate = e z. Sono state ricavate delle formule ricorsive per la funzione
cilindrica CW,,(z, z), per la funzione cilindrica riflessa RW,,(x, z) e per la fun-
zione cilindrica trasmessa TW,,(x, z) , che permettono il calcolo numerico di
tali derivate in modo molto agevole. Tali espressioni sono fornite in [42], per la
loro derivazione si puo invece far riferimento a [43].

A questo punto si andra a considerare il caso di cilindri dielettrici. Si scrivera
la permittivita del p—esimo cilindro come ecp = s’cp—&-ia’c’p. Il campo all’interno
del p—esimo cilindro potra essere scritto come sovrapposizione di armoniche
cilindriche stazionarie con coeflicienti incogniti dy,, come segue:

“+o0
Vep(&p, Gp) = Vo Z Apmi™ e ™0 I (neppp) e ™07 (2.215)

m=—0o0

dove n., é l'indice di rifrazione del cilindro g—esimo, definito come la radice
quadrata della rispettiva permittivitd. Esso é ovviamente una quantitd comp-
lessa.

A questo punto si é in grado di applicare la condizione di continuitd del
campo tangenziale su ogni cilindro. In polarizzazione E la continuita del campo
elettrico coincide con la continuita della funzione V (&, (), e la continuitd del
campo magnetico con la continuita della derivata della funzione V (€, () fatta
rispetto alla coordinata radiale. Analogamente, in polarizzazione H, la con-
tinuita del campo magnetico coincide con la continuita della funzione V' (¢, (),
mentre la continuita del campo elettrico coincide con la continuita della derivata
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rispetto a r della funzione V (¢, {), divisa per la permittivita del mezzo. Le con-
dizioni al contorno possono quindi essere scritte in forma compatta per entrambe
le polarizzazioni come segue:

Vit Ve+ Ve =V, with Pp = Op (2.216)
oV, OVy 0OV, oV, .
a—pt 3. B = th/Hﬁ with Py = Qp (2.217)
p p p p
dove:
1 for E polarization
E/H _ p
b = {51/5cp for H polarization (2:218)

Inserendo le espressioni degli sviluppi in onde cilindriche per le diverse distur-
banze e attraverso un po’ d’algebra, si ottiene:

N “+o0

SN AP, — BV = 1Py (2.219)
g=1m=—o0

N 400

S S AP, - B = LiPPdy (2.220)

g=1m=—o0

conp=1,2,..N,[=0,£1,£2,... e:

Al(;f)pq ="M {(1 - 5pq)CWm—l(n1§pqv nleq)+
+RVVl+m [_nl (Xp + Xq) ;11 (77]) - Uq)]} Gl(la)(nlal)) =+ 510(1517”

(2.221)
B[(l,?)p - _ TOEI/HeiTH (ntLXle'ntHnP)e_iqut GZ(I’Q) (nlap) (2222)
Ll(l,Z)p :th/H@E—ilmG;lv?) (n1cy,) (2.223)

ni

dove GV (2) = Ji(2)/HV () e G*) (2) = Jj(x)/H{"' ().

I sistemi lineari (2.219) e (2.220) forniscono i valori delle incognite del prob-
lema cpm and dpn,. Tuttavia, ¢ possibile eliminare dal problema i coeflicienti
dpm scrivendoli in funzione dei coefficienti c,,,. Tale espressione ¢ conveniente
in quanto riduce il numero delle equazioni da inserire nel sistema, inoltre cid che
interessa nella pratica generalmente ¢ il campo diffratto, quindi nella maggior
parte dei casi i coefficienti d,,, possono anche non essere calcolati esplicita-
mente, riducendo i tempi di calcolo ulteriormente. Isolando i coefficienti dp,
nel sistema (2.219) e inserendoli nel sistema (2.220), si pud scrivere la seguente
espressione:

N “+00
S ANy =B (2.224)

g=1m=—o0
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dove:
8 = LA LA (2229
BP = 1P BP — [P BP (2.226)

La soluzione del sistema (2.224) fornisce la soluzione completa del problema
di diffrazione. Il calcolo dei coefficienti ¢, pud essere svolto attraverso una
procedura numerica tramite un opportuno troncamento delle serie coinvolte.
Tale procedura € esposta nel seguente paragrafo.

2.7.2 Implementazione numerica

Si vuole ora esporre la procedura numerica implementata per calcolare i campi
ricavati teoricamente nella sezione precedente. Per tale implementazione si &
deciso di usare un codice in linguaggio Fortran. Questa scelta & stata dettata
dall’avere a disposizione il codice che implementa la stessa procedura nel caso
privo di perdite e che ¢ stato presentato in diversi lavori [44, 45, 46, 42]. Si e
scelto quindi di generalizzare tale codice in modo da ottenere un programma
che fornisca il campo diffratto da N cilindri sepolti in un generico mezzo, con o
senza perdite. Come appare chiaro dallo studio dei riferimenti citati, la parte del
codice piu delicata e sulla quale si & dovuto lavorare piu strenuamente riguar-
da il calcolo degli integrali legati all’onda cilindrica riflessa e all’onda cilindrica
trasmessa, RW,, e TW,,, rispettivamente. Tali integrali, infatti, sono carat-
terizzati dall’avere un integrando che oscilla molto velocemente, soprattutto
quando si considerano alti valore della variabile (. Per risolvere questi integrali
si & sviluppato un metodo di Gauss adattivo in frequenza, cioé un metodo che
calcola la frequenza istantanea della funzione integranda, sceglie un intervallo
di integrazione, che sia il pit vicino possibile al periodo effettivo, ed in questo
intervallo procede ad una integrazione per quadratura convenzionale, sfruttando
per esempio il metodo di Legendre o di Laguerre [48].

Nel seguito, si prenderd in considerazione l'integrazione relativa alla so-
la funzione TW,,, questa infatti é decisamente pit complessa della funzione
RW,,, quindi tutti i metodi che si svilupperanno saranno facilmente estendibili
a quest’ultima funzione.

Si consideri ’espressione (2.201) nella quale si espliciti lo spettro dell’onda
cilindrica:

TWon(£,¢,x)

1 +oo eix, /ngfnﬁ+im arccos(n /nz2)
To1(ny) :
[ R
ng n”

o HER) /i icn dn| (2.227)

s

dove non si sono riportati i pedici alle variabili spaziali per alleggerire la no-
tazione. Nella trattazione del caso privo di perdite, 'integrale veniva spezzato
in tre contributi, uno che andava da —oo a —ns, uno che andava da —ns a
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ng e l'ultimo che andava da no a +o0o0. Questo veniva fatto perché all’inter-
no delle radici quadrate nell’integrando era possibile portare fuori la quantita
ng, che in quel caso era reale, e fare un cambiamento di variabile del tipo
n| = nzf3, grazie al quale la radice quadrata poteva essere riscritta come segue

/1 — 2. In questo modo, con un ulteriore cambiamento di variabile in cui
si poneva 8 = cost, si arrivava ad eliminare le discontinuitd in 41 della fun-
zione, inoltre si semplificava molto la forma dell’integrale il quale si riduceva
sostanzialmente ad un esponenziale complesso con esponente puramente im-
maginario per |8| € [0,1/nz] e con una parte reale che forniva uno smorzamento
dell’integrando per |3| € [1/n2,1]. Per dettagli su questa procedura si veda
[43]. Nel nostro caso, in cui ny € C, tale procedura non & piu cosi conveniente,
principalmente per due ragioni. La prima é che, essendo ny complesso, non si
potra mai raggiungere una suddivisione tra parte reale e parte immaginaria nel-
I’esponente dell’integrando in forma semplice, quest’ultimo sard quindi sempre
un esponenziale immaginario smorzato. La seconda ragione sta nel fatto che un
cambiamento di variabile del tipo 3 = n/n trasformerebbe il percorso di inte-
grazione in una retta sul piano complesso, inoltre, come si puo facilmente capire
dalle dissertazioni fatte nel presente capitolo, sul piano di S l'asse reale non
rientrerebbe pitt nell’insieme di convergenza, quindi in questo piano il percorso
di integrazione dovrebbe necessariamente essere complesso.

Per quanto detto finora, si vede bene che, nel caso di mezzi con perdite,
tentare un metodo di integrazione che segua la traccia del caso privo di perdite
risulta alquanto complesso. Tuttavia, pud essere notato che, in un mezzo con
perdite, lo spettro non presenta pitt discontinuitd in 4+no, non & quindi cosi
necessario il procedimento analitico che porta all’eliminazione di queste discon-
tinuita. Si puo inoltre notare che U'integrale (2.227) altro non ¢ che una trasfor-
mata di Fourier; tale trasformata, che é rappresentata dalla funzione TW,,,
sard sicuramente legata asintoticamente alla forma d’onda cilindrica, ci si pud
quindi aspettare che questa funzione decresca sempre pit velocemente all’au-
mentare delle perdite, dato che queste introducono un fattore di smorzamento
esponenziale nella funzione. Questo vuol dire che I'integrale (2.227) rappresen-
ta la trasformata di Fourier di una funzione avente una banda’ stretta, ovvero
interpretando la funzione TW,, come lo spettro, in senso puramente matem-
atico, dell’integrando; si potrd vedere che pit saranno alte le perdite, piu la
banda dello spettro sara stretta e quindi sara piu facile calcolare 'integrale con
il metodo numerico noto come Fast Fourier Transform (FFT) [48]. Tale metodo
sard sicuramente rapido e preciso nel caso di mezzi con perdite relativamente
alte, ma perderd di efficacia nel caso di perdite basse, diventando probabilmente
inapplicabile nel caso di perdite nulle, dato che la funzione TW,,, in questo caso,
decrescera come 1/,/p, ed avra quindi una banda estremamente ampia, renden-
do la FFT molto lenta. Si puo dire quindi che, se si sceglie di seguire il metodo
di quadratura svolto nel caso privo di perdite, si va incontro ad una notevole
complicazione della trattazione, ma si guadagna il fatto di avere un codice in
grado di funzionare sempre, con o senza perdite. Nel caso si scelga di usare la
FFT, si ottiene una notevole semplificazione del codice, ma si deve nel contempo
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rinunciare ad avere informazioni nel caso di perdite molto basse o nulle.

Si é deciso qui di estendere il codice del caso privo di perdite, riadattando i
metodi usati alla presenza di un indice di rifrazione complesso. Per cominciare
cerchiamo di rendere la (2.227) il piu simile possibile all'integrale trattato in
[43]. Per fare questo, consideriamo che il mezzo 1 sia aria (n; = 1) ed andiamo
a mettere in evidenza il modulo dell’indice di rifrazione del mezzo 2; facendo il
cambiamento di variabile n| = |na|f, si ottiene:

TW,(€,¢,X) 1 +/OOT ) eiX\n2|\/m+im arccos(Be k)
m\Sy Gy X) = — b1 | |
" VeXor — g2

e EHX)V 1—(|”2\/3)2ei|n2\45d5 (2.228)

Dividiamo ora l'integrale in due contributi, quello per |3] < 1 e quello per

8] > 1:

1 Pix|n2| €2i%k — 32 4im arccos(Be*?k)
I, = — T . .
" / 1 2 Ve 2
<
e HEHX)V 1*(\n2|ﬁ)2ei\n2|C5dﬁ (2.229)
1 eix|n2| 2tk 762+imarccos(68_wk)
I = — .
out T / 21 ,76275471“ — 62

18]>1

. e*i(@rx)\/1*(\n2|5)2ei\n2|45dﬂ (2.230)

Si analizzerd per primo I,,:, quello che, nel caso privo di perdite, veniva
chiamato spettro evanescente. Tale nome era dovuto al fatto che, per f > 1,
tutti gli esponenziali dello spettro diventavano reali e decrescenti. In questo
integrale, quindi, si teneva conto dello spettro evanescente, ovvero quello legato
alle onde evanescenti rappresentanti I'onda cilindrica incidente nello sviluppo
in onde piane. Nel caso presente, di mezzo con perdite, la parte dello spet-
tro relativo al mezzo 2, ovvero il mezzo di provenienza, non potrd mai essere
puramente reale. Infatti, ’angolo tra vettore di fase e vettore di attenuazione
non potra mai essere retto, quindi, essendo il vettore di attenuazione puramente
ortogonale all’interfaccia, per come & stato scritto I'integrale, il vettore di fase
avrd sempre anche una componente lungo z. Cid nonostante, continueremo a
chiamare questo contributo ’spettro evanescente’, dato che continua a rappre-
sentare onde quasi evanescenti, nel senso che ’angolo tra vettore di fase e vettore
di attenuazione tende, all’aumentare di |3|, a diventare un angolo retto, come
si vede dal termine di propagazione nel mezzo 2. Per prima cosa, si invertano
le espressioni sotto radice quadrata, in modo da portare fuori un’unitd immagi-
naria, in questo modo gli argomenti delle radici avranno sicuramente parte reale
positiva, il che é fondamentale ai fini della giusta determinazione della radice
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complessa nel procedimento numerico®:

—i 6*X|”2| B2 —e2i%k +im arccos(Be Pk

Tout = — I (P . :
T BQ — e2i9k

1B1>1

. (€00 (m2lB)P—1 ilnalc8 g 3 (2.231)

Si vede facilmente che per 8 < 1 si ha un integrale del tutto analogo a quello
che si ha per f > 1, salvo il cambiamento di segno davanti a 8¢ e all’interno
della funzione arccos, ma ricordando che:

arccos(—z) = T — arccos z (2.232)
é facile rendersi conto che:
M6 Cxom) = ()™M 551 (E —C x, —m) (2.233)

quindi, d’ora in poi ci si limitera a considerare il contributo per 8 > 1. A questo
punto, si vede che il denominatore dell’integrando non potra mai annullarsi per
¢r # 0, ma la funzione avra due massimi in § = £1 che tenderanno a divenire
due singolarita per ¢, — 0. Per rendere l'espressione trattabile numericamente
per qualsiasi valore di ¢, si operi il seguente cambiamento di variabile:

t= V1 (2.234)
B=ET1 (2.235)
df = ——at (2.236)

In questo modo si potra scrivere:

—i +o00 e—x|n2\\/t2+1—52id’k +im arccos(VEZF1e k)
Towt = — Toi(t .

() €0V PP na = ilna| VTS g g (2.237)

%La determinazione numerica della radice quadrata di un numero complesso viene
generalmente ottenuta con la seguente procedura:

0 w=0
\/7. w—‘,—i% w# 0,220
TEW =0y, w#0,z<0,y>0

Y iw w#0,2<0,y<0

w

con:
0 r=y=0

14++/14+(y /)2
we el S gy >y
z/y|+/1+(y/x)?
\/m//yI VIR g <y

dove si vede "importanza di avere x > 0 per essere certi della determinazione che verra scelta.
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dove:

t
F(t) = Wi gy (2.238)

E facile rendersi conto che in questo modo, quando ¢ = 0 e t = 0, la funzione
F(t) assume una forma indeterminata e si puo facilmente controllare che si ha
lim+ F(t) = 1. Quindi, dal punto di vista numerico, ¢ sufficiente definire la
t—0

funzione come segue:

Fit) 1 se ¢, =0
= t
—_— 0
Joticien 0 Ok >
In questo modo l'espressione all’interno dell’integrale in (2.237) ¢ correttamente
definita da un punto di vista numerico. Prima di procedere, & bene soffermarsi

sull’implementazione della funzione arccos di argomento complesso. Come é ben
noto, tale funzione puo essere anche espressa nella seguente forma [34]:

arccos z = +iln (z +V22 - 1) (2.239)

per avere maggiori informazioni su questa funzione si veda 'appendice C. Si pud
quindi sempre considerare:

) +m
glmarccos z _ (Z + \/ﬁ) (2240)

oppure si pud ricorrere alla seguente formula [10]:

arccos z = + {arccosﬁ +iln (a +Va?-— 1)} (2.241)

con:
B=5z+1—]z-1])

o =

N = DN =

(Iz+ 1]+ ]z = 1)

la quale ha il pregio di dividere la parte reale e la parte immaginaria della fun-
zione. Le determinazioni dei segni dipendono tutte dal foglio di Riemann che
si sceglie. Per la presente applicazione si vuole che la funzione arccos giaccia
sempre nel primo o nel secondo quadrante, da questa scelta si determina il seg-
no. La funzione acos della libreria Fortran IMSL (International Mathematical
and Statistical Libraries), fornisce proprio questa determinazione della funzione,
quindi si & scelto di usare tale strumento all’interno del codice. E bene notare
che, nel caso serva ’altra determinazione della funzione, é sufficiente cambiare la
parte immaginaria e lasciare inalterata la parte reale, in questo modo si ottiene
la determinazione della funzione arccos nel terzo e quarto quadrante.
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Cio detto passiamo a descrivere la procedura numerica usata per calcolare
Pintegrale (2.237). Come si & detto, l'integrando ¢ una funzione formata prin-

. « 10 . . _ 2 2t 44 2 —i¢p
cipalmente da tre esponenziali, il primo e~ X2V #2+1 - %k +im arccos(ViZ+1e™"7)

¢ un esponenziale complesso, in cui la parte reale dell’esponente tende a —oo
tanto velocemente quanto ¢y si avvicina a 0. Notiamo inoltre che il coefliciente
moltiplicativo |na|x € legato alle proprieta dielettriche del mezzo (/€2) ed alla
profondita a cui & sepolto il cilindro, quindi manterra valori limitati al con-
trario del parametro |ns|¢, il quale, rappresentando il punto in cui si calcola
il campo nella direzione (, pud assumere valori arbitrariamente grandi. Il sec-

ondo, eV 2?24 na 2 =1 1reganta un’esponente puramente reale e negativo,
quindi fornisce un contributo di pura attenuazione. Il terzo, e!l™2IVt*+1 & yn
esponenziale puramente oscillante. Per comodita si sceglie di trattare l'integrale
con la semplice formula di quadratura di Laguerre-Gauss, esattamente come si
faceva nel caso privo di perdite. L’unico termine, infatti, che differisce da quel
caso ¢ il primo esponenziale che, come si é detto, & complesso, quindi presenta,
un’oscillazione smorzata. Essendo perd ’oscillazione tanto piccola quanto pii
¢ si avvicina allo 0, pud essere tranquillamente trascurata. Per il calcolo degli
zeri della funzione si divide integrale in due parti, legate alla divisione del terzo
esponenziale in parte reale e parte immaginaria:

el VEHIC — (g <|n2|\/mc> + ¢sin (|”2|\/mc> (2.242)

In questo modo gli zeri dei due integrali ottenuti saranno facilmente calcolabili.

In particolare si avra:
2k 4+ )7 ]?
1 = | -1 2.24
a \/ B (2.249)

Er \?2
(2711() -1 (2.244)

In questo modo l'integrale si pud scrivere come una sommatoria di termini v,f

e v,f , il primo per il coseno ed il secondo per il seno, ognuno dei quali é un’in-
tegrale avente come estremi di integrazione gli zeri in (2.243) o (2.244). Tali
sommatorie presentano una convergenza proporzionale ai valori del parametro
m/¢ [43]. Per valori elevati del parametro, la convergenza é rapida, ma per
valori non molto elevati del parametro si ha una convergenza lenta e si rende
necessario un opportuno algoritmo di accelerazione. Si é scelto di usare un al-
goritmo di accelerazione noto come € — algorithm, un caso particolare del pit
generale metodo degli approssimati di Padé. Quanto detto finora sul metodo
di quadratura utilizzato & tratto da [44, 45, 43]. E bene notare che la presen-
za dell’oscillazione smorzata del primo esponenziale, porterd ad una traslazione
degli zeri (2.243) e (2.244), ma, come si ¢ detto, tale traslazione risulta suffi-
cientemente piccola da mantenere regolare 'andamento della funzione in ogni
sottointervallo di integrazione.

bi,
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Si consideri ora 'integrale I;,,, che chiameremo parte omogenea, ovvero quel-
la per || < 1. Anche in questo caso, il termine ’parte omogenea’ deriva dal
fatto che, nel caso di mezzi privi di perdite, l'integrale rappresentava le onde
omogenee che formavano lo spettro dell’onda cilindrica. Tale spettro veniva poi
diviso in una parte puramente oscillante, per || < 1/ng, ed in una parte oscil-
lante e smorzata, per 1/ng < |B| < 1. Tali definizioni erano dovute al fatto che
per |3] < 1/ng si hanno le onde incidenti che vengono parzialmente trasmesse
dallinterfaccia e per 1/ns < |B] < 1 si avevano le onde incidenti totalmente rif-
lesse. Nel caso di mezzi con perdite tale suddivisione mantiene il suo significato
fisico, infatti, come si & visto nel paragrafo 1.6.1, la trasmissione e la riflessione
di un’onda piana non uniforme, avente il vettore di attenuazione ortogonale al-
I'interfaccia, da un mezzo con perdite ad un mezzo privo di perdite pud essere
trattata in modo analogo a quanto si faceva nel caso di mezzi non dissipativi.
L’unica differenza che si presenta, come nel caso dello spettro evanescente, sta
nel primo esponenziale dell’integrale in (2.229). Tale esponenziale, rappresen-
tante la propagazione delle onde cilindriche dal centro del cilindro all’interfaccia,
non potrd mai essere né puramente decrescente, né puramente oscillante, infat-
ti, rappresentando onde piane che si propagano in un mezzo dissipativo, ed
avendo scelto n, € R, tale esponenziale avra sempre un andamento oscillatorio
smorzato.

Si potra scrivere:

Lin = Om(&,¢,x) + Sm(§, ¢, x) (2-245)
dove:
1 ¢ixIna|\/e2i%k — 32 4im arccos(Be k)
e ;\m 1 e Veion — B2 '
<1/ma

. e—i(£+x)\/1—(\n2|ﬂ)267?\n2|4ﬁdﬂ (2.246)

eix\n2| €2i%k — B2 4im arccos(BePk)

/e2idn _ 32
1/m2<|B|<1 b
e HEHX)V 1*(\n2|5)26i\n2|(:ﬁdﬁ (2'247)

1
Sm = - T21
o

Si consideri per primo lintegrale (2.246). Si vede subito che nel primo espo-
nenziale, in tale integrale, la parte reale della radice quadrata ad esponente non
ha un segno ben definito, esso dipende infatti dai valori di ¢y, e t. Sara quindi
necessario inserire nel codice, ogni volta che tale radice quadrata viene valutata,
un controllo sul segno della parte immaginaria, in modo da cambiarne il seg-
no quando questa diviene inferiore di 0. Per prima cosa, si esegua il seguente
cambiamento di variabile:

B = cost (2.248)
df = —sintdt (2.249)
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ottenendo:
arccos (7 )
Om — l / T(cos t)eix|n2\ €?'%k —cos? t+im arccos(cos te Pk
" arccos ()
.e—i(i-‘rx)\/mei\mlCCOSiD(t)dt (2.250)
con:

sint

D(t) = ———t
®) e2idk — cos?t

(2.251)

la funzione D(t) per ¢ = 0 e t = 0 presenta un’indeterminazione. Per fare in
modo che tale funzione abbia sempre un significato numerico ben definito la si
implementera come segue:

D(t) 1 se ¢k: =0
= sint
V ek —cos2 t 5 ¢k >0

Si analizzera ora la funzione integranda in (2.250). La funzione D(¢) non
é oscillante nell’intervallo di integrazione e non pone particolari difficolta. 11
primo esponenziale ¢ un esponenziale complesso (che si riduce ad un’esponen-
ziale reale puramente decrescente nel caso ¢ = 0). I due ultimi esponenziali
sono due integrali puramente oscillanti. Si ha complessivamente a che fare con
una funzione oscillante smorzata che andra integrata con il metodo di Gauss
adattivo. Per applicare tale metodo si deve calcolare la frequenza di oscillazione
istantanea. Si definisca prima di tutto tale frequenza. Dato un esponenziale
complesso del tipo e?7(®) con y(t) € C e t € R, si definisce la sua frequenza
istantanea come segue:

1
T oor

f(t) (2.252)

dt

dRe [(t)] ‘

Per calcolare la frequenza istantanea, si deve quindi prima di tutto calcolare la
parte reale dell’esponente, si deve poi calcolarne la derivata ed infine il valore
assoluto. Osservando 'espressione (2.250), si vede che si ha:

v(t) = x|na|V/ €%k — cos? t + m arccos(cos te” r )+
—(&4+ x)V1 = (Jn2| cost)? + |na|C cost (2.253)

una rapida analisi di questa espressione dimostra che non é scontato ricavarne
esplicitamente la parte reale e lo & ancor meno farne la derivata. Per il calcolo
della frequenza istantanea é allora molto piu pratico invertire le due procedure,
ovvero prima calcolare la derivata e successivamente estrarne la parte reale. Cio
é possibile grazie al fatto che, per una funzione complessa di variabile reale,
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la derivata della parte reale coincide con la parte reale della derivata’. Si puo
allora calcolare la derivata dell’espressione (2.253); con un po’ d’algebra si pud
vedere che risulta:

|na|? sin(2t)

V() = (xlnal cost +m) D(E) = (£ + X) g = —s3

— |ne|¢sint
(2.254)

dove la funzione D(t) & quella gia definita in (2.251). Inserendo tale espressione
in (2.252) si ottiene la frequenza istantanea:

1
T or

[na|? sin(2t)
2y/1 — (|ng| cost)?
—|ng|¢ sint]| (2.255)

Re

f(t) (x|n2|cost +m) D(t) — (£ + x)

Il calcolo della parte reale e del valore assoluto potranno essere effettuati nu-
mericamente.

Il metodo di Gauss adattivo per il calcolo degli integrali (2.246) e (2.247)
consta dei seguenti passi:

e Si calcola la frequenza istantanea della funzione nell’estremo sinistro del-
Iintervallo di integrazione ¢;

e Si calcola il periodo istantaneo T'(t;) = 1/f(¢t1) in questo punto. Se si
suppone che la frequenza sia una funzione monotona decrescente, tale
periodo sara inferiore a quello vero.

e si calcola il punto to =t + T'(¢1)

e si calcola il periodo del punto to: T'(t2) = 1/f(t2). Se si suppone che
la frequenza sia una funzione monotona decrescente, tale periodo sara
superiore a quello vero.

e Si assume come approssimazione del periodo vero quello che si ottiene
facendo una media tra T'(t1) e T'(t2): T = w

e Si integra nell’intervallo [t;,aT] (a & un reale positivo legato a quanti
periodi, o frazioni di periodo, si integra, minore € a, maggiore sara |’effi-
cienza del metodo di quadratura) secondo una formula di quadratura di
Gauss-Legendre di basso ordine.

Come si pud vedere, per il corretto funzionamento del metodo si richiede che
la frequenza della funzione integranda sia monotona (se crescente o decrescente

7 Appare ovvio che:

(t) = B(t) +ia(t) =~ = B +id
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cambiera solo il verso di integrazione). In generale pero la frequenza della fun-
zione potrd presentare punti di massimo o minimo. Si dovra quindi studiare la
funzione (2.254) per trovarne gli zeri (che grazie al modulo in (2.252) si trasfor-
mano in punti di minimo per la frequenza), massimi e minimi. Vista la forma
piuttosto complessa di questa funzione non é perd semplice calcolarli esplicita-
mente. Si & quindi costruito un algoritmo in grado di calcolare ricorsivamente
tali punti. Si andra ora a descrivere tale algoritmo.

e detto I'insieme di integrazione [a, b] e chiamato 6 = b— a, si cerca il primo
zero della parte reale della funzione (2.254), controllandone il segno, con
passo 0.016. La scelta di tale passo & dovuta al fatto che nella funzione
(2.254) non ¢ presente alcun termine cosl fortemente oscillante da giusti-
ficare una rapida oscillazione nello spazio di un centesimo dell’intervallo
totale.

¢ trovato lintervallo [a, ¢] in cui ¢ compreso il primo zero, si usa il metodo
di Ridder [48] per determinare lo zero z;.

e si verifica la presenta di massimi o minimi in [a, 21|, per mezzo del metodo
della sezione aurea [48].

e detto il primo estremo (massimo o minimo) my, si procede ad un controllo
sulla frequenza per controllare se é crescente o decrescente nell’intervallo,
ovvero si controlla se f(a) > f(my).

e si integra la funzione nell’intervallo [a,m;] con la formula di quadratura
di Gauss-Legendre.

e si procede alla ricerca di estremi successivi in [my, z1], procedendo cosi
all’integrazione in tutto l'intervallo.

e si trova poi il secondo, eventuale, zero zo e si ricomincia con la ricerca
degli estremi in [z, z2].

Come si vede, tale procedura é tutt’altro che semplice, ma, data la complessita
della funzione Re[y/(t)], non & possibile prevedere a priori il numero di zeri e di
estremi di tale funzione e si € quindi costretti ad una ricerca capillare di questo
tipo.

Passiamo ora all’integrale (2.247). Per prima cosa notiamo che questo in-
tegrale va diviso nella somma di due integrali, uno con 8 € [1/ny,1], altro
con § € [-1,—1/nl]. E’ facile notare che si ha una relazione, tra questi due
integrali, del tutto analoga a quella vista in (2.233), quindi si potra scrivere:

Sn(€,6x) = SUE G x) + (=1)™8D) (6, —¢,x) (2.256)
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con:
(1) 1 1 eiX|”2‘ \/ €2i%k — B2 +im arccos(Be” "k)
Sm *; /TQl(ﬂ) \/m '
1/nqo

e HETX)V 1*(|n2\ﬂ)2€i|"2\fﬁdﬂ (2.257)

Si puo quindi considerare il solo integrale (2.257). Si noti che per la radice
quadrata nel primo esponenziale si pud fare un ragionamento analogo a quello
fatto per O,,, si dovrd quindi inserire un controllo sulla determinazione di tale
radice. Si cambi il segno nella radice quadrata del secondo esponenziale, in
modo da renderne ben definita la determinazione. Si operi inoltre il seguente
cambio di variabile:

B = cost (2.258)
df = —sintdt (2.259)
ottenendo:
arccos %
S = l T21(COS t)eix|n2\\/52i¢k —cos? t+im arccos(cos te Pk
=
m

o

'6(§+X)‘/ (|n2] cos? t)2—1ei|n2\( COSD(t)dﬁ (2260)

dove D(t) & definito in (2.251). Per il calcolo di questo integrale si possono fare
gli stessi discorsi fatti per 'integrale O,,, salvo il fatto che in questo caso si ha
la funzione:

v(t) = x|na|V/ e2i®r — cos? t + marccos(coste "?F) + |ny|¢ cost (2.261)

notiamo infatti che il secondo esponenziale in (2.260) questa volta ¢ pura-
mente reale e quindi pud non essere considerato nel calcolo della frequenza.
La frequenza dell’integrando sara quindi:

ft) = % |Re [(x|n2| cost +m) D(t) — |nz2|¢sint]]| (2.262)

A questo punto potremo applicare a tale integrale le stesse procedure descritte
in precedenza per Uintegrale O,,.
Per come ¢ stato scritto il codice appaiono chiare alcune osservazioni:

e Il codice sara rallentato, rispetto al caso privo di perdite, a causa dei cicli
che si sono dovuti aggiungere per il calcolo degli intervalli di monotonia
delle frequenze e per la maggiore complessita delle funzioni.

e Il codice presenterd buone prestazioni per basse perdite, ovvero fino a
quando le funzioni integrande si scosteranno poco da quelle ideali. Inoltre
il comportamento per n, — oo degli spettri & convergente, ma tale conver-
genza ¢ lenta per ¢ — oco. Quindi il calcolo degli integrali potrebbe essere
affetto da errore per perdite elevate e nel calcolo del campo lontano.
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Figura 2.13: Coefficienti ¢,, nel caso di indice massimo M = 3|naja = 11, o
M = 3Re[ng]a = 6.

2.7.3 Risultati numerici

La procedura esposta permette di calcolare tutti i coefficienti dei sistemi lineari
(2.209) e (2.224). A questo punto quindi si & in grado di fornire una soluzione
al problema elettromagnetico. Il calcolo dei coefficienti pud essere fatto previa
una troncatura delle sommatorie. Nei casi privi di perdite il criterio scelto per
I'ordine massimo era M = 3nya, dove, no & l'indice di rifrazione del mezzo in
cui sono immersi i cilindri e « € il raggio del cilindro pit grande immerso, i.e.,
a = max{ay,}. Nel caso di mezzi con perdite, essendo ny complesso, si pone il
problema se sostituire a esso la sua parte reale o la sua parte immaginaria. Un
confronto tra i coefficienti ¢, ottenuti nei due casi é mostrato in Figura 2.13,
con o = 5.5 cm, h = 20 ¢cm, g2 = 10, 0 = 1 S/m ad una frequenza f; = 600
MHz. Come si vede dalla figura, i coefficienti ¢, risultano nulli gia quando
si usa Re[nz], 'uso di |ng| risulta quindi nel calcolo di un numero eccessivo
di coefficienti, peggiorando le prestazioni del codice. Si & scelto quindi come
criterio di troncamento M = 3Re[ns]a

In Figura 2.13, si pud notare ’andamento perfettamente esponenziale dei
coefficienti. Tale andamento & necessario per garantire la convergenza delle
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05
|Cnl
o o o 0=0 [S/m]
S x 0=0.01 [S/m]
04 o 0=0.1 [S/m]
o=l [S/m]
03
o o
X X
02 o o
[¢] ]
01 9]
R ° 2
[e] o
0 . | ¢ ¢ ¥ = &
8 6 -4 -2 0 4 6 8
m

Figura 2.14: Coeflicienti ¢, calcolati per diversi valori della conducibilita del
materiale in cui sono immersi i cilindri.

serie (2.185) e (2.202). Puo essere interessante vedere come vari 'andamento dei
coefficienti al variare della conducibilitd del mezzo. In Figura 2.14, é mostrato
I’andamento dei coeflicienti, nella stessa situazione della Figura 2.13, ma per
diversi valori di o. Si puod vedere che il coefficiente di ordine 0 & meno influenzato
dall’aumento delle perdite rispetto agli altri. Cio accade perché in tutte le serie
¢ presente il termine ¢"™?  mentre in tutti gli integrali & presente il termine
gimarccos(k=/k)  Tali termini influenzano fortemente 'ampiezza dei coefficienti
e sono nulli per il coefficiente di ordine zero. Inoltre, possiamo notare una
diminuzione esponenziale del termine di ordine zero, all’inizio molto lenta, ma
poi molto rapida. Cio é dovuto al fatto che la variazione é legata principalmente
alle funzioni di Bessel di argomento complesso. Notiamo infine che la forma a
campana di Figura 2.13 si ha solo per valori delle perdite sufficientemente alti.

Per mostrare il corretto funzionamento del codice si procederanno ora ad
alcuni confronti con casi noti in letteratura. Per ottenere la piti ampia conferma
dei nostri risultati si & deciso di confrontare ogni simulazione con i risultati
ottenuti con il software commerciale Comsol Multiphysics 4.0.

In Figura 2.16, é mostrato il campo elettrico scatterato trasmesso in aria nel
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Figura 2.15: Campo elettrico scatterato trasmesso in campo lontano per un’onda
incidente in polarizzazione T M. Le curve sono relative ai risultati presentati
in [49] (linea solida), ai rissultati del nostro codice (cerchi) e alle simulazioni
svolte con il software commerciale. Il campo incidente viene considerato con tre
diversi angoli di incidenza: ¢; = 0° (a), ¢, = 30° (b) e ¢, = 60° (c)

caso di un’onda incidente in polarizzazione T'M, su un cilindro perfettamente
conduttore di raggio a = 0.3 m, sepolto a una profondita h = 2 m, in un dielet-
trico dissipativo avente permittivita relativa eo = 15 e conducibilitd o = 0.001
S/m. L’onda incidente & stata considerata con tre diversi angoli di incidenza:
¢; = 0°, ¢; = 30° e ¢; = 60°. Si pud vedere come i campi messi a confronto
siano in ottimo accordo.

Si consideri ora un secondo esempio in cui si considera un’onda incidente
in polarizzazione TE. In questo caso, la nostra procedura si sviluppa in fun-
zione del campo magnetico, essendo questo espresso da un’unica componente
ortogonale al piano d’incidenza. In questo caso il campo elettrico viene calco-
lato attraverso le equazioni di Maxwell. Qui si mostrera il modulo del vettore
campo elettrico del campo scatterato trasmesso. Si considera un’onda piana in-
cidente ortogonalmente a frequenza 600 MHz, su un’interfaccia aria-dielettrico,
nel caso di un cilindro perfettamente conduttore di raggio a = 5.5 cm, sepolto a
una profonditd h = 1.2 m. Il dielettrico si considera con una permittivita relati-
va €2 = 10 e con una conducibilitd uguale a ¢ = 0, 0 0 = 0.0001, 0 0 = 0.001, o
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Figura 2.16: Campo elettrico scatterato trasmesso da un cilindro perfettamente
conduttore di raggioa = 5.5 cm, sepolto a una profonditd h = 1.2 m. 1l
dielettrico si considera con una permittivitd relativa es = 10 e con una con-
ducibilita uguale a 0 = 0 (linea solida), o o = 0.0001 (linea tratteggiata), o
o = 0.001 (linea puntinata), o o = 0.01 (cerchi). L’onda incidente si considera
in polarizzazione TE e ad incidenza normale.

o = 0.01. Il campo ¢ stato calcolato su una linea parallela all’interfaccia posta
a una distanza di 0.5 m da essa.

Si consideri ora un altro esempio di confronto con un singolo cilindro, questa
volta dielettrico. Per mostrare le potenzialitd del metodo, questa volta si con-
siderera un’onda incidente a frequenze ottiche , in particolare si & considerata
una lunghezza d’onda Ag = 0.3 pm. L’onda incidente si considera in polariz-
zazione TM e ad incidenza normale. L’onda scatterata é stata calcolata al di
sopra dell'interfaccia, su un segmento parallelo a essa posto alla distanza di una
lunghezza d’onda. 1l cilindro, avente raggio 0.04 pm, é immerso a una profon-
dita h = 0.08 um. Il mezzo in cui é immerso il cilindro si & supposto avere
un indice di rifrazione ny = 2.96 + 40.203, il cilindro, anch’esso di materiale
dissipativo si & considerato avere un indice di rifrazione n, = 1.44 4+ ¢1.31. 1
valori degli indici di rifrazione si riferiscono al caso di un cilindro d’argento im-
merso in un substrato di Carburo di silicio (SiC). In Figura 2.17, si puo vedere
il confronto tra i risultati ottenuti con il codice qui presentato e quelli ottenu-
ti con il software commerciale. In Figura ?7, si é rappresentata una mappa
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Figura 2.17: Confronto tra il campo elettrico scatterato da un cilindro dielettrico
immerso in un mezzo con perdite, ottenuto attraverso il codice qui esposto
(cerchi) e ottenuto con il software commerciale (linea continua)

bidimensionale del campo elettrico scatterato in questa configurazione. Qui si
puod vedere chiaramente 'onda scatterata trasmessa in aria essere con buona
approssimazione un’onda cilindrica, almeno ad alcune lunghezze d’onda dall’in-
terfaccia. Per quanto riguarda ’onda nel dielettrico, essa € la sovrapposizione
dell’onda scatterata dal cilindro e dell’onda scatterata-riflessa dall’interfaccia.
La cosa interessante & che anche quest’onda pud essere considerata cilindrica
con una buona approssimazione a una certa distanza dall’interfaccia. In questo
troviamo una conferma del risultato descritto dall’espressione (2.170). Li infatti
si sosteneva che I'onda cilindrica riflessa potesse essere considerata come un’ar-
monica cilindrica avente il centro di generazione nel punto simmetrico rispetto
all’interfaccia del centro del cilindro.

Una importante potenzialitd del metodo sviluppata consiste nell’avere un
totale controllo su ogni componente del campo elettromagnetico. Per esempio,
guardando al campo diffratto (2.185), si ¢ gia fatto notare come in esso possano
distinguersi i due contributi, uno dovuto al campo diffratto a causa diretta del
campo incidente e 'altro causato dall’interazione con gli altri cilindri. Quello
che si puo fare é eliminare questo termine di interazione e confrontare il campo
scatterato trasmesso nei due casi, con e senza interazione. In Figura 2.19 é
mostrato tale confronto, nello stesso scenario di Figura 2.17, ma con due cilin-
dri, sepolti alla stessa profondita di 0.08 um, disposti simmetricamente rispetto
all’origine degli assi e posti a una distanza reciproca di 0.16 ym. La simulazione
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Figura 2.18: Mappa di campo bidimensionale per il campo elettrico scatterato
nella stessa configurazione di Figura 2.17

é stata eseguita nel caso in cui il substrato di carburo di silicio presenti o meno
perdite, ovvero nel caso ideale e reale. Dalla figura si vede subito che nel caso
ideale la differenza tra il campo scatterato considerando o meno l'interazione
tra i cilindri € molto marcata. Viceversa, nel caso reale, tale differenza si riduce
sensibilmente. Cid accade perché la presenza delle perdite fa in modo che i cilin-
dri risentano meno ’'uno dell’altro. L’interazione infatti avviene perché il campo
diffratto da un cilindro va incidere sull’altro e viceversa. Questi campi hanno
un’intensitd piu bassa del campo incidente e quindi la presenza delle perdite
puo renderli addirittura trascurabili rispetto alla componente principale dello
scattering.

I materiali scelti e le dimensioni dei cilindri, sono stati tratti da [50], dove
si usa un allineamento di cilindri per ottenere un mezzo con indice di rifrazione
negativo. Il nostro codice ci ha permesso di simulare lo scenario e in Figura
2.20, é presente una mappa del campo elettrico diffratto da un campo incidente
normale all’interfaccia. E interessante notare come sia nella somma del campo
scatterato e scatterato-riflesso che nel campo scatterato trasmesso scompaiono
completamente le forme d’onda cilindriche. Tali onde sembrano piane in cor-
rispondenza del reticolo e questo é proprio quello che si ottiene nel caso di mezzi
omogeneizzabili.
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Figura 2.19: Campo scatterato trasmesso da due cilindri dielettrici paralleli.
Si considera lo stesso scenario di Figura 2.17, salvo la presenza di due cilindri
disposti simmetricamente rispetto all’origine a una distanza di 0.16 pm. In
(a) é rappresentato il caso di substrato senza perdite in due casi, considerando
I'interazione tra i due cilindri (linea continua) e senza tale interazione (cerchi).
In (b) si hanno le stesse due situazioni considerando perd il substrato con le
perdite.

Infine, si vuole mostrare una grande potenzialitd del metodo dimostrato.
Con esso infatti & possibile simulare il campo diffratto da qualsiasi oggetto a
simmetria cilindrica, attraverso lo scattering da un opportuno allineamento di
cilindri. Lo scenario pratico che si vuole affrontare & quello di un tubo di PVC,
in cui scorra dell’acqua, immerso nel terreno. In questo caso potremo sfruttare
ogni caratteristica del nostro metodo: avremo il terreno come substrato, quindi
un mezzo con perdite, avremo un cilindro con perdite, costituito in questo caso
dall’acqua, e avremo una corona circolare cilindrica che formeremo con un certo
numero di cilindri disposti sulla superficie del cilindro d’acqua. Si & considerato
un tubo di PVC di raggio 6.3 cm, con una copertura di 1.3 cm di spessore, sepolto
a una profondita di 0.5 m in un terreno avente permittivita relativa eo = 10
e una conducibilita 0.01 S/m. L’acqua si & considerata con una permittivita
€y = 81 e una conducibilitd o, = 1 S/m. Il PVC si é considerato come un
dielettrico perfetto avente permittivita relativa €, = 3.7. La frequenza di lavoro
si ¢ considerata fo = 600 MHz. Il campo scatterato trasmesso dal tubo di PVC
& mostrato in Figura 2.21, dove si pud vedere in alto a destra anche un’immagine
di come é stato costruito il tubo per mezzo dell’allineamento di 61 cilindri, uno
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Figura 2.20: Mappa di campo bidimensionale per il campo elettrico scatterato
nella stessa configurazione di Figura 2.17

a rappresentare I’acqua e sessanta per comporre la copertura di PVC.
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Figura 2.21: Campo elettrico scatterato trasmesso da un tubo di PVC pieno
d’acqua di raggioa = 6.3 cm, sepolto a una profonditd h = 0.5 m. Il campo é
stato calcolato a una lunghezza d’onda sopra l'interfaccia su una linea orizzon-
tale. La simulazione & stata eseguita con il codice qui presentato (cerchi) e con
il software commerciale (linea continua).
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Capitolo 3

Propagazione in un mezzo

uniassico

In questo capitolo, ci proponiamo di descrivere la propagazione di onde elettro-
magnetiche in mezzi anisotropi. Per fare cio utilizzeremo un approccio che sia
indipendente dal sistema di riferimento scelto, seguendo la trattazione esposta
in [51]. Per gli strumenti di algebra diadica e le relative identita ci riferiamo a
tale testo o ad altri testi sull’argomento.

3.1 Caratteristiche di un mezzo anisotropo

Si vuole considerare un mezzo anisotropo, ovvero nel quale le relazioni costitu-
tive del mezzo possano essere espresse come segue:

D=cg-E (3.1)
B = pop- H

dove la doppia sottolineatura rappresenta un tensore del secondo ordine, ovvero
un oggetto algebrico che pud essere rappresentato nello spazio euclideo, una
volta scelta una base, ovvero un sistema di riferimento, come una matrice 3 x 3:

g: €21 €22 €23 (33)

ovviamente tale rappresentazione dipende dal sistema di riferimento scelto, in-
fatti i diadici in (3.1) e (3.2) forniscono la legge fisica che lega le componenti
del campo elettrico £ o del campo magnetico H, alle componenti della densita
di flusso elettrico D, o magnetico B. Notiamo che I’eventuale diadico della con-
ducibilita elettrica é stato inserito nel diadico della permittivita elettrica come si

129
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é fatto anche nel caso dei mezzi isotropi. Tali diadici godono di alcune proprieta
legate ad alcune leggi fisiche fondamentali. Parleremo d’ora in poi sempre delle
grandezze nel dominio della frequenza. Un’importante proprieta di tali diadici &
che essi, in assenza di forti campi magnetici esterni, devono necessariamente es-
sere simmetrici® [52]. Si puo dimostrare che tale proprieta di simmetria ¢ legata
all’invarianza temporale delle fluttuazioni [53]. E’ interessante a questo propos-
ito notare come si comportino le diverse grandezze elettromagnetiche a causa
di un’inversione temporale. Per approfondire I’argomento si veda [5]. E’ bene
notare che in alcuni testi tale proprieta di simmetria viene associata all’assenza
di perdite e dimostrata con "ausilio del teorema di Poynting. Tale affermazione
¢ inesatta, infatti i tensori ¢ e p sono sempre simmetrici, sia in presenza di
perdite che in loro assenza, come conseguenza dell’invarianza rispetto alle inver-
sioni temporali delle equazioni di Maxwell. Nel caso di mezzi privi di perdite si
puo vedere che tali tensori risultano invece hermitiani.

Sfruttando il teorema di Poynting possiamo ricavare altre interessanti pro-
prieta dei mezzi anisotropi, tale teorema si puo scrivere come segue:

%/(Exg*)-gods+%/(Q*ﬂ—g*-g)dvzo (3.4)
S 14

Come ¢é ben noto il secondo integrale rappresenta la potenza media elettrica e
magnetica immagazzinata nel volume V', ovvero le potenze immagazzinate per
unita di volume potranno essere scritte come segue:

pE—zQ E_ZE e E (3.5)
] 1
b= H-B= H -y H (3.6)

dove si sono usate le relazioni costitutive (3.1) e (3.2). Si noti che il simbo-
lo * applicato ai tensori, rappresenta ’operazione sia di coniugazione che di
trasposizione. Infatti, essendo 'operazione di coniugazione, senza la traspo-
sizione, molto rara nel caso di tensori complessi, si preferisce usare tale simbolo
in questo senso. Per coniugare gli elementi di un tensore senza trasporli sara
sufficiente eseguire le due operazioni consecutivamente, ovvero *7'. Le perdite di
un mezzo sono legate alla potenza attiva, ovvero alla parte reale della potenza
in (3.4), quindi la condizione di assenza di perdite equivale ad imporre che la
potenza in (3.4) sia puramente immaginaria (potenza reattiva), il che equivale
ad imporre che le parti reali delle potenze immagazzinate sia nulla:

Re(pp) =pe —pp =0 (3.7)
da cui otteniamo:
3 3
E*'§*'E_E'§'E*:ZZ(EE—Q{)EZ'E;:0 (3.8)
i=0 j=0

IPii1 in generale ¢ la suscettivita generalizzata (Appendice A) ad essere una grandezza
simmetrica quando il corpo non ha struttura magnetica e quando non sia presente un campo
magnetico esterno di grande intensita.
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Vediamo quindi che in assenza di perdite il tensore della permittivitd elettrica
deve essere hermitiano, ovvero il tensore risulta uguale al suo trasposto co-
niugato. Ovviamente, nei mezzi dissipativi, in cui i tensori di permittivita e
permeabilitd sono simmetrici, ma non hermitiani, si puo definire la potenza dis-
sipata proprio come la parte reale del secondo termine in (3.4), ovvero come
segue:

pdz—z

T {E'(é—é*)ﬂ“rﬁ*-(u—u*) ﬁ} (3.9)

I tensori nel caso privo di perdite, essendo sia hermitiani che simmetrici,
sono sempre rappresentati come matrici simmetriche ad elementi reali, aventi
quindi autovalori reali. Questo significa che esistera sempre una base dello spazio
euclideo con la quale rappresentare i tensori con matrici diagonali ad elementi
reali.

Nel caso in cui vengano considerate le perdite, i tensori saranno sempre
simmetrici, ma non pil, in generale, hermitiani, questo vuol dire che, essendo
sempre elementi di uno spazio complesso, essi non saranno in generale diago-
nalizzabili. Per rappresentare comunque tali grandezze in funzione di diadici
hermitiani, possiamo notare che ogni diadico complesso pud essere scritto come
segue:

e=¢ +ig" (3.10)
dove si definiscono:
e*+¢
g == 5 (3.11)
" g* — £
&= 172 (3.12)

i tensori £/ e £” sono hermitiani, come si puod facilmente dimostrare. Inoltre,
in assenza di forti campi magnetici esterni, la permittivita sara, come abbiamo
detto, un tensore simmetrico, quindi saranno simmetrici anche i tensori g’ e £”,
ma essendo questi ultimi tensori hermitiani, ne deduciamo che essi sono tensori
reali e simmetrici.

Quanto detto non vale in presenza di forti campi magnetici esterni, il che ¢é
vero nella gran parte delle applicazioni di nostro interesse. Un classico esempio
in cui questo pud accadere & invece il caso della ferrite magnetizzata. Tale
materiale viene infatti usato solo in presenza di un campo magnetico esterno. E
interessante notare che il tensore di permeabilitda magnetica di questo materiale
non & mai simmetrico, né nel caso in cui si considerino le perdite, sia nel caso
in cui queste non vengano prese in considerazione.

Alla luce della definizione (3.10), possiamo riscrivere la potenza dissipata
come segue:

Pa= [ﬂg”ﬂwﬂ*-g’ﬂ (3.13)

= &
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Se il mezzo considerato ¢ passivo, la quantita (3.13) deve risultare sempre pos-
itiva e questo impone che i singoli termini siano positivi. Essendo questi delle
forme quadratiche, cio impone che i tensori ¢” e p’ siano definiti positivi e che

quindi gli autovalori delle matrici siano reali e positivi.
Siamo riusciti ad ottenere delle proprieta per i tensori ¢” e p”, sfruttando I’e-

spressione della potenza dissipata nel mezzo. Per trovare le proprieta delle parti
reali della permittivita e della permeabilita, ovvero dei tensori ¢ e ', & natu-

rale pensare di considerare Pespressione della potenza immagazzinata reattiva,
ovvero delle espressioni (3.5) e (3.6). Cosi facendo si pud facilmente dimostrare
che anche tali tensori sono definiti positivi, ma tale procedura non & corretta.
Sappiamo infatti che esistono mezzi con tensori di permittivita definiti nega-
tivi od indefiniti. L’origine di tale errore sta nel fatto che le espressioni (3.5) e
(3.6) rappresentano l'energia immagazzinata solo nel caso di mezzi non disper-
sivi, i quali, come & noto, non esistono. Nel caso di mezzi dispersivi ’energia
effettivamente immagazzinata nel mezzo pud essere scritta come segue [52]:

Uy ()
=16 ETE +QTE (3.14)

U
Tale espressione vale solo nel caso in cui le perdite elettriche e magnetiche siano
basse rispetto alle proprieta dielettriche e magnetiche del mezzo. Da queste
espressioni vediamo quindi che non sono i tensori &' e u’ ad essere definiti

i iy o) d(en)
positivi, ma le quantita — = e ——=* ad esserlo.

In definitiva, un generico tensore complesso, come quello in (3.3), potra es-
sere scritto come somma, complessa di due tensori hermitiani, ognuno dei quali
sara diagonalizzabile, ma in generale secondo due trasformazioni diverse, ovvero
la parte reale e la parte immaginaria dei tensori di permittivita e permeabilita
potrebbero risultare diagonali secondo basi diverse e questo renderebbe i tensori
complessivi non diagonali.. Sard quindi possibile, in un certo sistema di rifer-
imento, rappresentare o £', o £”, come una matrice diagonale, ma non sara in
generale possibile rappresentarli entrambi in tale forma. In genere questo € pos-
sibile sotto ipotesi restrittive, come per esempio nei semiconduttori anisotropi,
dove, per rappresentare la permittivitd come una matrice diagonale ad elementi
complessi, si deve trascurare la dispersione spaziale [54]. Infine, considereremo
tutti i tensori sempre invertibili.

E’ bene notare che il caso in cui entrambe le proprietd elettriche e mag-
netiche di un mezzo siano anisotrope € alquanto raro in natura. Molto piu
comune ¢ il caso in cui solo le proprieta elettriche, come nel caso dei cristalli
o dei plasmi magnetizzati, o magnetiche, come nel caso delle ferriti magnetiz-
zate, lo siano. Tuttavia, in anni recenti sempre pitt metamateriali con proprieta,
sia elettriche che magnetiche, anisotrope, sono stati proposti [55]. In partico-
lare considerando un wire medium [56], ben noto metamateriale dielettrico, &
facile notare che esso € un mezzo anisotropo uniassiale. Allo stesso modo un
metamateriale magnetico composto da allineamenti di split ring [57] risultera
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certamente anisotropo. Cio deriva dalla natura anisotropa dei loro componenti.
Nello studio dei metamateriali si prospetta quindi la possibilitd di dover con-
siderare la propagazione di onde elettromagnetiche in mezzi sia elettricamente
che magneticamente anisotropi. Inoltre é ben noto che tutti i metamateriali,
finora realizzati, presentino un livello non trascurabile di perdite, a causa del-
la presenza di metalli al loro interno. Un altro caso in cui i materiali vanno
considerati anisotropi e con perdita é lo studio dei cosi detti Perfectly Matched
Layers (PML), materiali fittizi utilizzati nella simulazione elettromagnetica, sia
nel dominio del tempo, che nel dominio della frequenza [7, 8]. Per questo mo-
tivo considereremo di poter avere perdite sia di natura elettrica che di natura
magnetica.

Notiamo che in generale un materiale anisotropo non puo essere trasformato
in un materiale isotropo tramite trasformazioni affini delle coordinate [5]. Nel
caso in cui questo sia possibile, il materiale si chiama isotropo-affine. Si puod
dimostrare che un materiale & isotropo-affine se e solo se i suoi tensori di per-
mittivita elettrica e permeabilitd magnetica sono multipli di uno stesso tensore,
ovvero se si ha:

~1_ Ha
€a

I~

(3.15)

len
=

dove €, e pq sono le permittivitd e permeabilitd che ha il materiale dopo la
trasformazione. In modo analogo un mezzo anisotropo si dice uniassico-affine se
esiste una trasformazione affine in grado di trasformarlo in un mezzo uniassico.
Si puo dimostrare che un generico mezzo anisotropo € uniassico-affine se e solo
se i tensori delle sue caratteristiche elettromagnetiche possono essere scritti nella
seguente forma:

g=¢e1a+ 20V (3.16)

b= 1o+ pavv (3.17)

dove S é una matrice simmetrica ed invertibile, mentre v & un generico vettore.
I parametri €1, €2, jt1 € iz sono gli autovalori dei tensori caratteristici del mezzo
uniassico che si ottiene dopo la trasformazione, i quali si possono scrivere come
segue:

g, = €1£ + e2uu (3.18)
o= prl + pouu (3.19)
[ =

Nel seguito saremo interessati alle interazioni che avvengono all’interfaccia
tra un materiale anisotropo come quello sopra descritto ed un materiale isotropo
convenzionale. Tali interazioni sono di interesse per diverse applicazioni, come
ad esempio la definizione di alcune condizioni al contorno speciali, come la cosi
detta condizione al contorno DB, o le condizioni Hard e Soft [88]. Inoltre, nel
caso in cui il materiale anisotropo rappresenti un PML, l'interfaccia che esso
forma con dei mezzi convenzionali ¢ di estrema importanza per determinarne le
proprietd di assorbimento.
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Per studiare un’interfaccia tra un mezzo anisotropo generico ed un mezzo
isotropo, la scelta del sistema di riferimento é particolarmente delicata. In-
fatti, la diade che rappresenta la caratteristica elettromagnetica di un mezzo
anisotropo assume forma diagonale solo in un certo sistema di riferimento?,
d’altra parte, quando si considera un’interfaccia piana, ¢ molto importante che
il sistema di coordinate sia scelto in modo da far coincidere uno dei piani co-
ordinati con l'interfaccia stessa. Si pone quindi un serio problema sulla scelta
del sistema di riferimento, soprattutto quando si vuole considerare un mezzo
anisotropo generico, di cui cioé non si conoscano a priori gli assi principali (assi
ottici).

Un modo per risolvere questo problema consiste nel formulare la trattazione
elettromagnetica in modo tale da rimanere indipendenti dal sistema di riferi-
mento, seguendo la falsariga della trattazione esposta in [51], o pit in generale
sfruttando i metodi analitici presentati in [5].

3.2 Equazione di dispersione

Per comprendere le caratteristiche della propagazione di un’onda piana in un
mezzo anisotropo, si deve prima di tutto ricavare I’equazione di dispersione,
la cui soluzione fornisce il vettore di propagazione e i vettori di polarizzazione
delle onde proprie del mezzo. Consideriamo dunque le equazioni di Maxwell nel
dominio della frequenza:

V x E = iwpop - H (3.20)

VxH= —iw;@g - B (3.21)

Nel caso in cui il campo elettromagnetico sia un’onda piana, potremo scrivere:
E = E,e'kr (3.22)

H = Hyekr (3.23)

quindi le equazioni di Maxwell si possono riscrivere come segue:

ExE =wpop-H

3.24
kxH =-wee-E (8:24)

eliminando alternativamente il campo elettrico o il campo magnetico da queste
equazioni, si giunge alle seguenti condizioni tra loro equivalenti®:

e+ (kx 1) p" (kxD)]-E=0 (3.25)

[k@* (kxD)-g (EXQ} H =0 (3.26)

21] fatto che le diadi siano simmetriche assicura che esista sempre una trasformazione del
sistema di coordinate tale per cui il tensore possa essere espresso in forma diagonale.
3dove notiamo che
UuXA-uxv= (gXl> “A- (gXl> v

sesinotacheyxy:(gxl v = lxg>~y.
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vediamo che, sostituendo £ con H e € con y, le due condizioni si possono ottenere
I'una dall’altra. Ci concentreremo quindi sulla prima delle due. Notiamo che la
condizione (3.25) & vera solo in due casi, o nel caso banale di campo elettrico
nullo, oppure se il diadico tra parentesi quadre possiede I’autovalore nullo, ovvero
se & nullo il suo determinante:

Rzt (kx D) g (kx D) =0 (3.27)

questa & l’equazione di dispersione per il mezzo anisotropo, la cui soluzione
fornisce il vettore di propagazione k. Si pud dimostrare che nel caso di un
mezzo anisotropo generico tale equazione é biquadratica in k, fornendo quindi
due coppie di valori per l'indice di rifrazione del tipo £ng e £ng [5]. La
conseguenza di tale risultato é la ben nota birifrangenza dei mezzi anisotropi,
ovvero il fatto che nei mezzi anisotropi possano propagarsi due onde diverse
relative ai due indici di rifrazione differenti del mezzo. Tale trattazione esula dai
nostri scopi, noi ci limiteremo a considerare il caso di mezzi anisotropi uniassici
affini, in cui quindi esista sempre una trasformazione tale per cui i tensori di
permittivita e permeabilitd possano essere scritti come segue:

g =¢edy +eccc (3.28)
po= puedy + prece (3.29)

dove si ha: Iy +cc= 1 e c-c=1. Il vettore ¢ sara I’asse ottico del mezzo e pii
avanti vedremo il significato che tale direzione assume.
A questo punto si ricordino le seguenti identita tensoriali [51]:

A-(uxI) =4 [(w- A7) < 1] A7 (3.30)
(wxI)- (uxI)=vu—(uv)l (3.31)
|l + Buu +yov| = a [0 + o (Bu-u+yv-v) + By (uxv) - (uxv)] (3.32)
Utilizzando I'identita (3.30) in (3.27), si puo scrivere:

‘k3§+‘!1|@x£)'{(bg> Xi} ‘Q‘ZO (3.33)
sfruttando ora 'identita (3.31), si ottiene:
o b (k) £ () 1] -] = 0 (3.34)

riordinando i termini e sfruttando le espressioni (3.28) e (3.29), si potra scrivere:

‘kg (Etgt +Ec@) — g7 (Egk) (uét +uc@) + ! (Eg) (Eg)’ =0
(3.35)

scrivendo ora [ .= I — cc e raccogliendo i termini omologhi, si ottiene:
\ [Bee = gl (k- o k)| L+ (1 (e = ) = (e = o) I (B o k) et

+Hp™ (kg) (E-g ‘ =0 (3.36)
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a questo punto possiamo calcolare il modulo, infatti abbiamo trasformato il
diadico sotto il segno di modulo in una forma a cui pud essere applicata la
relazione (3.32), ottenendo:

a{a2 +a [k% (cc =) = (e — )l (k- &) + ™| (mﬂ +
[k (e = 2) = (e — o)l (k- )| e (k-u)f} =0 (3.37)

dove abbiamo posto:

o = KBey — pulp | (@ e g) (3.38)

Giunti a questo punto, per poter proseguire il ragionamento, si devono es-
plicitare le componenti del vettore di propagazione. Come detto, non si vuole
fare uso di un sistema di riferimento fisso, ma si vogliono usare le direzioni che
caratterizzano il fenomeno fisico come direzioni preferenziali. In questo senso,
finora 'unica direzione che si & usata esplicitamente & quella del versore ¢, il
quale individua ’asse ottico del mezzo anisotropo. Scomponiamo allora il vet-
tore di propagazione in due componenti, la componente parallela a tale asse e
quella ortogonale ad essa:

k=k, +kc (3.39)

dove k| -¢ = 0. In questo modo é possibile esplicitare alcuni dei prodotti presenti
nell’equazione (3.37). Ricordando ora la seguente identita vettoriale [51]:

(axb)-(cxd)=(a-c)(b-d)—(a-d)(b-c) (3.40)

Si puo facilmente verificare infatti che valgono le seguenti uguaglianze:

2
(B 1) = (ks + pckye) - (uky + pokye) = uikd + 2k (3.41)

ke (ke pr) = (ko + Rye) - (ks + pckye) = pakd + ekt (3.42)
2
[ox (k- p)] = m (e x ky) - (e x k) = ke (3.43)
e ricordando che risulta:
1
—1
uwol=— 3.44
e 1 e (3.44)

sostituendo le espressioni trovate all’interno dell’equazione di dispersione (3.37),
si ottiene:

1 1
o {az ta [kg (e = 1) = =2 (gt — o) (k. + ek ) + —— (42k2 + ,uﬁkﬁ)] +
Hi e Hi e
K k2 (2o — £1) — —— (1o — k2 k? =0 4
+ 0 (ec —&t) 5— (te — pt) ( ek + pre I = (3.45)
,uc ,ut/f('c
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A questo punto si tratta solo di esprimere ’equazione di dispersione in una
forma in cui siano piu esplicite le sue soluzioni. Tale equazione sara senz’altro
soddisfatta se risulta a = 0, il che, ricordando I'espressione (3.38) ed inserendovi
le (3.31) e (3.44), si puo esplicitare nella seguente equazione:

k(2]€t -

(ptki + uckﬁ) ) (3.46)

tHe

che riordinando si puo scrivere come segue:
,U/tki + ,uckﬁ = Mck? (347)

dove, in modo naturale, abbiamo definito: k; = ko,/fi:€;. Questa rappresenta
l’equazione di dispersione del mezzo, nel senso che il vettore di propagazione
deve essere una soluzione di tale equazione, se si vuole questa equazione rappre-
senta il luogo geometrico dei punti che il vettore di propagazione pud occupare
nello spazio reciproco. Notiamo perd che questa equazione non esaurisce tutte le
soluzioni della "vera” equazione di dispersione in (3.45), infatti si potrebbe veri-
ficare 'annullamento della parentesi graffa. Se tale annullamento avvenisse per
valori del vettore di propagazione diversi da quelli previsti dall’equazione (3.47),
questo vorrebbe dire che il mezzo anisotropo sarebbe in grado di sostenere la
propagazione di due onde piane differenti, aventi due diversi vettori di propagazione.
Quanto detto ¢ esattamente quello che si trova ed il fenomeno, ben noto nella
letteratura, viene chiamato birifrangenza. Tale fenomeno é anche molto comune
da osservare nell’esperienza di tutti i giorni, infatti quando si guarda un ogget-
to attraverso un qualsiasi cristallo anisotropo (come per esempio un cristallo
di calcite) ¢ facile vedere l'oggetto sdoppiarsi in due immagini differenti che si
avvicinano o si allontanano a seconda dell’angolazione con cui si osservano; le
due immagini sono proprio dovute alle due diverse onde piane che si propagano
in due diverse direzioni.

A questo punto non ci rimane che calcolare questa seconda equazione di
dispersione manipolando la parentesi grafla in (3.45), supponendo quindi « # 0,
potremo scrivere:

1
ola+ —— (u2k2 +ugk2)} +
[ pipe I

k'i 2 1 2 2 —
+ <Ol + /h) |:k0 (ec —&t) — N%Mc (fhe — f1t) (;U'tkL + luCkH) +| =0 (3.48)

esplicitando «, si ottiene:

1 1 1
Ko — —— (k% + uckﬁ)] {st = (e pek?) e (3R 27 } +
{ 0% prpe \TTH I 0% prgpe \TT 17 pgpe \TEHE T e
k2 1
+ {kﬁet - (utki + uckﬁ) + ;} {k% (€c — 1) — . (e — pt) (utki + uckﬁ> +} =0
c c t e

(3.49)
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riordinando:
[1ck? = (102 + ek )| (pepeck? = popckft + 203 ) +
- (ek? = ek ) ek (e = £0) = (e — o) (k. + k)] =0 (3.50)
sviluppando i prodotti, si ottiene:
pepucky — pepZki kG kKT — g ek RS+ i ek kY — pepZkA K — p2 ok ki
gk — pik| 4 g ik ke — popekt — plpki R + pepi kiRt — pikiki+
+ pl ki ki — pipi kRS ee + noplkik? + pl kiR — pepd KR 4 pikit — plpeki =0

(3.51)
procedendo alle non poche semplificazioni, si pud scrivere:
WK — pZmkIR — 2Tk, = O (3.52)
dividendo per usu? e per k? si ottiene:
2
pikde. — k3 — k‘g'f =0 (3.53)
la quale, moltiplicando per €; e riordinando, fornisce:
ek + €ckﬁ = ek} (3.54)

la quale é l’equazione di dispersione duale della (3.47). Siamo ora in grado
di definire rigorosamente il comportamento del vettore di propagazione che si
propaga nel mezzo anisotropo uniassico.

Si considerino le equazioni di dispersione (3.47) e (3.54), scritte in forma
vettoriale:

(koprok = pek?) (k2 b —eck?) =0 (3.55)

0, separando i due termini dell’equazione:
kE M
kn

kg = pcki (3.56)
kg = ek} (3.57)

|
oy 1=

dove si sono posti i pedici E e H per distinguere tra le soluzioni delle due
equazioni. La scelta di questi pedici sard chiarita in seguito.

Le equazioni di dispersione scritte in questa forma sono molto significative.
Prima di parlare piu diffusamente del problema della birifrangenza, si consideri-
no le equazioni di dispersione in alcuni casi particolari. Vediamo, per esempio,
che nel caso in cui il mezzo sia isotropo affine, le due equazioni vanno a co-
incidere, questo ci dice che un mezzo isotropo affine, pur essendo in generale
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anisotropo®*, non presenta il fenomeno della birifrangenza. Questo ci dice che il
fenomeno della birifrangenza ¢ indipendente da eventuali trasformazioni affini,
ovvero che se un mezzo presenta la birifrangenza, tutti i mezzi che si possono ot-
tenere da questo tramite trasformazioni affini dovranno presentarla e viceversa.
Si considerino poi le equazioni (3.56) e (3.57) nel caso di un mezzo isotropo, nel
quale i tensori di permittivita e permeabilitd siano multipli del tensore identita,
(tensore rappresentato da una matrice identitd). Vediamo che in questo caso
non solo le due equazioni vanno a coincidere, ma assumono un aspetto del tutto
familiare. Infine, come ultimo caso particolare, vogliamo considerare il caso in
cui il mezzo sia solo elettricamente anisotropo e magneticamente isotropo®. In
questo caso, 'equazione (3.56) diventa piu semplice, assomigliando all’equazione
di dispersione di un mezzo isotropo. L’equazione (3.57) invece rimane identica.
L’onda relativa all’equazione (3.56) viene detta onda ordinaria, proprio perché,
pur propagandosi in un mezzo anisotropo, si comporta come un’onda piana in
un mezzo isotropo. L’onda associata all’equazione (3.57), invece, viene detta
onda straordinaria. Nel caso in cui il mezzo sia anisotropo sia elettricamente
che magneticamente, entrambe le onde sono, per cosi dire, straordinarie, nel
senso che se si studiasse un mezzo solo elettricamente anisotropo e poi uno so-
lo magneticamente anisotropo, le due onde straordinarie di questi due mezzi
avrebbero le stesse caratteristiche delle onde straordinarie che stiamo andando
a studiare.

Prima di ricavare le polarizzazione di queste onde, si consideri il caso par-
ticolare in cui il vettore di propagazione dell’onda sia parallelo all’asse ottico,
OVVero:

k= ke (3.58)

dove si sta considerando un’onda piana uniforme. In questo caso si pud vedere
facilmente che le equazioni (3.56) e (3.57) vanno nuovamente a coincidere e che
si trova un unico valore per 'ampiezza del vettore di propagazione, k = k;.
Ebbene questa é esattamente la definizione di asse ottico, ovvero ’asse ottico é
quella direzione di un mezzo anisotropo in cui non si verifica il fenomeno della
birifrangenza.

Il vettore di propagazione in un mezzo anisotropo con perdite, come abbiamo
detto, sara in generale un vettore complesso. In analogia con quanto fatto nei
capitoli precedenti, potremo quindi scrivere tale vettore come il prodotto di un
ampiezza complessa per un vettore unitario complesso:

kp/n = ke nkos u (3.59)

L’ampiezza complessa pud essere ottenuta direttamente dalle equazioni di dis-
persione, infatti inserendo ’espressione (3.59) dentro le equazioni (3.56) e (3.57),

4Ricordiamo che un mezzo anisotropo ¢ detto isotropo affine se i suoi tensori di permittivita
e permeabilita sono multipli di uno stesso tensore.

5Questo ¢ il tipico caso dei cristalli, ma considerazioni analoghe a quelle che seguono
possono essere tratte nel caso duale, ovvero di un mezzo che sia elettricamente isotropo e
magneticamente anisotropo, come per esempio la ferrite magnetizzata.
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si puo scrivere:

kp =,/ ——t (3.60)

(3.61)

ovviamente le direzioni kg, dipenderanno dalle condizioni di eccitazione. In
analogia con quanto si faceva nel caso dei mezzi isotropi, si possono legare le
ampiezze in (3.62) e (3.63) all’indice di rifrazione, potremo porre quindi:

k‘E = TLEk‘Q (362)
kH = nHkU (363)

Vediamo quindi che 'indice di rifrazione in un mezzo anisotropo non é definito
univocamente, ma si hanno due indici di rifrazione. Questo é uno dei modi di
giustificare la birifrangenza che prende appunto il nome da questo fatto.

Prima di concludere il paragrafo vogliamo accennare ad un concetto molto
importante nello studio delle onde piane in mezzi anisotropi, ovvero alla super-
ficie del vettore d’onda. Questa superficie si definisce come il luogo geometrico
dei punti tracciati da tutti i possibili vettori d’onda che siano soluzione dell’e-
quazione di dispersione. Riscriviamo a questo proposito le equazioni (3.56) e
(3.57) come segue:

(kp x 2)2 n (kg '2)2
fuk? k?

(kpy x 2)2 4 (kg '9)2
fk? k7

=1 (3.64)

=1 (3.65)

dove f, = pe/ut e f- = e./e:5. Da queste espressioni ¢ chiaro che, per entrambe
le onde, la superficie del vettore d’onda € un ellissoide, o meglio uno sferoide,
avente sezione circolare se tagliato ortogonalmente all’asse ottico del mezzo.
Vediamo inoltre che gli sferoidi delle due onde hanno lo stesso asse lungo l’asse
ottico, ovvero tagliando gli sferoidi con un qualsiasi piano contenente 1’asse
ottico, si ottengono due ellissi aventi l’asse parallelo all’asse ottico in comune, e
laltro asse diverso, gli sferoidi si ottengono ruotando tali ellissi attorno all’asse
ottico. Questo vuol dire che i due sferoidi si toccheranno sui vertici lungo tale
asse, il che altro non é che la rappresentazione grafica del fatto che lungo I’asse
ottico i due indici di rifrazione del mezzo coincidono. I due sferoidi saranno
contenuti I’'uno nell’altro. Per sapere quale dei due sferoidi contenga ’altro é

SQuesti parametri sono legati alla forma dello sferoide, infatti se f > 1, vuol dire che
I’ellissoide ha come assi maggiori quelli trasversi all’asse ottico, mentre se f < 1 1’asse maggiore
¢ proprio l'asse ottico. Tale parametro ¢ inoltre legato all’ellitticita della sezione ellittica,
infatti si ha e =+/1— f oe=,/1—1/f, aseconda che f sia inferiore o superiore ad 1.
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sufficiente andare a vedere se sia f. > f, o viceversa. Ovviamente, nel caso f. =
fu 1 due sferoidi coincidono. Questo ¢ il caso, infatti, in cui il mezzo ¢ isotropo
affine, caso in cui, quindi, non si presenta, come detto di precedenza, il fenomeno
della birifrangenza. Infine, notiamo che tale parametro ¢ di grande interesse
anche nelle applicazioni, infatti nei casi in cui le proprietd elettromagnetiche
assiali di un materiale uniassico vanno massimizzate 0 minimizzate, si puo far
vedere che ci0 che va realmente massimizzato o minimizzato é il rapporto tra
tali parametri ed i loro omologhi trasversali [59].

3.3 Polarizzazione e Energia

Cercheremo ora di capire come si dispongono i tre vettori dell’onda, campo elet-
trico, campo magnetico e vettore di propagazione, nei due casi in cui quest’ul-
timo sia soluzione dell’equazione (3.56) o (3.57). Per fare cio consideriamo
nuovamente ’espressione (3.25) e scriviamola in forma compatta come segue:

0 -Ey=0 (3.66)

dove il tensore © & la parentesi graffa dell’espressione (3.25). Di tale tensore
abbiamo dimostrato la singolarita, infatti perché I’equazione non avesse solo la
soluzione banale, abbiamo imposto che il suo determinate fosse nullo, ovvero
che:

o)

~Q(“) —

<]

I=0 (3.67)

dove con I’apice (*) indichiamo il tensore aggiunto. Moltiplicando scalarmente
a destra il membro di sinistra dell’equazione (3.67) per un generico vettore u,
otteniamo:

0. (ga) g) =0 (3.68)

Confrontando le espressioni (3.66) e (3.68), troviamo che il vettore di campo elet-
trico € proporzionale al vettore tra parentesi della (3.68), ma data 'arbitrarieta
del vettore u, potremo scrivere:

E,=0" .y (3.69)
quindi per trovare la generica direzione del campo elettrico € sufficiente calcolare

I'aggiunto del tensore © e moltiplicarlo per un (conveniente) vettore generico.
Per calcolare I’aggiunto del tensore, si consideri la seguente espressione [51]:

(o + Buu + o)™ =a [(a+ Bu-u+yv-v) I — Buu — yov] +
+ By (uxv) (uxv) (3.70)
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Considerando I’espressione del tensore © che si era ottenuta in (3.36), potremo
scrivere:

0@ a{ ot s+t (k)| £ pee— ) (k) ()
+ Bl [QX (Eg)} [gx (Eg)] (3.71)

dove, per convenienza, abbiamo posto:

B= [k (e = e0) = (e — o) I (k- - )| (3.72)

A questo punto supponiamo che il vettore di propagazione sia soluzione del-
I’equazione di dispersione (3.56), e chiamandolo quindi kp. Ricordiamo che
I’equazione (3.56) era equivalente all’aver posto = 0, quindi la direzione del
campo elettrico in questo caso sara:

Epo = {gx (EE g)] {QX (EE g)} ‘u (3.73)

dove si ¢ inclusa 'ampiezza 3| ~!|, all’interno del vettore arbitrario u.

L’equazione (3.73) indica in modo chiarissimo qual’é la direzione in cui &
obbligato a giacere il campo elettrico, infatti potremo scrivere:

Ly = Eoeg (3.74)

dove Ey € un’ampiezza complessa e ey € un vettore complesso che puo essere
scritto come segue:

o, ridefinendo la costante Ey, notando che kp -

ep =CX (EE -g) (3.75)
M= :LLtEEL + ,UIC]{ZE”Q, si ottiene

facilmente che:
ep=kgrxc (3.76)

vediamo che, individuato il piano contenente i vettori ky e ¢, il campo elettri-
co risulta sempre ortogonale a questo piano, ovvero, vettore di propagazione,
asse ottico e campo elettrico formano una terna trirettangola destra. Chiamer-
emo quest’onda TE, o semplicemente E, non essendoci componenti del campo
elettrico sul piano contenente il vettore di propagazione e ’asse ottico del mezzo.

E’ opportuno a questo punto fare una precisazione. Infatti, nel caso generale
di un mezzo anisotropo con perdite, non é detto che esista un piano che contenga
il vettore complesso kp e contemporaneamente il versore c; questo perché un
vettore complesso pud essere sempre visto come sovrapposizione di due vettori
reali, e dati tre vettori generici (i due rappresentanti il vettore complesso, pit
il versore) non & detto che esista un piano che li contenga tutti e tre. Si deve
anche notare perd che ’espressione (3.76) continua ad essere valida, semplice-
mente perde di senso la notazione di onda trasversa elettromagnetica. In realta
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questo problema si ha anche nel caso di mezzi isotropi con perdite e la classifi-
cazione delle diverse polarizzazione di un’onda non uniforme in questi mezzi é
un compito non banale, cosa che viene ampiamente stabilita in [11].

Abbiamo cosi trovato le caratteristiche di una delle due onde piane che si
possono propagare nel mezzo anisotropo. Per trovare un risultato analogo anche
per laltra onda non é conveniente partire dall’espressione (3.71), in questo caso
infatti il vettore di campo elettrico si trovera sul piano contenente il vettore
di propagazione e I'asse ottico, quindi ’espressione che troveremmo per il suo
vettore unitario sarebbe tutt’altro che semplice. Conviene invece riconsiderare
Pespressione (3.26). Partendo da tale espressione e ripercorrendo passi del tutto
analoghi a quelli svolti precedentemente, si pud giungere ad un’espressione del
tutto analoga a quella in (3.36), ma in cui il parametro « si scriverebbe come
segue:

ag = kip — g™ (k-2 k) (3.77)

imponendo la condizione ay = 0 si vede facilmente che si ritrova 'equazione di
dispersione (3.57). Questo ci suggerisce che anche nel caso in cui il vettore di
propagazione sia soluzione dell’equazione (3.57), si potra scrivere una relazione
analoga alla (3.73), ma questa volta varra per il campo magnetico, in quanto
siamo partiti dalla condizione (3.26). Potremo quindi scrivere:

Hy = Hohy (3.78)
dove di nuovo hy € un vettore complesso che assumera la seguente forma:
hy=ky xc (3.79)

abbiamo ottenuto tale espressione sfruttando il principio di dualita.

A questo punto possiamo ricavare gli altri due vettori per descrivere comple-
tamente il campo elettromagnetico delle due onde, ovvero i vettori b e ep. Per
trovarne l’espressione ¢ sufficiente inserire i due vettori (3.76) e (3.79) all’interno
delle equazioni di Maxwell (3.24), ottenendo:

1

Hp=—p"' kpx Ep=Eghge*s’ (3.80)
Wy =
1 .
Ey=——¢ ' kyxHy = Hoeye™s™ (3.81)
wep~—
dove:
e — 1 g% 3.8
ng ol Kgp X€Eg ( )
1
ey = ———e1 ky x By (3.83)
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Si pud ora dimostrare facilmente che:

H_l' kp x (kg x c)] = g_l kg (kg -c) —c(kp-kp)] = g_l : (kE||EE - k%g) =

- _ 1 1
="K . (k?fj_g_ kEHEEL) = _7]{]2%_2_ —kg\kg, =
= He Mt
_1
Ht

[(k? - kJQEH) c— kg (EE - kEHQ)} = _i [thQ - (Q'EE)EE]

dove si é sfruttato il fatto che il vettore kp rispetti l’espressione (3.56). Valendo
inoltre una relazione analoga nel caso TM, si potra scrivere:

1
hp=— k2c— (c - kp)k 3.84
hg wuwt[t, (¢ kg)kg] (3.84)
1
= k2c— (c-ky)k .
€y wsost[tg (c 7H)7H] (3.85)

Ricapitolando, il campo elettrico e magnetico nelle due polarizzazioni po-
tranno essere scritti come segue:

EE = EOQE EE == EOEE (386)
EH = HOQH ﬂH = HOﬁH (3-87)

dove i vettori di polarizzazione dipenderanno solo dal vettore di propagazione e
dalle proprietd del mezzo:

1

em=kpXc hp=— Ee—(c- kn)k 3.88

ep=kpxc hg wuom[t, (¢c-kp)kp] (3.88)
1

= Ke—(c-ky)k hy =k . 3.89

€H Wfoft[tg (c 7H)7H] Dy =Ky Xc¢ ( )

Tali espressioni sono di estremo interesse, infatti abbiamo ridotto enormemente i
gradi di liberta delle onde piane. Conoscendo i moduli dei vettori di propagazione
delle due onde, grazie alle relazioni (3.62) e (3.63), le uniche grandezze incog-
nite risultano le direzioni di propagazione delle due onde, ed in caso di onde
non uniforme le direzioni dei vettori di attenuazione, ovvero le direzioni ortog-
onali ai piani equifase ed equiampiezza per entrambe le onde, e le due quantita
complesse Fy ed Hy. Abbiamo quindi ridotto il numero di gradi di liberta per
ognuna delle due onde a cinque quantita reali”.

Prima di andare oltre si puo notare che le espressioni (3.88) e (3.89), risultano
molto compatte e perfettamente simmetriche rispetto alle due polarizzazioni,
perd non sono normalizzate dal punto di vista dimensionale, ovvero lascian-
do i vettori di polarizzazione definiti in questo modo, né 'ampiezza Fy avra le
dimensioni di un campo elettrico, né 'ampiezza Hy quelle di un campo magneti-
co. Ovviamente il problema, si risolve facilmente, potendo normalizzare tutto

7Cinque perché: due sono le parti reale ed immaginaria di Eg o Ho, una ¢é 1’angolo reale
che definisce il piano su cui giace il vettore complesso unitario k, ed altre due sono gli angoli
che definiscono le direzioni delle parti reale ed immaginario del vettore su questo piano.
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rispetto al numero d’onda del vuoto, ottenendo:

1
ep=npXxc hg = a [(c-np)ng — nic| (3.90)
en =G (e ng)ny —nic]  hy=nyxc (3:91)

dove con i vettori ng (s = E, H), si indicando i vettori di propagazione normal-
izzati rispetto al numero d’onda del vuoto e con n; si indica il numero d’onda
trasverso k; normalizzato rispetto al numero d’onda del vuoto. Si noti che a
questo punto i vettori ep e hy sono adimensionali, mentre i vettori ey e hy
hanno le dimensioni di un’impedenza e un’ammettenza, rispettivamente. Un’al-
tra possibilitd é quella di esprimere entrambe le onde in funzione dell’ampiez-
za di campo elettrico, sara sufficiente in questo caso ridefinire 'ampiezza Hy,
moltiplicandola per I'impedenza trasversa, ottenendo:

EE = EEOQE EE = EEOEE (392)
EH = EHOQH ﬂ]—[ = EHOQH (393)
dove:
1
ep=npXc hp=—& [nfc— (¢ np)ng) (3.94)
1
e =nic—(c-ny)ny hy = —ny xc (3.95)

t

in questo modo i vettori ey e ey sono adimensionali, mentre i vettori hy e hy
hanno le dimensioni di un’ammettenza. Nei prossimi paragrafi si discutera la
convenienza nell’usare I'una o ’altra espressione.

Si sfrutteranno ora le relazioni appena ricavate per capire la direzione di
propagazione dell’energia. Il vettore di Poynting pud essere scritto come di
consueto (si considerera solo la polarizzazione E, ricavando i risultati per la
polarizzazione H grazie al principio di dualita):

1 1
IIp = 5@ x H* = 5 |Egol® e X b (3.96)
inserendo le espressioni (3.94), si ottiene:
1 \EE()|2
Uy =57 [nic—(c-np)ng| x (ng x ¢) =
t
1|Egol” | , 2
=3 ¢ {ni (g - o) —npl = (np - o) [nhe— (ng-)ngl}  (3.97)

Sfruttando I’equazione di dispersione ed il principio di dualita, si ottiene:

_ 1|BEgo|” (np x o)
11E 2 2
EH _ 7| HO| (EH X Q) (QEH) (399)

2 Ct Ec
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Vediamo quindi che in un mezzo anisotropo, la direzione di propagazione del-
I’energia non coincide con la direzione del vettore di propagazione. Questo fatto
porta ad alcuni fenomeni controintuitivi, come sard mostrato nel seguito.



Capitolo 4

Interfaccia piana tra mezzi

anisotropi

Ci si propone in questo capitolo di studiare la riflessione e la trasmissione di
un’onda piana e uniforme proveniente da un mezzo isotropo, detto mezzo 1,
all’interfaccia piana con un mezzo anisotropo del tipo descritto nei paragrafi
precedenti. Si studieranno le relazioni di continuitd per ottenere i vettori di
propagazione delle onde trasmesse e si ricaveranno coefficienti di riflessione e
trasmissione. Data la birifrangenza del mezzo anisotropo a fronte di un’on-
da piana incidente con una certa polarizzazione, si avranno un’onda riflessa e
due onde trasmesse, quindi i coeflicienti di trasmissione andranno espressi sotto
forma di matrice

4.1 Determinazione dei vettori di propagazione

Si consideri l'interfaccia tra un mezzo isotropo di proprieta elettromagnetiche €;
e i1, per ora considerato privo di perdite, e un mezzo anisotropo. Al contrario
del caso di due mezzi isotropi, in cui si avevano tre onde piane, I’onda incidente,
riflessa e trasmessa, in questo caso si hanno quattro onde piane, ’onda incidente
e riflessa e due onde trasmesse. Si dovranno quindi definire i seguenti vettori
d’onda: k;, k., kr e ky, dove & evidente il significato dei simboli usati.

Il generico vettore di propagazione potra essere scritto esplicitando la sua
componente tangenziale all’interfaccia e la sua componente ortogonale a essa.
Ovviamente la prima delle due sarad comune a tutti e quattro i vettori. Prima di
esprimere i diversi vettori che caratterizzano il problema, si definird con cura il
sistema, di riferimento. Si chiami z, il versore ortogonale all’interfaccia orienta-
to verso il mezzo anisotropo. Sia k. la componente del vettore di propagazione
incidente tangenziale all’interfaccia. Si definisca 7 come il versore unitario par-
allelo e concorde con k.. Si definisca il versore unitario v = 7 X 2, esso € il

147
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V =

A\

e

W

vz

Figura 4.1: Interfaccia tra un mezzo isotropo (z > 0) e uno anisotropo uniassico
(z <0).

versore ortogonale al piano di incidenza. Si veda Figura 4.1. Con queste po-
sizioni, si potrd scrivere il vettore di propagazione per la generica onda come
segue:

k; =k, + k-2 with j=bnBH - (41)

qui si vede che la componente tangenziale all’interfaccia del vettore di propagazione
risulta comune alle quattro onde, mentre la componente ortogonale all’inter-
faccia, k.; dipende da quale onda si sta considerando. In particolare, si puo
vedere facilmente che, essendo l'onda incidente e 'onda riflessa nello stesso
mezzo isotropo e avendo in comune la componente tangenziale del vettore di
propagazione, le rispettive componenti ortogonali dovranno essere uguali in
modulo e quindi k;, = —k,,.

Le uniche incognite a questo punto rimangono le componenti ortogonali
all’interfaccia di vettori di propagazione delle due onde trasmesse. Per de-
terminare invece le componenti ortogonali dei vettori di propagazione delle
onde trasmesse, si deve ricorrere alle equazioni di dispersione (3.56) e (3.57),
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ottenendo le seguenti due equazioni quadratiche!:

(kr + kg.20) e (ky +kp.z0) = eck? (kr + kr.20) £ (kr +ku.20) = eck?

(4.2)
vista la completa dualitd tra le due espressioni, si & scelto di procedere con la
sola polarizzazione E, potendo sempre passare alla polarizzazione H attraverso
semplici ragionamenti. Si sviluppi il prodotto in (4.2):

k. (éo s éo) ke (ET p §0> + (ET p ET) — ki =0 (4.3)

dove si & sfruttato il fatto che il diadico pu ¢ simmetrico. Vediamo che si ¢
ottenuta un’equazione quadratica per kg, le cui soluzioni sono le seguenti:

—k, g zg A
kpy=—"= (4.4)
2o M- Zp

con:

AZ\/(]CT'H'ZO)2_(20'M'ZO) (E—r'g'ﬁr_l%kt?) (4.5)

ovviamente solo una delle due soluzioni di tale equazione sard accettabile. Per
capire quale delle due soluzioni sia quella corretta, si deve imporre che il vettore
di Poynting abbia una direzione di propagazione concorde con il versore di z,
ovvero che sia Iy - z5 > 0, il che dall’equazione (3.98) & equivalente a imporre
che sia kg - p - 29 > 0, ovvero che sia:

kEz > = (46)

20"

= |i=

la quale implica che la soluzione corretta sia quella relativa al segno positivo.
Potremo quindi scrivere le componenti ortogonali dei vettori di propagazione
trasmessi, come segue:

k.p = = (4.7)
éo'g'éo
—k, 20+ A
hopyg =———= =0 T H (4.8)
Z0 £ 29

LE’ bene notare che il fatto di avere due equazioni di dispersione distinte & caratteristi-
co di un mezzo uniassico. Per un mezzo anisotropo generico non é detto che ’equazione di
dispersione possa essere fattorizzata in due equazioni quadratiche, in questo caso la determi-
nazione dei vettori di propagazione trasmessi si ottiene con una equazione di quarto grado,
detta equazione di Booker. Tale equazione diventa biquadratica solo in alcuni casi particolari.
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dove definiamo le seguenti quantita:

Ap = \/(k'r o 50)2 - (éo i éo) (ET i k. — Mck/’?) (4.9)

Ap = \/(ET verz9) = (2078 20) (ky -2+ iy — £chk?) (4.10)

e quindi i vettori di propagazione trasmessi potranno essere scritti come segue:

:E7—<§o~g~§0>—qj(ET.g.éo)+AEéo

i 411
A% 50 . g 50 ( )
- (202 20) — a0 (k- -2 20) + Anzg (4.12)
~H 20 £ %0 |

notiamo ora che si ha®:
k. (zo -g-éo) — 2 (ET -g-zo) = (kr2o — 2ok,) - (g-éo) =
=k (20 x 1) x I] - (g-@) =kr (g-zo) X v (4.13)

avendo indicato con k; il modulo della componente tangenziale dei vettori
di propagazione. potremo quindi scrivere i vettori di propagazione dell’onda
trasmessa in una forma piu compatta:

kr (H'&))XZ"‘AE&)
Zo'g'éo
kr(e-z9) Xv+ Apz
ky = (£ 20) x v+ Az (4.15)
29 £ 2

E’ bene a questo punto notare una cosa: dalla trattazione svolta non sembra aver
mai utilizzato il fatto che i diadici g e p siano uniassici. In realta questa ipotesi
¢ stata usata implicitamente nel momento in cui abbiamo utilizzato I’equazione
di dispersione nella forma ottenuta grazie ad essa.

Una rappresentazione schematica dei diversi vettori di propagazione e delle
superfici di tali vettori é riportata in Figura 4.2.

4.2 Coefhicienti di riflessione e trasmissione

In questo paragrafo ci proponiamo di ricavare le espressioni dei coefficienti di
riflessione e trasmissione relativi all’interfaccia tra un mezzo isotropo ed un

2essendo [28, 51]:
(uxv)xI=vu—uv

Che puod essere pensata come un’estensione della regola a X (b x ¢) =b(a-¢c) —c(a-b) al caso
dei diadici.
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: Mezzo 1
: €1, Uy

' Mezzo 2
g, U

Figura 4.2: Vettori di propagazione dell’onda incidente, dell’onda riflessa e delle
due onde trasmesse all’interfaccia. Sono rappresentate le due ellissi relative alla
permittivita dielettrica diadica e alla permeabilita magnetica diadica.

mezzo anisotropo. Per fare questo dovremo scrivere le quattro onde coinvolte
scegliendo opportunamente le polarizzazioni in cui dividerle. L’onda incidente
e l'onda riflessa verranno scritte, come di consueto, come la sovrapposizione di
due onde polarizzate linearmente, aventi il vettore di campo elettrico ortogonale
o parallelo al piano dell’interfaccia, rispettivamente, ci riferiremo a queste due
polarizzazioni con il nome di polarizzazione ortogonale e verticale®. Le onde
trasmesse, invece, andranno espresse secondo i vettori di campo elettrico ricavati
nel paragrafo 5.2. Questa differente rappresentazione delle onde del mezzo 1 e del
mezzo 2, ha come conseguenza che le due polarizzazioni dell’onda incidente non
rimangano disaccoppiate, ma che se incide un’onda in polarizzazione ortogonale,
londa riflessa sard una sovrapposizione delle due polarizzazioni ortogonale e
parallela. Vedremo che, al contrario della birifrangenza, tale fenomeno persiste
anche nel caso in cui il secondo mezzo sia isotropo affine. Ricordando che il
versore v € ortogonale al piano di incidenza, potremo scrivere i campi incidente

3Queste stesse polarizzazioni erano state chiamate TE ed TM nel paragrafo 1.4, per sotto-
lineare che nella polarizzazione ortogonale il vettore E é puramente ortogonale al piano d’in-
cidenza, mentre nella polarizzazione parallela ¢é il vettore H ad essere puramente ortogonale
ad esso.
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e riflesso, come segue?:

E, = [EiTEZ + Eirm (Ai X Z)} ekt (4.16)
1 - 0

H, = o [EiTE (/f7 X Z) - EiTMZ} ekt (4.17)
1

L, = {ETTEZJF Errm (Ar X 2)} et (4.18)
1 i ik, T

H, = a {ErTE (k‘r X Z) - E’I"T]\IZ} e (4.19)

dove si sono indicati con 157; e 1%7, i versori dei vettori di propagazione dell’onda
incidente e riflessa, rispettivamente. Con le lettere F;rg, Eirn, Erre € Errag,
stiamo indicando le ampiezze delle due polarizzazioni per 'onda incidente e
riflessa rispettivamente, queste ultime due ampiezze sono le nostre incognite.
Notiamo inoltre che tali grandezze hanno le dimensioni di un campo elettrico
[V/m]. Tale scelta non & univoca, ma in genere & preferibile scegliere come
componente scalare di riferimento I’ampiezza del campo che di volta in volta é
ortogonale al piano di incidenza. Ovviamente sard sempre possibile ridefinire tali
parametri stando attenti a moltiplicare o dividere tutto per una stessa quantita.
Vedremo perod che la scelta fatto fornira particolari proprieta di simmetria ai
coefficienti di riflessione e rifrazione.

Le onde trasmesse, potranno invece essere scritte come segue:

kT
EE = EEQEQ*E -

(

Hy = Eghgets™ (
Ey = EHQHGEHI (4.22

(

Hy = EghyetnT

dove i vettori di polarizzazione sono stati definiti nelle espressioni (3.90) e (3.91).
Sara sempre possibile usare in luogo dei vettori in (3.91), i vettori in (3.89),
tramite una ridefinizione del parametro Fy. Le ampiezze Ep e Eg sono anche
esse due incognite del nostro problema. Di nuovo, si definiscono tali ampiezze
con le unitd di misura di un campo elettrico campo elettrico, in continuita con le
definizione dei vettori di polarizzaione (3.90) e (3.91). Dobbiamo quindi trovare
quattro condizioni che fungano da vincoli per la determinazione delle quattro
incognite. La condizione da imporre &, ovviamente, la continuitd delle compo-
nenti tangenziali dei campi sull’interfaccia. Ricordando che si é gia imposta la
continuita della componente tangenziale dei vettori di propagazione, potremo

4Si noti che k; x (l%1 X Z) = —v.
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scrivere:
2o X {EiTEZ + Eirm (fﬂz‘ X Z) + Errev + By (l%r X Z) +
—Egep — Epey] =0 (4.24)
1 N 1 .
Zg X { [EiTE (kz X Z) - EiT]V[H:| + — |:E’I“TE (k‘r X Z) - E’I‘TME:| +
G1 G
—Eghp — Eghy} =0 (4.25)

dove k;, = k;./ki. Tali condizioni si possono equivalentemente scrivere come
segue:

Eirpv+ Eirm (ifz X Z) + Eyrpy + Evru (ffr X Z) +

— Epep — Eney = azg (4.26)
é [EiTE (ifz X Z) - EiTMZ} + C% |:ET‘TE (]Aﬂr X Z) - ETTMZ} +
— Eghyp — Eghy = ﬁéo (4.27)

dove a e B sono parametri reali non nulli. In questo modo, invece di imporre
I’annullamento della componente tangenziale all’interfaccia, si sta imponendo
che la componente di campo complessiva sia puramente ortogonale ad essa.

A questo punto si pud moltiplicare entrambe le condizioni scalarmente per
v o per k_, ottenendo®:

Eirg + Errg — Epv-ep — Egr-eyg =0 (4.28)
Eirne + Errvy + G ERY -hg + G EgY -hyg =0 (4.29)
ki» (Eirar — Eyrn) — EpT e — Byt ey =0 (4.30)
kiz (Eirp — Evrp) — QERT -hg — QEpt - hy =0 (4.31)

Si pud notare che nelle condizioni (4.28)-(4.31) le incognite sono tra loro ac-
coppiate, nel senso che non egiste un modo semplice di diagonalizzare il prob-
lema, separando il problema della riflessione da quello della trasmissione. Si
& costretti quindi a risolvere il sistema con il brutale metodo per sostituzione.
Dall’equazione (4.30) si isoli il parametro E;pps:

Eirym = Errm + Eg II;FE + Ey

iz kiz

Ty

(4.32)

Inserendo l'espressione trovata, nell’equazione (4.29), ed isolando il parametro
E.rr, si ottiene:

E.ryv = —2];1: [EE (Z'QE +C1];iz2'ﬁE) + Ey (I'QH +C1]A€izZ'QH):|

(4.33)

5si noti che

ke (ko X v) = (29 X 1) - (kjo X 1) =k '§0V2 =22
ni
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Inserendo l'espressione di E,7)s in (4.32), si ottiene:

Eirym = 2; [EE (I'@E - Cll%izﬂ'hE) + En (I!H - C1/%¢ZZ'EH)} (4.34)

(7

A questo punto si pud passare alle componenti TE. Dall’espressione (4.31)
si pud isolare il termine E;7g, ottenendo:

Eirg = E.rp + Acfl (EgT -hg + Eut - hy) (4.35)

1z

tale espressione puo essere inserita in (4.28), in modo da isolare il termine E,7g:

Erg = 2];1; [EE (I%izﬂ'ﬁE - ClI'hE) + En (l%izZ'QH - ClI'ﬁH)} (4.36)

iz
Infine, inserendo l'espressione di E,rg in (4.35), si ricava:

Bire = - [Bo (huv- g+ Gz hy) + Bu (R e + G- )| (437

1z

A questo punto siamo riusciti a disaccoppiare i due problemi, infatti consideran-
do le espressioni (4.33), (4.34), (4.36) e (4.37), esse possono essere scritte in
forma matriciale come segue:

EiTE 1 All A12> EE

<EiTM> 2%, <A21 Aso Ey (4.38)
E.rE 1 (B B Eg

(ET‘Tl\l) 2%k;. (321 322> (EH) (4:39)

dove si sono definite le seguenti espressioni:

Ay = kv e +CGT-hg (4.40)
Ajg =kiv-ey +GT-hy (4.41)
Ay =7 e — Cll%izﬂ ~hp (4.42)
A =17 ey — Cihiv by (4.43)
Bu=kpv-ep—G1-hy (4.44)
Bia=kiv ey —Gr-hy (4.45)
Boy=—7-ep— Gkiv-hg (4.46)
By = —1-epy — Cikizv-hy (4.47)

A questo punto siamo in grado di calcolare i coefficienti di riflessione e
trasmissione, infatti, definendo il determinante della matrice in (4.38) come
il parametro:

AA = A11A22 — A12A21 (4:4:8)
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Si potra invertire la relazione, ottenendo:

EE 21;12 (Tll T12> (EiTE)

= — . 4.49
(EH) Aq \T21 T2 Eirm (4.49)

E.rE 1 (Fu I‘12) <E1TE>
= — . 4.50
(ETTI\/I> Ay \I'21 Ia2 Eirn (4:50)

dove:

Tii = Aoo (4.51)
Tia = —Ar (4.52)
Ty = —Agy (4.53)
Too = A1 (454)

I'11 = B11Asa — BiaAs (4.55)
['12 = B12 A1 — BriAi (4.56)
91 = Ba1Ags — Bag Aoy (4.57)
oo = B A11 — Ba1 412 (4.58)

Come anticipato all’inizio del paragrafo, vediamo che sia il coefficiente di ri-
flessione che il coefficiente di trasmissione sono rappresentati da matrici non
diagonali, questo vuol dire che le due polarizzazioni dell’onda incidente ven-
gono mescolate sia nel processo di riflessione, sia in quello di trasmissione. Tale
fenomeno € una conseguenza della birifrangenza del mezzo anisotropo, ma non
solo; vedremo infatti che anche nei mezzi anisotropi isotropi aflini, dove non
si ha la birifrangenza, le due polarizzazioni rimangono accoppiate, ovvero le
due matrici rimangono non diagonali. Notiamo inoltre che nel presente para-
grafo non si é mai sfruttata 'informazione dell’uniassicitd del mezzo, quindi le
espressioni trovate per i coefficienti di riflessione e trasmissione hanno validita
generale. Tali espressioni sono in effetti molto complesse, essendo dipendenti dai
parametri A;; e B;j, 1 quali contengono tutte le caratteristiche dei due mezzi e
delle polarizzazioni delle onde trasmesse nel mezzo anisotropo.

Per esplicitare i parametri A;; e B;j, tutto cid che si deve fare ¢ trovare le
espressioni dei prodotti scalari dei vettori v e T per i vettori di polarizzazione
delle due onde trasmesse, ovvero ep g € hg/g. St deve quindi andare a speci-
ficare il tipo di mezzo anisotropo che si sta considerando, infatti i vettori ey JH
ehgp s dipendono dall’equazione di dispersione, ovvero dalle caratteristiche del
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mezzo anisotropo. Tali prodotti scalari possono essere scritti come segue:

voegp=ku, c—kg,T-c (4.59)
v-eg=v-c (4.60)
1
v-hp=——v-c (4.61)
Gt
1 /4 .
v-hy= g (kTuz cc—ky,T- c) (4.62)
T-ep=kgv-c (4.63)
reen=(1-8) e kb (4.64)
]. 79 [
mohp =g [(1 fkT) r-c—k kg, ~c} (4.65)
%Hz
Ty — (4.66)
Gt

qui si sono chiamati 1237 =k /ki e l;:E/HZ = k:E/HZ/k;t. Inserendo tali espressioni
delle definizioni dei coefficienti A;; e Byj, si ottiene:

i (b e i) e b
Al = ki, (kTuZ c—kg,T- c) — 2 Kl — k:T> T-¢— kkp,u, - c} (4.67)
A12 = (l;‘lz Cl]ACHZ) V-cC (468)
Gt
A9 = (Cliﬁzz + iCEz) v-c (4.69)
t
Agy = (1 - l%f) Tc—kiky,u, - c— %fcw (l;Tuz ce—ky.T- c) (4.70)
t
_ i (i 7 [SEYA g
B =k, (k:Tuz c—kg,T c) + 2 Kl kT> T-¢c—kikg.u, c} (4.71)
Byp = (l;’iz - Cl];?Hz) v-c (4.72)
Gt
Bar = (S ke v (473)
t

322:—(1—1%3)7-c+1%712:1{zu2-c—%
t

Fois (l%Tuz P c) (4.74)

Si possono notare molte relazioni e simmetrie tra i coefficienti scritti nella prece-
dente forma, tuttavia, risulta molto difficile scriverli in una forma che sia allo
stesso tempo compatta e significativa a livello fisico. Una possibilita é quella di
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riscrivere i coefficienti come segue:

An = |:I%iz1/ x kg — % (T - /%TIACE)] e (4.75)
Az = <I;zz + Clii‘Hz) v-c (4.76)
@
A21 = <§1f€12 + kEz) V-cC (477)
t
oz = =[S b = (7= k)| (4.78)
By = I:/%izl/ X I%E + % (7' — IACT’%E)] -C (479)
Byp = <I%zz - CliﬂHz) v-c (4.80)
Gt
B21 = <C1k1z — nEz) V-cC (481)
@
Byy = — (g}izizu kg +1— l%TI%H) c (4.82)
t

Si é riusciti in questo paragrafo a scrivere i coefficienti di riflessione e di
trasmissione all’interfaccia con un mezzo anisotropo. Tali coefficienti assumono
una forma molto complessa nel caso generale. Come si vedra nel seguito pero
essi assumono forme molto pit semplici in alcuni casi particolari.
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Capitolo 5

Mezz1 anisotropi e condizioni

al contorno

Nelle ricerche in ambito di elettromagnetismo, la definizione di appropriate con-
dizioni al contorno ha sempre rivestito una grande importanza, sia per le ap-
plicazioni che per il suo legame con 'unicita del problema elettromagnetico.
Nella letteratura ¢’ un gran numero di condizioni al contorno proposte, e.g., il
conduttore elettrico perfetto (PEC), il conduttore magnetico perfetto (PMC),
la condizione al contorno d’impedenza (IBC), le superfici Soft e Hard (SHS), le
condizioni al contorno DB e il conduttore elettromagnetico perfetto (PEMC).
Nel seguito si vedrd come sia possibile legare queste condizioni al contorno a
particolari materiali anisotropi.

5.1 La materializzazione delle condizioni al con-
torno

Negli ultimi anni, sono state proposte diverse possibili realizzazioni delle con-
dizioni al contorno attraverso la progettazione di particolari materiali aventi
proprietd elettromagnetiche estreme. Due tipi di mezzi si sono rivelati parti-
colarmente adatti allo scopo: i materiali bi-isotropi e i materiali anisotropi. E
forse il caso di sottolineare che qui si intende con il termine di materializzazione,
quel processo che intende definire un particolare materiale attraverso la sua per-
mittivita elettrica e la sua permeabilitd magnetica, in modo che un’interfaccia
con tale materiale realizzi una particolare condizione al contorno esprimibile
direttamente in termini dei campi elettromagnetici all’interfaccia.

In [60], & stata proposta la materializzazione di un conduttore elettromag-
netico perfetto attraverso un particolare mezzo bi-isotropo. Il conduttore elet-
tromagnetico perfetto, supposto come una superfici z = 0, impone che le com-

159
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ponenti tangenziali sia del campo elettrico che del campo magnetico si annullino
su tale superfici. Tale condizione pud essere scritta come segue:

2o % (H+ME)=0 (5.1)

Le caratteristiche del materiale bi-isotropo che garantiscono questa condizione
all’interfaccia sono le seguenti: ¢ = Mq, £ =q, ( =qe p=q/M, con g — oo.
Quindi, si vede da queste espressioni che il parametro M rappresenta ’ammet-
tenza del mezzo. Dalla condizione (5.1), si puo anche notare che essa rappresenta
una superficie PEC quando M — oo e rappresenta una superficie PMC quando
M — 0. Tale proprieta rende questo materiale molto interessante. Una possibile
realizzazione pratica del materiale bi-isotropo é stata proposta in [61], come una
particolare stratificazione di mezzi di Tellegen, oppure come una stratificazione
di mezzi girotropici.

La IBC, é una ben nota condizione al contorno introdotta per la prima volta
da Shchukin [62] e Leontovich [63] negli anni '40. La condizione pud essere
scritta come segue:

ET:?S'§OXE7 o EOXEZ?S'E (52)

dove £ rappresenta la componente tangenziale di campo elettrico alla superficie

e le diadi Z, e Y, sono l'impedenza superficiale e "ammettenza superficiale,
rispettivamente.

In [64], & stata proposta la possibilita di realizzare la IBC attraverso par-
ticolari materiali anisotropi. I materiali suggeriti sono un particolare mezzo
girotropico e un particolare mezzo biassico, entrambi aventi le componenti della
permittivita elettrica e della permeabilita magnetica ortogonali all’interfaccia
tendenti all’infinito, il che puo essere scritto come segue:

“Zp — 00 (5.3)
<2y —+ 00 (5.4)

=l ol

20"

Le superfici Soft e Hard possono essere pensate come un caso particolare della
IBC. Le superfici Soft e Hard sono ampiamente studiate in letteratura grazie
al gran numero delle loro possibili applicazioni [65, 66]. La loro realizzazione
richiede I’annullamento di una certa componenti del campo elettrico e del campo
magnetico sulla superficie:

Yy, E=0 e y, H=0 (5.5)
il vettore y ¢ ovviamente un versore parallelo all’interfaccia. La condizione
(5.5) si riferisce a una superficie Soft o Hard, a seconda che la direzione y sia

perpendicolare al piano d’incidenza o se sia contenuta in esso'.

L% sufficiente ricordare che una superficie Soft ¢ un contorno per il quale il flusso di poten-
za sulla superficie risulta nullo per ogni polarizzazione dell’onda incidente. Viceversa, una
superficie Hard, é un contorno sul quale sia il massimo flusso di potenza. Tali denominazioni
derivano dall’acustica.
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Una situazione del tutto opposta a quella delle IBC si ha quando le compo-
nenti ortogonali all’interfaccia delle diadi di permittivita e permeabilita tendono
a zero:

2y 0 (5.6)
~29—0 (5.7

Zo'

=l o

20

Un interfaccia con questo tipo di materiali & stata chiamata una condizione
al contorno DB [6]. Piu in generale, una condizione al contorno DB richiede
I’annulla mento delle componenti ortogonali all’interfaccia delle densita di flusso
elettrico e magnetico:
20 D=0 and 2y -B=0 (5.8)
Un materiale che sia in grado di realizzare allo stesso tempo una superficie
Soft e Hard e una condizione al contorno DB ¢ stato proposto in [67]. Esso & un
particolare mezzo bi-anisotropo detto materiale Skewon-Axion. La condizione
realizzata da tale materiale é la seguente:

Twzy - B+ kow, - £ =0 and Twzg - D — kou, - H =0 (5.9)

dove w ¢ la pulsazione dell’onda e kg il numero d’onda nel vuoto. E facile vedere
che quanto T" — 0, la condizione tende a rappresentare una SHS, invece, quanto
T — 00, essa tende a rappresentare una condizione al contorno DB.

Qui si vuole introdurre una nuova condizione al contorno che sia una gen-
eralizzazione sia della SHS che della condizione al contorno DB, ma che sia
realizzabile con un semplice mezzo anisotropo uniassico. Si chiami ¢ un generi-
co versore sul piano (y, z), nel sistema di riferimento finora usato. Sia a ’angolo
da esso formato con I'asse z. Quello che si vuole ottenere € la seguente condizione
al contorno:

c-D=0 e c-B=0 (5.10)

Si puo facilmente vedere che quando o = 0 tale condizione diventa una con-
dizione al contorno DB, viceversa quando « = 7/2, essa diventa la seguente
condizione:

u, D=0 e u,-B=0 (5.11)

Y Y

la quale ¢ in generale diversa dalla condizione imposta su una SHS. Se pero si
suppone che il mezzo di provenienza dell’onda incidente, si chiami mezzo 1, sia
un mezzo isotropico, allora tale condizione va a coincidere con la (5.5), infatti
si ottiene:

eiu, - E=0 e pa, - H =0 (5.12)

y =

questa condizione, per valori convenzionali di €1 e up, € esattamente identica
alla (5.5).



162 CAPITOLO 5. CONDIZIONI AL CONTORNO

Per quanto detto, si potra chiamare la condizione (5.10) una condizione
al contorno SH/DB, in quanto essa pud rappresentare entrambe le condizioni
DB o SH al variare del parametro . Pud essere interessante notare che la
condizione (5.10) ¢ intrinsecamente differente dalla condizione (5.9). Infatti,
esse tendono 'una all’altra solo nei due casi T - 0ea=7/20se T — 0 e
a = 0. In tutti gli altri casi esse differiscono totalmente perché il mezzo con
cui si ottiene la condizione (5.9) ¢ intrinsecamente bi-anisotropo, ovvero in esso
le componenti del campo elettrico e magnetico sono connesse alle componenti
della densita di flusso magnetico ed elettrico, rispettivamente. Si pud facilmente
dimostrare che non esiste alcuna trasformazione affine che possa rendere tale

mezzo semplicemente anisotropo, ovvero che possa rendere nulle le quantita £ e

¢

5.2 Realizzazione della condizione SH/DB

Per ottenere la condizione al contorno (5.10), si deve riuscire a isolare le compo-
nenti nella direzione di ¢. A questo proposito si puo scrivere il campo elettrico
e il campo magnetico decomponendoli nelle due direzioni, una parallela e l’altra
trasversa a c:

E=E, +Ec H=H, +Hc (5.13)

con: By=E-¢c,E, -¢c=0,Hy=H -ce H, -¢=0. Si consideri ora un mezzo
anisotropo uniassico avente ’asse ottico parallelo a ¢, ovvero con la seguente
permittivita elettrica e permeabilitd magnetica:

g = Et?t + gccC (514)
Ti = el + prece (5.15)

con: I; = I—cec. Sipud provare ora a scrivere le condizioni (5.10) in tale mezzo.
Esse assumono la seguente forma:

c-D=c- (EE) =c- (QEL +€,;E”g) = €CEH =0 (5.16)
=c (i H) =c (mH, + pcHc) = pcHy =0 (5.17)

°
o |

Tali condizioni sono certamente soddisfatte quando le componenti di permittiv-
ita e permeabilita nella direzione ¢ risultano nulle, ovvero se:

c—0 (5.18)
(5.19)

C-

1Y
=l o
1Y
o

Il mezzo qui proposto sarebbe espresso da una matrice diagonale se si assumesse
uno degli assi coordinati parallelo all’asse ottico. Tuttavia, siccome ci interessa
studiare un’interfaccia nella quale la normale non sia necessariamente diretta
come ¢, si considera qui un generico sistema di riferimento in cui ¢ formi un
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angolo « con il versore coordinato z,. In questo caso, per ottenere I’espressione
matriciale di £ é possibile eseguire una rotazione di un angolo « dei vari campi.
Infatti, chiamiamo Ep e Dy il campo elettrico e la densita di flusso elettrico
nel sistema di riferimento solidale con I’asse ottico del mezzo. In tale sistema di
riferimento la permittivita sard esprimibile in forma diagonale:

Et 0 0
e=(0 & 0 (5.20)
0 0 €e

Ora, per passare da tale riferimento a quello in cui ’asse z forma un angolo
a con 'asse ottico, é sufficiente effettuare una rotazione di tale angolo intorno
all’asse x, in questo modo il campo elettrico si potra scrivere come segue:

E-R-Eg (5.21)

dove R ¢ la matrice di rotazione?. Analogamente, la densita di flusso elettrico
si potra scrivere come segue:

D=RDp=R Ep =

"EpTERT LA

-
[0

L BRUE (5.22)

come si vede da questa espressione € quindi facile scrivere la permittivita elet-
trica nel sistema di riferimento scelto come segue:

e=R-g,-R™ (5.23)

svolgendo i prodotti si ottiene la seguente espressione:

Et 0 0
_ 2 . 9 .
e=1|0 g¢cos% o + g.8in” o (ec — &) sinacos o (5.24)
0 (ec —&t) sinacos a grsin? a + e, cos? a

Una espressione del tutto analoga puo essere ottenuta per p.

A questo punto si cerchera di comprendere come si comporti una generica
onda piana all’interno di questo materiale quando le condizioni (5.18) e (5.19)
vengono soddisfatte.

’equazione di dispersione di questo mezzo sara quella ottenuta nel paragrafo
3.2 che si scrive di seguito per comodita:

(kg k—eok?) (ke p k- pck?) =0 (5.25)

2T,a matrice di rotazione che ruoti intorno all’asse  di un angolo «, puo essere scritta come

segue:
1 0 0
=10 cos & —sina
0 sin o cos a

ll=
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dove ki = ko\/etpty = kony € il numero d’onda trasverso. Si scriva ora il vettore
di propagazione separando le componenti parallele e ortogonali all’asse ottico:

k=k + k‘”Q (5.26)
quindi, considerando la soluzione di onda H, si potra scrivere:
ek + Eck’%[” = ek} (5.27)

in questa relazione si vede che quando e, — 0, siha k; — 0, i.e., la propagazione
é permessa solo lungo ’asse ottico.

Nel sistema di riferimento sopra definito, si potranno scrivere i diversi vettori
come segue:’:

¢ = sinau, + cos az (5.28)
kx| = kaysina + kg cosa (5.29)
k. =kosu, + (kgycosa — ky, sina) (cos au,, — sin ago) (5.30)

quindi, ’equazione di dispersione assume la seguente espressione:

€t k?{x + (kgycosa — kg sina)ﬂ + e, [(kHy sina + kg, cosa) — kf] =0

(5.31)

quando . — 0, si ottiene:
k%, =0 (5.32)
(kmy cosa — kg, sin a)2 =0 (5.33)

di nuovo notiamo che tale relazione indica che la propagazione é permessa solo
lungo I’asse ottico, come si vede anche dalla seguente espressione:

kmy

=tana (5.34)
kHz

Il campo elettrico e il campo magnetico potranno essere scritti in funzione
dei vettori di polarizzazione definiti nel paragrafo 3.2:

E = Eppeteey + EpgetnTey, (5.35)

H = Egoe™ Thy + Egoe™ 1 Thy (5.36)

38i noti che:
ky =k—kjc
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5.2.1 Riflessione all’interfaccia con un mezzo SH/DB

Lo studio dell’interazione di un’onda elettromagnetica piana proveniente da un
mezzo isotropo con un’interfaccia con un mezzo SHDB puo essere studiata me-
diante i coefficienti in (4.50). Tali coefficienti assumano una forma semplice in
alcuni casi particolari e qui inizieremo a studiare 'interfaccia proprio in alcuni
di questi casi.

S consideri il caso in cui il piano di incidenza contenga ’asse ottico del mezzo
uniassico. In questo caso i versori v e ¢ risultano ortogonali:
v-c=0 (5.37)

Mantenendo la descrizione secondo il sistema di riferimento adottato in questo
paragrafo, tale situazione si ha quando il vettore di propagazione giace sul piano
(y, 2), si veda Figura 4.1. La principale conseguenza della relazione (5.37) & che i
termini non diagonali del coefficiente di riflessione risultano nulli, ovvero: A2 =
Az1 = Bia =By =0=T12 =19 =0.

Per il mezzo SHDB ci aspettiamo che i coefficienti diagonali, I';; and I'ss,
abbiano ampiezza unitaria per ogni onda incidente meno quella che corrisponde
a un’onda trasmessa propagantesi nella direzione dell’asse ottico. Si consideri il
caso particolare le componenti trasverse della permittivita e della permeabilita
coincidano con le caratteristiche del mezzo isotropo, i.e., & = 1 and uy =
1. In questo caso 'onda incidente che genera un’onda trasmessa propagantesi
parallelamente all’asse ottico é proprio quella avente un angolo di incidenza 6; =
a. I questo caso, ci aspettiamo un’onda totalmente trasmessa in corrispondenza
di questo angolo. In Figura 5.1, é mostrato il comportamento dell’ampiezza
del coefficiente I'1; nel caso in cui il mezzo isotropo sia il vuoto e 4 = py = 1
e a = 30°, al variare dell’angolo di incidenza e per diversi valori di . = p.
(T'22 risulta uguale a I'1; data 'uguaglianza che si ¢ imposta tra permittivita e
permeabilita).

Come prima cosa, si noti che il coefficiente di riflessione ¢ una funzione
pari dell’angolo 6;. Tale risultato pud apparire strano, infatti, dallo studio del-
la propagazione di un’onda piana in un mezzo uniassiale, si & visto che solo
un’onda avente vettore di propagazione parallelo all’asse ottico pud propagar-
si quando le caratteristiche longitudinali del mezzo tendono a essere nulle. E
quindi necessario trovare una spiegazione fisica a questo fenomeno, ovvero si
deve capire cosa succede, in questo caso particolare, quando 6; = —a. Prima
di tutto, si dimostrera, a partire dai risultati ottenuti, che effettivamente il co-
efficiente di riflessione debba essere una funzione pari dell’angolo. Si consideri
che quando i coefficienti di cross-riflessione, ovvero i coefficienti non diagonali
della matrice di riflessione, sono nulli, le due polarizzazioni tornano a essere
disaccoppiate, esattamente come in un mezzo isotropo. Quindi, il coefliciente
di riflessione per ogni polarizzazione risulta dall’imposizione della continuita dei
campi tangenziali all’interfaccia della polarizzazione considerata. Essendo le
componenti tangenziali dei campi delle funzioni pari dell’angolo, come si pud
notare facilmente visualizzando graficamente il piano di incidenza, si capisce
come anche il coefliciente di riflessione debba esserlo, infatti 'interfaccia ’vede’
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Figura 5.1: Ampiezza del coefficiente di riflessione I'11, quando il mezzo 1 é
Paria, il mezzo due ha o = 30°, ¢, = puy = 1 e: . = p. = 0.1 (solid line),
e = p = 0.01 (dashed line), e, = p. = 0.001 (dotted line). Il vettore di
propagazione dell’onda incidente si suppone nel piano (y, z).

arrivare due onde identiche per due angoli opposti. Si é cosi spiegato il motivo
per il quale i coefficienti di riflessione debbano in generale essere delle funzioni
pari in questo caso particolare, tuttavia ancora non si é spiegato come sia pos-
sibile che 'onda incidente con 6; = « sia totalmente trasmessa nel mezzo preso
in considerazione. Per capire questo, si deve scrivere ’espressione del vettore
di propagazione trasmesso di questa onda. Si consideri ’espressione (4.8), e si
imponga che l’asse ottico giaccia sul piano di incidenza, ottenendo®:

—ky(ec —e¢)sinacosa + /. (st sin? o + e, cos? a) k2 — Ecetkg

k., = 5 (5.38)
r 2
£¢SIN” & + €, COS* «x
se si considera il caso in cui . — 0, tale componente si pud scrivere:
k, cos «
kg, = 2 —— (5.39)
sin av

4E importante notare che ci siamo messi nel caso molto particolare in cui € = p, caso in

cui non si osserva piu il fenomeno della birifrangenza.
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when 0; = —o, we have k, = —k; sinc, so we can write:
kg, = —ki cosa (5.40)

quindi il vettore di propagazione trasmesso si potrd scrivere: ky = —kic
Questo risultato risponde alle nostre domande, infatti, anche ’onda trasmes-
sa per 6; = —« é diretta lungo ’asse ottico. Tale fenomeno assomiglia molto al
caso di rifrazione negativa ben noto per i materiali a indice di riflessione neg-
ativo. In effetti in tali mezzi si ha un’onda trasmessa la cui fase si propaga
su una direzione ortogonale a quella incidente, mentre la sua energia prosegue
con un normale angolo di rifrazione. Anche in questo caso si pud dimostrare
che ’energia dell’onda trasmessa continua a propagarsi nella direzione dell’onda
incidente, infatti®:

Sy 29 = \/ec (ersin® o + ec cos? a) k7 — eceik? (5.41)

tale quantita o é reale e positiva, oppure é puramente immaginaria. Inoltre, si
noti che la componente ortogonale del vettore di Poynting tende a zero indipen-
dentemente dall’angolo di incidenza. Questo & il motivo per cui la propagazione
dell’energia nel mezzo é proibita quando le caratteristiche elettromagnetiche
tendono a zero. Si puo vedere che quando 0; = ta e k; = ky il vettore di
Poynting si pud scrivere come segue:

S - z9 = €ckicosa (5.42)

indipendentemente dal segno del vettore di propagazione dell’onda incidente.
Inoltre, si pud notare che questa componente del vettore di Poynting puo essere
scritta, per un generico angolo del vettore di propagazione dell’onda incidente,
come segue:

Sy - 2o & y/ecer (k2 sin® o — k? sin® 6;) (5.43)

dove si trascura il termine €2, essendo un infinitesimo del secondo ordine. A
questo punto si pud capire perché il modulo del coefficiente di trasmissione
¢ esattamente uguale all’'unitd quando |0;] > « (si veda Figura 5.1), infatti,
in questi intervalli la componente ortogonale del vettore di Poynting dell’onda
trasmessa é puramente immaginario, quindi nel mezzo non si propaga potenza
reale.

I ragionamenti fatti valgono quando k; = k1. Nel caso in cui tale condizione
non sia soddisfatta, i ragionamenti valgono solo nel caso in cui esista un’onda
trasmessa parallela all’asse ottico. Inoltre, I'unita del coefficiente di trasmis-
sione per valori dell’angolo di incidenza maggiori di un determinato valore pud

5Si ricordi che:

Sy :gEH = (Eykay +5kaHz)Ey + (5yzkHy +52zkHz)§0

being kg, = (eyzszy + 4 /aceyzkf — ecatk%{y> /€22
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Figura 5.2: Ampiezza del coefficiente di riflessione I'11, quando il mezzo 1 sia
l’aria e il mezzo 2 presenti un asse ottico con a = 30°, caratteristiche trasverse
et = (g = 2, e caratteristiche longitudinali:e, = p. = 0.1 (linea continua),
gc = pte = 0.01 (linea tratteggiata), €. = p. = 0.001 (linea puntinata). L’onda
incidente si considera avere un vettore di propagazione sul piano (y, z).

essere interpretato come una sorta di riflessione totale, in cui 'angolo dell’asse
ottico assume il significato di angolo critico. A questo proposito, in Figura 5.2 ¢
rappresentato il modulo del coefficiente di riflessione nel caso in cui e; = puy = 2.
si pud notare che quando €., u. — 0, ampiezza del coefficiente di riflessione
va uniformemente all’unita, per ogni valore dell’angolo di incidenza. Questo
comportamento si accentua inoltre quando &;, u; — oo. Quindi la riflessione
del mezzo sembra legata pit al rapporto €./e¢, ovvero al rapporto delle compo-
nenti longitudinali e trasverse del mezzo, piu che ai loro comportamenti singoli.
Inoltre & bene notare che il vettore di propagazione dell’onda trasmessa per
0; = +a, tende ancora a essere uguale a +kjc, tuttavia un’onda con questo
vettore di propagazione non pud pit propagarsi nel mezzo, infatti essa non é
piu soluzione dell’equazione di dispersione nel mezzo (5.25) se k; # ki.

A questo punto, si vuole discutere un caso particolare molto interessate. Si
consideri un mezzo uniassiale come quello finora descritto, soddisfacente la re-
lazione € = (?1 e in cui le componenti trasverse e longitudinali della permittivita
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siano le seguenti:
e =e1M e . =¢e1/M (5.44)

dove le costanti €1 e (1, si considerano essere la permittivita elettrica e 'impe-
denza caratteristica del mezzo isotropo da cui proviene I’onda incidente, rispetti-
vamente. Quando M — oo, questo mezzo diventa un particolare mezzo SH/DB.
Se ora si considera il caso in cui ’asse ottico sia ortogonale all’interfaccia, i.e.,
a = 0, tale mezzo diventa un Perfectly Matched Layer (PML), in una delle sue
formulazioni classiche nella letterature [7, 8]. In esso infatti sono vere le due
condizioni:

e=(ip (5.45)
o€y = €2 (5.46)

necessarie per avere il fenomeno della trasmissione totale dell’onda piana uni-
forme incidente a qualsiasi angolo. Se si ragione con attenzione su cid che
si & trovato, si arriva a capirne subito la stranezza. Infatti i mezzi SH/DB
sono stati introdotti come mezzi che garantiscono ’annullamento di determi-
nate componenti del campo elettromagnetico all’interfaccia, proibendo anche
la propagazione al suo interno, come si & dimostrato quando si & visto che la
componente ortogonale all’interfaccia del vettore di Poynting tende a diventare
nulla per qualsiasi angolo dell’onda incidente per questo tipo di mezzi. Ora
invece, non solo stiamo dicendo che la propagazione in tale mezzo & permessa,
ma addirittura che 'onda viene totalmente trasmessa in esso, essendoci rifles-
sione nulla. Inoltre, come si & visto, vi sono diversi tentativi nella letteratura
di realizzazione di questa classe di mezzi, tramite particolari allineamenti di
cilindri dielettrici. Si vuole quindi provare ora se sia possibile immaginare una
realizzazione di un PML tramite uno di questi mezzi. Come é noto infatti, il
PML ¢é un mezzo irrealizzabile, a causa della presenza in esso di componenti
attive difficilmente ottenibili nella pratica. Si procederd ora a dimostrare come
sia possibile usare un mezzo SH/DB passivo per ottenere una realizzazione, se
pur approssimata, di un PML.

Come ¢ noto, in un PML ¢ essenziale la presenza delle perdite, infatti, in
assenza di perdite 'onda trasmessa continuerebbe a propagarsi indefinitamente
nel mezzo e le applicazioni dello stesso come assorbitore sarebbero impossibili.
Per prendere in considerazione le perdite si possono riscrivere le caratteristiche
del mezzo, aggiungendo un termine esponenziale complesso:

g = e Me'® and Ee = 8—16_"“ (5.47)

M

dove a € [0,7/2]. Ora si pud dire che queste rappresentino le caratteristiche di
un PML. Si puo vedere facilmente come la componente longitudinale presenti
una parte attiva, cosa che impedisce 'effettiva realizzazione del mezzo. Sfrutti-
amo ora pero il fatto che M — oco. Supponiamo che sia a << 1, in questo caso si
potranno sostituire le relazioni in (5.47) con le seguenti espressioni approssimate:
€1

gr~eM (14 ia) and Ec R Y

(5.48)
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Figura 5.3: Ampiezza del coefficiente di riflessione (5.49) al variare dell’angolo
di incidenza, quando: a = 0.1 (solid line), a = 0.01 (dashed line), o = 0.001
(dotted line).

Tali caratteristiche non rappresentano pit un PML, non essendo piu vere rig-
orosamente le condizioni (5.45), tuttavia, si puo vedere che per valori sufficien-
temente piccoli del parametro a, questo mezzo continua a comportarsi approssi-
mativamente come un PML. In effetti, il coefficiente di riflessione i questo caso
semplice pud essere scritto come segue:

91_ _M1-q L N—1 2 GZ 1/2
p_ s [1—(1+ia)"'sin ]1/2 (5.49)
cos; + [1— (1 +ia)~'sin®6;]

si vede che tale coefliciente non dipende piu dalle caratteristiche del mezzo di
provenienza dell’onda incedente. Inoltre, non dipende neanche dal parametro
M, ma solo dal paramtro a. In Figura 5.3, il coefficiente di riflessione (5.49)
& rappresentato per diversi valori del parametro a. Si vede che il coefficiente
di riflessione tende a essere nullo per ogni angolo di incidenza e il fenomeno
& sempre pill vero pill piccolo risulta il parametro a. Tale comportamento ci
autorizza a chiamare tale mezzo un PML approssimato (a-PML)

Si possono fare a questo punto alcune considerazioni sul ruolo dei parametri a
e M. Infatti, il parametro M non influenza il coefficiente di riflessione, mentre
é fortemente legato alle perdite del mezzo, essendo queste legate al prodotto
aM. Tl paramtro a invece é I'unico parametro del mezzo legato al coefficiente di
riflessione. Un mezzo avente M — oo e a — 0, &€ un mezzo avente il coefliciente
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Figura 5.4: Parte reale della componente di campo elettrico parallela al dipolo
calcolata a una distanza di una lunghezza d’onda dall’interfaccia in tre casi:
radiazione nel vuoto (linea solida), slab composto di un materiale PML perfetto
(croci) e caso in cui lo slab sia di un materiale PML approssimato (cerchi).

di riflessione di un PML, con perdite diverse da zero, ma con delle perdite non
nulle. Esso quindi é a tutti gli effetti un PML passivo.

Nelle ipotesi fate, il coefficiente di riflessione puo essere approssimato alla
seguente semplice espressione:

—iatan® 6;

N s 5.50
4 + i tan® 6, ( )

Per valutare le prestazioni del mezzo ora introdotto, si consideri un dipolo corto
posto a una distanza di 4\ da un’interfaccia piana con uno slab di materiale
a-PML. Si é implemetata una simulazione con il software Comsol Multiphysics
4.2. In Figura 77, é rappresentata la parte reale del campo elettrico parallela
al dipolo, supposto allineato all’asse y. Il campo elettrico é calcolato su una
linea parallela all’asse y a distanza di una lunghezza d’onda dall’interfaccia.
Si sono considerate tre diverse situazioni: quando lo slab é assente e il dipolo
irradia nel vuoto, quando lo slab & costituito di un PML perfetto, decritto dalle
caratteristiche (5.47), e quando lo slab é costituito di un materiale a-PML, con
a=0.02e M =20 (/. = 400). Il campo & normalizzato rispetto al massimo
valore sulla linea. |Ej|.- Lo slab ha profondita pari a una lunghezza d’onda
e termina su un piano conduttore elettrico perfetto, in modo da mettere in
evidenza ogni riflessione non assorbita dal materiale. Si vede che i tre campi
tendono a coincidere su tutta la linea.
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Figura 5.5: Differenze tra i campi rappresentati in Figura 5.4. La differenza é
stata effettuata tra il campo nel vuoto e il campo con il PML (linea solida) e
tra il campo nel vuoto e il campo con il PML approssimato (cerchi).

Per sottolineare la bonta dell’approssimazione, in Figura ??, é rappresentata
la differenza tra il campo riflesso dal PML e dal a-PML, rispettivamente, con
il campo in spazio libero. Si vede che in entrambi i casi si ha un errore infe-
riore al 1%. Tuttavia, maggiore risulta angolo 6, ovvero ai bordi della linea,
maggiore risulta essere I'errore. Questo & vero sia nel caso di PML perfetto che
approssimato, come fatto notare anche i [7].

Per finire, si vuole anche considerare il caso di riflessione di un’onda guidata,
avente uno spettro angolare ben pitt ampio dell’onda generata da un dipolo corto
e quindi buona candidata per evidenziare eventuali imperfezioni del materiale
proposto. In Figura 5.6, é rappresentata la parte reale del campo elettrico
propagantesi in uno slab simmetrico nel modo TE;. Lo slab & supposto avere
un indice di rifrazione n = 1.7, e uno spessore di 0.731uym. L’onda si suppone
a una lunghezza d’onda di A = 1.55um. Il campo elettrico & calcolato in tre
diverse situazioni: quando lo slab si considera di lunghezza indefinita, quando
lo slab si considera terminare su un PML perfetto e quando lo slab si considera
terminare su un PML approssimato con M = 20 e a = 0.01. Lo spessore del
PML si considera uguale a 2\, mentre il campo & prelevato a distanza A/2
dall’interfaccia con il PML. In entrambi i casi si suppone che il PML termini su
un piano conduttore elettrico perfetto. Una mappa bidimensionale di campo in
questo slab é rappresentata in Figura 77

Come prima, si é considerata la differenza tra i diversi case e anche in questo
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Figura 5.6: Parte reale del campo elettrico normalizzato in uno slab simmetrico
privo di terminazioni (linea solida) e a una distanza A/2 da un PML (croci), e
da un a-PML (cerchi).

caso si ¢ ottenuto un errore inferiore al 3%, come si pud vedere in Figura 5.8.

5.3 Mezzi adattati e unitarieta della matrice di

riflessione

In questo paragrafo si vuole trattare il caso in cui il mezzo uniassiale sia isotropo
affine e che sia adattato con il mezzo di provenienza dell’onda incidente. In
questo caso de diadi che rappresentano la permittivitd e la permeabilita sono
legate da una costante e tale costante coincide con I'impedenza caratteristica
trasversa: £ = (i si suppone inoltre che I’asse ottico sia ortogonale al piano

di incidenza, i.e., 7 - ¢ = 0, in questo modo i parametri che caratterizzano la
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Figura 5.7: Rappresentazione bidimensionale della parte reale del campo elet-
trico normalizzato in uno slab simmetrico terminante su un PML approssimato
sulla destra..

riflessione e la trasmissione, diventano i seguenti®:

Ay = —Agy =k, (/%iz + /%Hz) Zy-C (5.51)
Apg = Agy = (qu + lQ:HZ) v-c (5.52)
Bii = —Bas = ki (k: - l%HZ) Zo-C (5.53)
Biy = By = (k - kH) veoc (5.54)

Inserendo queste quantita nelle espressioni dei coeflicienti I';5, si puo facilmente
verificare che si ha di nuovo I'1o =191 =0, e:

];iz - kHz

i =Ta == =
11 22 -

(5.55)

questa espressione risulta molto familiare, coincidendo sostanzialmente con 1’e-
spressione che si hanel caso di mezzi isotropi. Quando e, ue. — 0, la componente
kp. tende a zero, quindi il coefficiente di trasmissione diventa nullo. In Figura
5.9, é rappresentato 'andamento dell’ampiezza di I'1; come funzione dell’angolo
di incidenza nelle stesse condizioni della Figura 5.2, ma con un’onda incidente
avente il vettore di propagazione nel piano (z,z). Ancora il comportamento di

SE sufficiente notare che in un mezzo isotropo affine non & presente il fenomeno della
birifrangenza, quindi kp = ky
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Figura 5.8: Differenze tra i campo di Figura 5.6. La differenza é stata effettuata
tra il campo ottenuto con lo slab privo di terminazioni e lo slab terminato su
un PML (linea solida) o su un a-PML (linea tratteggiata).

questo coefficiente pud essere spiegato analizzando ’espressione della compo-
nente ortogonale all’interfaccia del vettore di propagazione dell’onda trasmessa.
Se si considera l'espressione (4.8) nel caso k,7 = k,u,, si ottiene:

eck? —ek2 ek} — eik? sin?0;
kg, = . 9 5 ) 2 (556)
€¢SIN° (& + £, COS“ v £ 81N & + £, COS“ (v

Questa componente tende a diventare puramente immaginaria quando €. — 0,
il che vuol dire che I'onda trasmessa ¢ non uniforme e attenuata ortogonalmente
all'interfaccia. Quando €. € piccola, ma non nulla, kg, risulta reale per piccoli
valori dell’angolo di incidenza, ma di nuovo immaginaria per grandi valori dello
stesso, il che di nuovo é legato al fenomeno della riflessione totale.

In fine, si consideri il caso in cui I'asse ottico e il piano di incidenza formino
un angolo generico I'uno con 'altro. Si manterra I'ipotesi di un mezzo isotropo
affine per via delle implicazioni che questa ipotesi comporta. Inoltre, si manterra,
I'ipotesi di mezzi adattati, ovvero si supporrd (; = (1. In questo caso, é di nuovo
possibile scrivere i coefficienti di riflessione e trasmissione in forma compatta. I
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Figura 5.9: Ampiezza del coefficiente di riflessione I'1;, quando il mezzo 1 &
laria e il mezzo 2 ha un asse ottico formante un angolo a = 30° con l'asse z,
ha parametri trasversi e; = y; = 1, e longitudinali: €. = . = 0.1 (linea solida),
ec = pte = 0.01 (linea tratteggiata), e, = . = 0.001 (linea puntinata). Il vettore
di propagazione dell’onda incidente si suppone giacente sul piano(z, z).

parametri delle matrici assumono le seguenti espressioni:

Ay =~z = by (b 4 ) 20— (1- B 4 i) zoc (5.7
Ay = Ay = (k + I%Hz) v-c (5.58)
Biy = —Byy = k. (k; S P (1 e ka;) r-e (5.59)
Bis = By = (k —~ kH) v-c (5.60)

Che, inserite nelle espressioni dei coefficienti di riflessione, forniscono le seguenti
relazioni:

Fll = FQQ Flg = —Fgl (561)

Quindi, la matrice di riflessione risulta antisimmetrica (si ricordi che tali elemen-
ti risultano in generale complessi). E facile verificare inoltre che gli autovalori
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Figura 5.10: Ampiezza dei coefficienti di riflessione (a) I'11 e (b) I'12, quando il
mezzo 1 é laria e il mezzo 2 ha un asse ottico formante un angolo o = 30° con
Passe z, ha parametri trasversi e, = y; = 1, e longitudinali: . = p. = 0.1 (linea
solida), . = p. = 0.01 (linea tratteggiata), e. = p. = 0.001 (linea puntinata).
Il vettore di propagazione dell’onda incidente si suppone essere contenuto in un
piano ortogonale all’interfaccia e la sua proiezzione su essa si considera formante
un angolo ¢; = 45° con lasse .

di questa matrice sono i seguenti:
Y172 = £l (5.62)
e che quindi i corrispondenti autovettori sono i seguenti:
Yy g = (Fi1) (5.63)

Questi autovettori rappresentano due onde a polarizzazione circolare. Come
conseguenza, le onde a polarizzazione circolare costituiscono gli automodi del-
I'interfaccia. L’andamento dei coefficienti di riflessione in questo caso é rappre-
sentato in Figura 5.10, dove si sono considerate le ampiezze dei coefficienti I'1;
e I'12, visto che gli altri due sono legati a questi ultimi dalle relazioni in (5.61).
Dalla Figura 5.10, si vede che i coefficienti di riflessione tendono a invertire la
polarizzazione dell’onda incidente. Quando si considerano piccoli angoli di inci-
denza, le componenti diagonali della matrice di riflessione tendono a essere nulli,
mentre le componenti non diagonali tendono all’unita. Tale comportamento si
accentua quando i parametri trasversi del mezzo assumono valori maggiori. In
particolare, nel caso in cui €., . — 0 € €¢, uy — 00, si tende a un caso in cui
la polarizzazione viene effettivamente invertita in riflessione, da cui si capisce
perché l'onda a polarizzazione circolare costituisce un’autosoluzione di questa
interfaccia. In Figura 5.11, sono rappresentate le ampiezze dei coefficienti di ri-
flessione I'11 e I'12 nella stessa situazione della Figura 5.10, ma con i parametri
trasversi €; = p¢ = 100.
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Figura 5.11: Ampiezza dei coefficienti di riflessione (a) I';; e (b) I'12, quando il
mezzo 1 é laria e il mezzo 2 ha un asse ottico formante un angolo o = 30° con
I’asse z, ha parametri trasversi ¢, = p; = 100, e longitudinali: e, = p, = 0.1
(linea solida), . = p. = 0.01 (linea tratteggiata), e, = p. = 0.001 (linea
puntinata). Il vettore di propagazione dell’onda incidente si suppone essere
contenuto in un piano ortogonale all’interfaccia e la sua proiezzione su essa si
considera formante un angolo ¢; = 45° con ’asse z.

Per concludere si vuole ora dimostrare un risultato di grande importanza
e interesse. Quando i due mezzi sono adattati infatti ¢ possibile dimostrare
che la matrice di riflessione sia multiplo di una matrice unitaria. Partendo dalle
relazioni (5.61), la cosa si puo vedere che il coefficiente di proporzionalita risulta
essere \/I'?, + I'2,. Per dimostrare I'affermazione fatta si deve mostrare che:

Im[['y1 %] =0 (5.64)

si pud scrivere tale condizione in funzione dei parametri A;; e B;;, e, ricordando
le relazioni (5.57)-(5.60), si pud ottenere la seguente espressione:

1

Im['1I}y] = ————
|AT; + A

Im [(B11 A2z — Bi2As1) (B12A11 — Bi1412)"]
(5.65)

di conseguenza, si deve dimostrare che la seguente quantita sia nulla:

Im [BHB;Q A |® = A11Afy | Bua|” + Afy Ava |Bia|” — By Bia |Ar2]?|  (5.66)
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per proseguire nella dimostrazione é necessario fare uso delle seguenti identita:

|An|? + [As2|* = |Bua[* + | Bo|? (5.67)
Im [BllBiKQ — AHA’{Q} =0 (568)

tali identitd sono state dimostrate in Appendice D. Ora si possono scrivere le
quantita A7, A2 e B Bi2 come segue:

AT1A12 = Re (AllATQ) - A11A>{2 (569)
BT1312 = Re (BllBT2) — BllBTQ (570)

Inserendo tali espressioni in (5.66), si ottiene:
Im [BuBikz |An|® = An ALy [Bu|* — A1 Afy [Bis|* + BB, [Aw|* +
+[Biaf’ Re (A 47y) — [ Azl Re (Bui Bjy) | (5.71)
quindi:
Im [BMBE <|f411|2 + |A12|2) — A A, (|Bn|2 + |B12|2) +

+|Biaf’ Re (A A1) — [ Azl Re (Bui Biy) | (5.72)
usando 'uguaglianza (5.67), si pud scrivere:

Im [(|An|2 + |A12|2) (Bu1Bjy — A11Afp) +

+|Blg|2R€ (AllATQ) — |A12|2 Re (Blle2>:| (573)
a questo punto si pud usare 'identita (5.68) e scrivere la seguente espressione:

Im |:<|A11|2 + |A12|2> Re (BllBTQ - AllATQ) +
+|Bial’ Re (A1141,) — [Aszl* Re (B Bip)| =0 (5.74)

la quale ¢é identicamente nulla come ¢ facile vedere.

A questo punto pud essere enunciata la seguente proprieta della matrice di
riflessione di un’interfaccia: quando un mezzo uniassiale ¢ isotropo affine, con la
stessa impedenza caratteristica del mezzo isotropo da cui proviene 'onda inci-
dente, allora la matrice del coefficiente di riflessione risulta proporzionale a una
matrice unitaria, con un coefficiente di proporzionalita pari a 1/|T'11|? + [T'12]2.

Tale proprieta risulta essere un’estensione di cid che si trova nel caso di mezzi
isotropi, quando, nel caso di mezzi adattati, la matrice di riflessione risulta essere
un multiplo della matrice di identitd, quando si scelgano opportunamente i versi
dei vettori di campo elettrico e magnetico delle onde incidente e riflessa.



180 CAPITOLO 5. CONDIZIONI AL CONTORNO



Conclusione

Nel lavoro presentato sono state affrontate diverse problematiche intorno alla
propagazione e alla diffrazione di onde elettromagnetiche in mezzi con perdite.
I principali obiettivi raggiunti possono essere suddivisi in tre gruppi, quelli
riguardanti la propagazione in mezzi con perdite, quelli riguardanti la diffrazione
da strutture cilindriche e quelli legati alla propagazione in mezzi uniassici.

Nell’ambito della propagazione in mezzi con perdite, si & ottenuta un’espres-
sione analitica per rappresentare I’angolo complesso di un vettore di propagazione
in un mezzo con perdite come funzione dei parametri caratteristici dello stesso
vettore nella formulazione dei vettori di fase e attenuazione. Il legame tra questi
due formalismo ¢é di grande importanza in elettromagnetismo, infatti, in molte
applicazione 'uno o I’altro formalismo risulta molto pit conveniente dell’altro,
& quindi fondamentale poter passare dall’uno all’altro per poter affrontare, nello
stesso scenario, problemi di natura diversa.

Un’altra questione di grande interesse che é stata affrontata riguarda il bilan-
cio energetico nell’incidenza di un’onda elettromagnetica all’interfaccia tra due
mezzi con perdite. Il problema nasce dal fatto che il vettore di fase dell’onda
elettromagnetica trasmessa forma un angolo con la normale all’interfaccia che,
al contrario di quanto succede in mezzi privi di perdite, pud superare ’angolo
retto. Questo fenomeno a una prima analisi pud sembrare molto strano, infatti,
sembrerebbe che ’onda trasmessa nel secondo mezzo abbia un vettore di fase
diretto verso il mezzo di provenienza della radiazione elettromagnetica. Una
prima spiegazione del fenomeno, trovata nella letteratura, legava il fenomeno
a una sorta di riflessione totale [3]. Tale ipotesi perd si rivela subito errata,
infatti, 'onda trasmessa € ottenuta utilizzando l’equazione di dispersione del
secondo mezzo e quindi non si pud ipotizzare che essa si propaghi nel primo.
Nel lavoro presentato si é visto come questo fenomeno fosse legato al fatto che,
in un mezzo con perdite, per un’onda non uniforme non é banale definire una
direzione di propagazione dell’energia. Per interpretare i risultati in questione
quindi si é individuata una possibile direzione di propagazione efficace, definita
come la direzione di propagazione della sola potenza reale. In questo modo,
si trova che le uniche onde trasmesse con un angolo di propagazione efficace
dell’energia superiore all’angolo retto, sono quelle eccitate da un’onda incidente
avente anch’essa un angolo superiore a quello retto, ovvero sono onde relative a
problemi mal posti. In altre parole, si trova un’onda trasmessa che si propaga
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nella direzione del primo mezzo, € non del secondo, solo quando anche 'onda
incidente si propaga nella direzione del primo mezzo, invece che del secondo.
Ovvero, nei casi in cui la radiazione incidente si suppone propagarsi nella di-
rezione sbagliata. Tali problemi sono evidentemente mal posti. Questo risultato
& molto importante perché evidenzia come sia molto importante avere un quadro
chiaro della propagazione nell’energia nei mezzi con perdite per evitare di in-
correre in errori banali. Questo aspetto della propagazione in mezzi con perdite
non ¢ molto approfondito nella letteratura e meriterebbe un pit attento studio
[2, 11, 74].

Infine, per quanto riguarda la riflessione e la trasmissione all’interfaccia tra
due mezzi con perdite, si & trovato un fenomeno molto interessante, riguardante
la radiazione trasmessa per un determinato angolo critico. Tale onda ha la
proprietd di non attenuarsi nella direzione ortogonale all’interfaccia e quindi
di propagarsi indefinitamente allontanandosi da questa nel mezzo con perdite.
L’onda in questione, infatti, ha il vettore di attenuazione puramente parallelo
all’interfaccia. Tale fenomeno é stato dimostrato sia all’interfaccia tra due mezzi
con perdite, sia nella piu comune interfaccia dielettrico-conduttore. In entrambi
i casi, perché il fenomeno si presenti, ¢ necessario che 'onda incidente presenti
un certo grado di non uniformita [11]. Inoltre, 'onda trasmessa non attenuata
gode di alcune importanti proprietd, prima tra tutte quella di tendere ad avere
il vettore di fase parallelo alla normale all’interfaccia all’aumentare della non
uniformita dell’onda incidente. Il fenomeno dell’onda trasmessa non attenuata
¢ ovviamente un fenomeno ideale, che si presenta nell’ipotesi di onde non uni-
formi a fronte infinito. Tuttavia, esattamente come altri fenomeni limite, come
la riflessione e la trasmissione totale tra mezzi non dissipativi, si puo ragionevol-
mente supporre di riuscire a ottenere tale effetto anche in condizioni reali. La
difficolta maggiore che ci si aspetta nella pratica, riguarda lo spettro spaziale
dell’onda incidente, infatti, ¢ molto difficile ottenere un’onda non uniforme che
sia una buona approssimazione di un’onda ideale, tuttavia, nella letteratura, c’é
un vasto studio di questo tipo di onde e diverse antenne sono state proposte per
generare onde che approssimino 'onda piana non uniforme ideale [9, 68]. Si sta
facendo riferimento all’ambito delle antenne a onda leaky che, come € noto, oc-
cupano una posizione di grande importanza nello studio dell’elettromagnetismo
applicato. Se il fenomeno proposto dovesse trovare conferme sperimentali, anche
solo in forma approssimata, esso risulterebbe di grande importanza in una vasta
gamma di applicazioni, dalla rilevazione di oggetti sepolti, al riscaldamento a
microonde dei materiali.

Passando alla diffrazione da oggetti sepolti in mezzi con perdite, il principale
risultato raggiunto consiste nell’aver ottenuto un codice numerico in grado di
calcolare il campo elettromagnetico diffratto da un’arbitraria disposizione di
cilindri sepolti in un generico mezzo con perdite. Questo risultato ha permesso di
confrontare i risultati ottenuti con la letteratura in casi reali, infatti, nella grande
maggioranza dei casi, quando si vuole rilevare un oggetto sepolto, esso si trova
in un mezzo dissipativo. Si pensi, come esempio, alla rilevazione di tubi e cavi
immersi nel terreno. Perché lo strumento teorico sia di qualche utilitd in queste
applicazioni, & assolutamente necessario che contempli la presenza delle perdite.
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Si é visto che i risultati ottenuti sono in ottimo accordo, sia con la letteratura, sia
con le simulazioni implementate su un software commerciale. Un’altra proprieta
importante del codice ottenuto riguarda la sua rapidita di calcolo. Paragonato
con un software commerciale di simulazione elettromagnetica general purpose,
infatti, si ha un fattore dieci, quando non un fattore cento, di differenza sui tempi
di elaborazione. Tale risultato € di grande importanza se si pensa a un possibile
utilizzo del codice all’interno del software di elaborazione degli strumenti di
rilevamento. In questi strumenti infatti € importante che la rilevazione avvenga
in tempi rapidi, in modo da poter ottenere i risultati, per quanto possibile, in
tempo reale.

Per quanto riguarda la propagazione in mezzi anisotropi con perdite, i prin-
cipali risultati ottenuti riguardano lo studio della materializzazione delle con-
dizioni al contorno. Infatti, avendo studiato la riflessione e la trasmissione tra
un mezzo isotropo e un mezzo uniassico, avente sia la pemittivita elettrica che
la permeabilitd magnetica in forma diadica, si é riuscito a studiare le interazioni
all’interfaccia nel caso piu generale e quindi anche nel caso in cui le proprieta
del mezzo anisotropo diventassero estreme, tendendo a zero o all’infinito. In
questi casi, I'interfaccia con il mezzo uniassico realizza particolari condizioni al
contorno [6]. Oltre ad aver ottenuto la soluzione generale di tale problema, si
sono studiati alcuni casi particolari, studiando il mezzo che realizza una parti-
colare condizione al contorno che richiede I’annullamento delle componenti del
campo in una particolare direzione dello spazio. Tale interfaccia ha dimostrato
di avere possibili applicazione nella selezione angolare dell’onda incidente e nel-
la manipolazione della polarizzazione, in particolare, con un’opportuna scelta
delle caratteristiche assiali e trasversali e dell’asse ottico, & possibile ottenere
un’inversione della polarizzazione in riflessione. Uno dei casi particolari piu in-
teressanti che si & analizzato ¢ il caso in cui l'interfaccia si comporti come uno
strato perfettamente adattato. In particolare, si é visto che, quando 1’asse ot-
tico & parallelo alla normale all’interfaccia, il mezzo uniassico é adattato con il
mezzo isotropo e sussiste una particolare condizioni tra le caratteristiche assiali
e trasversali, allora il coefficiente di riflessione all’interfaccia risulta nullo per
qualsiasi angolo di incidenza. In questo senso il mezzo uniassico si comporta
come un Perfectly Matched Layer (PML) [7]. Tale risultato di per se non & sor-
prendente, infatti, nella letteratura € noto il fatto di poter realizzare un PML
con un particolare mezzo uniassico [8]. La cosa sorprendente invece é che il mez-
zo, in queste condizioni rappresenti una condizione al contorno DB. Ora, come
¢ stato dimostrato in questo lavoro, ma come era anche noto nella letteratura
[6], una condizione al contorno DB corrisponde a una condizione di riflessione
totale all’interfaccia. Quindi, una condizione di totale riflessione si trasforma in
una condizione di totale trasmissione, scegliendo opportunamente la relazione
che lega le componenti trasversali e assiali della permittivita elettrica e della
permeabilitd magnetica. Inoltre, si & dimostrato che il mezzo uniassico pro-
posto pud approssimare una condizione PML sotto certe condizioni, rimanendo
un materiale puramente passivo. Questo risultato ¢ molto importante, infatti
un mezzo uniassico passivo pud sempre essere ottenuto tramite un opportuno
allineamento di cilindri immersi in un mezzo omogeneo. Si configura quindi la
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possibilita di realizzare un assorbitore elettromagnetico valido per qualunque
angolo della radiazione incidente o, in altre parole, valido per qualsiasi forma
d’onda incidente.

Infine, un risultato meno importante nelle applicazioni, ma di grande impor-
tanza nella teoria dell’elettromagnetismo, riguarda una proprieta dei coefficienti
di riflessione all’interfaccia tra un mezzo isotropo e un mezzo uniassico. In par-
ticolare, si ¢ dimostrato che quando i due mezzi sono adattati, ovvero quando
il mezzo uniassico € isotropo afline con la stessa impedenza del mezzo isotropo,
allora la matrice di riflessione, formata dai coefficienti relativi alle due polariz-
zazioni incidenti e dai coefficienti di coss-polarizzazione, ¢ un multiplo di una
matrice unitaria. La costante di proporzionalita & legata alla percentuale di
energia riflessa nelle diverse polarizzazioni. Tale proprieta é del tutto generale e
puo essere ricavata in modo banale anche nel caso in cui entrambi i mezzi siano
isotropi. In questo senso, tale proprietd sembra essere di validita generale per
qualunque interfaccia e sarebbe molto interessante studiare 'interfaccia con un
mezzo anisotropo generico per verificare se essa sia soddisfatta anche in quel
caso.
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Appendice A

La suscettivita generalizzata

In meccanica statistica, ed in particolare nella teoria delle fluttuazioni si hanno
una serie di teoremi del tutto generali sulle deviazioni che una generica grandez-
za fisica x puod presentare intorno al suo valore medio Z. In genere queste flut-
tuazioni sono le piccole deviazioni che subisce la grandezza fisica quando si trova
nello stato di equilibrio. Si possono pero trovare leggi di carattere generali anche
in cui un corpo sia sotto l'influsso di una forza esterna, e quindi non in uno stato
di equilibrio. In questo caso ci si riferisce a quelle grandezze fisiche che possono
essere descritte, all’interno nell’operatore di Hamilton, da un operatore avente
la seguente forma:

V = —if(t) (A1)

dove V & I'operatore, relativo alla grandezza fisica, che perturba I’Hamiltoniana,
& & 'operatore relativo alla grandezza fisica sottoposta alle fluttuazioni ed f(t)
¢ grandezza esterna, dipendente dal tempo, che sta perturbando il sistema (la
quale non deve necessariamente avere le dimensioni di una forza). Per legare
subito il presente discorso alla teoria dell’elettromagnetismo, notiamo che la
grandezza fisica x puo rappresentare il dipolo elettrico e la “forza’ esterna f il
campo elettrico E(t). In questo caso, 'energia potenziale classica assume la
forma V = pE(t), quindi, per il ben noto teorema della meccanica quantistica,
si puod scrivere V= —pE(t). Cio detto proseguiamo con il formalismo generale
in (A.1). In presenza della perturbazione, il valor medio Z della grandezza fisica
x sard diverso da zero e pud rappresentarsi come il prodotto di un operatore &
per l'azione esterna f:

7(t) = af(t) = [ a(rf-r)dr (A.2)

L’operatore &, esattamente come «, dipendono dalle proprieta del corpo. «
pud essere uno scalare, od un tensore, a seconda di tali proprietd. A questo
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punto sottolineiamo un fatto di fondamentale importanza: lintegrale (A.2) ¢
esteso solo tra 0 e +00, in quanto la risposta del corpo puod dipendere solo dai
valori assunti dall’azione esterna negli istanti precedenti all’istante ¢ che si sta
considerando, ovvero la risposta del corpo non pud dipendere da cid che avverra
nel futuro. Questo ¢ un modo di esprimere il principio di causalita, il quale
viene assunto come ipotesi del presente modello. Notiamo inoltre che I’equazione
(A.2), presuppone che la risposta del sistema sia lineare, dato che si suppone
che 'operatore & non dipenda dalla forza esterna. Questa ipotesi é gia pit forte
della precedente, infatti sappiamo bene che in elettromagnetismo i materiali
non lineari sono tutt’altro che rari, soprattutto quando si considerano ampiezze
dei campi esterni molto elevate rispetto alle energie di equilibrio del sistema.
Notiamo infine che nella teoria dei sistemi ’equazione (?7) puo rappresentare la
risposta di un qualsiasi sistema lineare e causale ad una perturbazione esterna.
Quanto stiamo per definire e dimostrare, quindi, ha validita generale per un
qualsiasi sistema di questo tipo.

Notiamo che l'integrale in (A.2) & un integrale di convoluzione, quindi trasfor-
mando ambo i membri secondo Fourier si ottiene:

T(w) = a(w)f(w) (A.3)

dove le grandezze in (A.3) sono ovviamente le trasformate di Fourier delle
grandezze in (A.2). In particolare si avra:

+oo

a(w) = /a(t)ei“tdt (A.4)

0

La grandezza a(w) ¢ detta suscettivita generalizzata e determina completamente
il comportamento del corpo sotto 'azione di una data perturbazione.
La suscettivitd generalizzata é una funzione complessa e potremo scrivere:

a(w) = o (w) +ia” (w) (A.5)
dalla (A.4), si vede subito che vale:
a(—w) = a*(w) (A.6)

dalla quale, con la (A.5), si vede che o’ & una funzione pari della frequenza,
mentre o’ ne ¢ una funzione dispari. Notiamo subito che, essendo una funzione
dispari, o’ in w = 0 puo avere solo due comportamenti, o essere nulla, o tendere
all’infinito. Notiamo che le proprieta (A.5) e (A.6), dipendono esclusivamente
dal fatto che la risposta del sistema x deve mantenersi reale per ogni azione
esterna f reale.

La risposta del sistema, sara finita per ogni azione esterna finita, quindi
la suscettivitd deve tendere ad un valore costante quando w — oo (altrimenti
Panti-trasformata di Fourier non sarebbe definibile). Supporremo qui che tale
valore sia nullo, ovvero a., = 0. Nel caso in cui tale valore sia diverso da zero,
la trattazione subisce variazioni minime.
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Cercheremo ora di capire come la dissipazione dell’energia sia legata alla
suscettivitd. Come é ben noto, le variazioni dello stato di un corpo sotto ’azione
di una forza esterna sono sempre accompagnate dall’assorbimento di una parte
dell’energia (secondo principio delle termodinamica). Tale dissipazione puo es-
sere scritta in funzione del valore medio dell’operatore di Hamilton. In generale
la variazione dell’energia si pud esprimere come segue:

i _ (o) an

la quale ¢é ragionevole pensando all’espressione dell’operatore di Hamilton nel
caso di un sistema stazionario [53]. La media temporale dell’espressione (A.7)
fornisce l'energia dissipata dal sistema. Tale espressione é di fondamentale
importanza, infatti se si dispone dell’espressione per la variazione temporale
dell’energia, tramite la (A.7) si puo risalire alla perturbazione che funge da
azione esterna. Dato che 'unica perturbazione aggiunta all’operatore di Hamil-
ton dell’equilibrio & quella in (A.1) e visto che 'Hamiltoniana di equilibrio &,
ovviamente, indipendente dal tempo, potremo scrivere:

dE [0V  _of

Supponendo che 'azione esterna sia puramente monocromatica, potremo scri-
1
vere:

7(6) = Re [foe™'] = 5 [foe ™" + fye™' (4.9)

la quale, inserita in (A.2), fornisce:

1 , )
z(t) = 3 [(w) foe ™" + o (w) fye™"] (A.10)

Inserendo (A.9) e (A.10) in (A.8), si ottiene la seguente espressione:
L [P - +2 e —a )] (A

I termini armonici si annullano quando si opera la media temporale, quindi
lenergia dissipata sara:

Q= 5" @)fol? (A.12)

Vediamo quindi che le caratteristiche di assorbimento del corpo sono contenute
nella parte immaginaria della suscettivitad. Siccome ogni processo fisico deve

ITale ipotesi non ¢ in alcun modo restrittiva in quanto qualunque forza esterna si potra
sempre scrivere come sovrapposizione di termini monocromatici e, vista la linearita del sistema,
ognuno di questi termini potra essere trattato singolarmente
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essere dissipativo, ne deduciamo che la parte immaginaria della suscettivita
deve essere strettamente positiva.

Ora siamo in grado di ottenere delle relazioni del tutto generali per la
suscettivita generalizzata. Andiamo a dimostrare le relazioni di Kramers-Kronig.
Consideriamo la funzione complessa « della variabile complessa w. Dall’espres-
sione (A.4), vediamo che l'integrale contiene il termine exp[—w’’t], siccome la
funzione «(t) & per definizione finita per ogni ¢, ne segue che per w” > 0, I'in-
tegrale & sempre convergente e quindi la funzione a(w) non é mai singolare ed
¢ monodroma. Quindi la funzione complessa a(w) non ha punti singolari nel
semipiano superiore. Sul semipiano inferiore questo non é detto, infatti ’espo-
nenziale diventa crescente e la funzione a(w) potrebbe presentare dei punti di
singolarita. Inoltre, la relazione (A.6) pud essere generalizzata:

a(—w*) = a"(w) (A.13)

dalla quale troviamo che la funzione a é puramente reale sull’asse immaginario
iw”. E ora possibile dimostrare che tale asse & I'unico luogo geometrico dove
la funzione assuma valori puramente reali e che ivi & monotona decrescente in
w” € [0,400]. Per dimostrarlo si considero il principio dell’argomento di Cauchy

[23]:

omi (P — Z) = ?i J;((ZZ)) dz (A.14)

dove N e Z sono rispettivamente il numero di poli e di zeri che sono contenuti
nel percorso chiuso . Possiamo allora scrivere:

da 1
v dwa—a

2ni(P—Z) = dw (A.15)
dove a é un numero reale e P e Z rappresentano il numero di poli e zeri della
funzione a — a. Si consideri, come contorno %, ’asse reale chiuso con la semi-
circonferenza all’infinito nel semipiano superiore, percorso in senso antiorario.
Supponiamo, per ora, che « assuma in 0 un valore finito cg. Abbiamo dimostra-
to poco sopra che a non ha poli nel semipiano superiore, quindi P = 0. Rimane
quindi Z, il quale rappresenta il numero di zeri di @ — a, ovvero il numero di
volte che la funzione a assume il valore reale a. Riscriviamo l'integrale (A.15),
come segue:

ZWiZ:?{ ! do (A.16)
%

r O — @

dove ¢ é la trasformazione conforme del percorso %, secondo la trasformazione
a(w). Sappiamo che sulla semicirconferenza all’infinito nel semipiano superiore,
« & sempre nulla, quindi tale porzione del percorso &, collassa nell’origine del
piano di . Vediamo ora come si trasforma l’asse reale. L’origine si trasforma
nel punto, sull’asse reale del piano di «, ag. Notiamo ora che 0 ed ag sono
le uniche intersezioni del percorso con l’asse reale, infatti abbiamo detto prima,
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che, per frequenze reali a é sempre un numero complesso, in virtu del fatto che
ogni mezzo € dissipativo. Inoltre, i valori assunti in uno dei semiassi reali di w
saranno complessi coniugati con quelli assunti sull’altro semiasse. Ne segue
che i due semiassi si trasformano in curve molto complesse, ma giacenti in
due semipiani diversi del piano di «, una nel semipiano superiore e 'altra nel
semipiano inferiore, senza mai intersecare 1’asse reale. €”, sara quindi una curva
chiusa, intersecante ’asse reale del piano di a in due punti. Se il numero a giace
nell’intervallo [0, ag], quindi é aggirato una volta dal percorso chiuso, il numero
di zeri risulta uguale ad 1, altrimenti, se a > ag, é nullo.Questo vuol dire che
il numero complesso a assume una sola volta ogni valore reale a € [0, ag]?. Si
pud quindi dedurre prima di tutto che sull’asse immaginario del piano di w la
funzione reale a(iw’”) non ha né massimi, né minimi, altrimenti si troverebbe
ad assumere due volte lo stesso valore reale. Quindi su tale asse la fnzione «
& monotona decrescente, andando dal valore massimo «ag, per w = 0, al valore
minimo 0, quando @ — oo. Vediamo inoltre che su tale asse vengono assunti
tutti e soli i valori reali che pud assumere il numero complesso a.

Nel caso in w = 0, « assumesse un valore tendente ad infinito, la di-
mostrazione precedente si potrebbe ripetere in modo similare considerando al
solito una circonferenza di raggio infinitesimo intorno allo zero e facendo poi
tendere questo raggio a zero. Contemporaneamente, sul piano di « ci sarebbe
un’intersezione con ’asse reale per un valore molto grande di «, valore che tende
all’ininito quando il raggio tende a zero. Cosi si giunge alla stessa conclusione,
solo che « risulta monotona decrescente nell’intervallo a € [0, 00].

Ricaviamo ora le formule di dispersione di Kramers-Kronig. Si consideri il
seguente integrale:

r W — Wo

%g Y (A.17)

dove wy € un numero reale e ¥ rappresenta nuovamente un percorso chiuso for-
mato dalla circonferenza all’infinito, nel semipiano superiore, e dall’asse reale
con esclusione del punto wy ed eventualmente dell’origine, nel caso a fosse ivi
singolare. Abbiamo dimostrato che a é nullo all’infinito, e la funzione inte-
granda va a zero sulla circonferenza all’infinito ancora piu velocemente. Inoltre,
abbiamo dimostrato che o non ha punti singolari sul semipiano superiore, ed
avendo escluso anche i punti 0 e wg, possiamo concludere che il percorso 4 non
contorna alcun punto singolare della funzione integranda, quindi, per il primo

teorema integrale di Cauchy, 'integrale risulta nulla e possiamo scrivere:

wo—p 400
lim / % v+ / 2w - ima(wg) =0 (A.18)
p—0 w — Wo w — Wo

—o0 wo+p

dove abbiamo scritto l'integrale su tutto ’asse reale come l'integrale sull’asse
reale ad esclusione di un intorno di wy, piu il residuo in wy dovuto ad un aggira-

20gni valore viene assunto una volta sola perché il percorso di integrazione fa un solo giro
intorno ad a, e quindi lo zero é sempre singolo
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mento in senso orario. Possiamo quindi scrivere ’espressione della suscettivita,
sostituendo i ruoli di w ed wq, come segue:

+o0
a(w) = % / %dwo (A.19)

dove, ovviamente, 'integrale va inteso nel senso del valore principale. 1l che
ci permette di legare parte reale ed immaginaria di a. Infatti é sufficiente
separare la parte reale dalla parte immaginaria in (A.19) per ottenere le seguenti
espressioni:

+oo
R | / o (w)
o (w) = - . u}dwo (A.20)
1 +oo /( )
YR | o (w
o (w) = —— / e (A.21)

Queste sono le relazioni di Kramers-Kroning, ricavate originariamente dal fisico
olandese H.A. Kramers e dal fisico tedesco R.L. Kronig, nel 1927. Va notato
che sono state usate pochissime proprietd della suscettivitd per ottenerle. In
particolare si sono usati i seguenti concetti fisici: la linearitd del fenomeno,
la causalitd e la presenza di perdite nel fenomeno di fluttuazione. A parte
la linearita, che vale solo in alcuni casi e per alcuni valori dell’azione esterna,
le altre due ipotesi vengono generalmente attribuite a qualsiasi sistema fisico,
il che rende queste relazione di validitd generale per qualsiasi sistema lineare.
Sfruttando il fatto che, per valori reali di w, le funzione o’ e o’ sono pari
e dispari, rispettivamente, si possono scrivere le relazioni di Kramers-Kroning
possono essere scritte nella forma, pin diffusa nella letteratura, seguente:

“+o0
, 2 woa (w
o'(w) =~ / w‘;f(wgdwo (A.22)
o 0
2 [ wo'(w)
, wa (w
a/(w):—;/ mdwo (A.23)

11 vantaggio delle espressioni (A.22) e (A.23), rispetto alle espressioni (A.20) e
(A.21), é che le parti reale ed immaginaria della suscettivita vengono valutate
solo per valori reali e positivi della frequenza. Quindi vengono utilizzati valori
che possono essere ricavati sperimentalmente.



Appendice B

Determinazione del percorso

di integrazione sul piano di k;

Si vuole ricavare il percorso di integrazione dell’integrale (??) sul piano di k,.
In particolare si tratta di mappare la trasformazione conforme seguente:

k., = ksinw (B.1)
con

kzzk’z—kik’z’
k=K +ik"
w=u-+1v

Si trasformera il percorso di integrazione di Figura 77. Per semplicita di scrit-
tura si adotteranno dei nuovi nomi per le variabili. In particolare si pongano:

k,=z (B.2)
k=¢( (B.3)
Quindi si avranno le variabili:
z=x+ 1y
C=&+1m
w=1u-+ 1w

Per prima cosa si vuole vedere come si trasformano le due rette verticali w =
0 £ 7/2. Come si & visto per fare cio va sudiata la trasformazione conforme
seguente:

z = (cosw (B.4)
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In effetti questa trasformazione si pud ricondurre alla (B.1) semplicemente tramite
una traslazione di 7/2. Si inizi separando la parte reale ed immaginaria dell’e-
spressione (B.4):

z = (£ +1in)(cosucoshv — ¢ sinusinh v) (B.5)

da cui:
x = {cosucoshv + nsinusinhv (B.6)
y = ncosucoshv — &sinusinh v (B.7)

Si isolino ora le quantitd coshv e sinhv:
T nsin u
Ecosu  Ecosu

coshv = sinh v (B.8)

Inserendo questa espressione nella (B.7):

nsinu

y:r]cosu(5 ¢ sinhv)—gsinusinhv:
cosu cosu

nr  n?sinu | . .
= — - sinhv — &sinusinh v

£ 3

da cui: -
e Y mr—&y
sinhv = Ao @S (B.9)
(f—k’?) sinu n7)smu

Andando ad inserire la (B.9) in (B.8), si ottiene:

L x nsinu  nr—E&y
coshv = —

Ecosu Ecosu (€2 +n?)sinu
da cui:

1 [x(§2+772) —nzx+n€y}
coshv =
§cosu (& +n?)
e con qualche semplificazione si ottiene:
x& 4 yn

coshv = (B.10)

(&2 +n?)cosu
Si consideri ora la differenza dei quadrati delle espressioni (B.10) e (B.9), si
ottiene:
(& +yn)® (nz — &y)°

cosh? v — sinh?v = — =1
(& +n?)2cos?u (€2 4+ 72)%sin’u

2

moltiplicando ambo i membri per (€2 + 7?)? cos? usin? u, si ricava:

(@?€? + y*n* + 2zyén) sin® u — (2 + y°€* — 2zy€n) cos® u =
= (€2 4+ n?)% cos? usin® u
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che riordinando diventa:
(€2 sin? u — 1% cos® u)z? + (n? sin® u — €2 cos® u)y? + 2énwy =
= (€2 +n*)? cos? usin® u (B.11)

Nell’equazione (B.11) riconosciamo ’equazione di una conica nel piano (x, y)
del tipo seguente:
Apzt® + Ayyy® + 24,0y + C =0 (B.12)

con:

Age = E2sin® u — n? cos® u

2 2

2 2
Ayy =17 sin”u — £ cos™ u

— (€2 +1n*)? cos® usin®u

Tale espressione rappresenta un’iperbole nel piano di (x, y) se il determinante:

D=

Aa:a: Amy
A A

risulta negativo [69]. Quindi se:
D=A,,Ay, — Aiy <0
Si andra ora a calcolare esplicitamente tale quantita:

D = —¢*cos?usin®u — 774 cos? usin? u + &2n% sin* u + €20 cos* u — €22 =

—(&* + n*) cos® usin? u 4 £2n?(cos* +sin u — 1)
Si noti ora che vale la seguente relazione:
1 = (cos? u + sin® u)? = cos* 4+ sin* u + 2 cos? usin® u

da cui:
cos? +sintu — 1 = —2cos?usin®u
Sfruttando questa identita nell’espressione di D, si ottiene:
—(€* 4+ 1) cos® usin? u — 2¢%9? cos? usin® u =

= —(€2 +n*)?cos® usin® u
Si puo quindi scrivere:

= —(2 +n?*)%cos® usin®u (B.13)
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Da questa espressione si vede facilmente che risulta sempre D < 0. Quindi
I’equazione (B.11) rappresenta sempre un’iperbole nel piano di (x, y). Tale
iperbole ha ’asse principale ruotato rispetto all’asse = dell’angolo ¢, con [69]:

244y 2¢én

tan2¢ = = (B.14)
Ama; - Ayy 52 - 772
Tale iperbole pud anche essere espressa nella forma canonica:
2?2

Che poi andra ruotata dell’angolo ¢. Per calcolare i parametri a e b si pud
ricorrere alle seguenti formule [69]:

C
22 B.1
@@ =-1 (B.16)

C
2 _
b= (B.17)

dove A1 e Ag sono le radici della seguente equazione di secondo grado:
N — (Ape + Ay)A+ D =0 (B.18)
Esplicitando le espressioni di Ay, Ayy € D, si ottiene:
M — (€% sin? u — n? cos® u + 1? sin? u — €% cos? u)\ — (€2 +1?)? cos? usin®u = 0
che riordinando diventa:
— (€ +7*)(sin® u — cos® u)A — (&% 4+ n?)? cos? usin® u = 0 (B.19)

Si possono quindi scrivere le soluzioni dell’equazione come segue:

A2 = (52 + 1) (sin? u — cos® u) +

i\/(é‘2 +12)2(sin® u — cos? u)? + 4(€2 + n?)? cos? usin® u
da cui: )
Aij2 = 5(62 +1%)[(sin® u — cos® u) & (sin® u + cos® u)]
Quindi le due radici risultano uguali a:

= (€ +n?)sin®u
—(€% +1*) cos® u

Inserendo questi valori nelle espressioni (B.16) si ottiene:

2 _ (€2 + n?)? cos? usin®u

(€2 4+ n?)sin®u
(€2 +1?)? cos® usin® u
@+ P ot

= (&% + 1) cos’u

P =

= (52 + 172) sin’ u
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Notando che ¢ ed 7 sono rispettivamente la parte reale ed immaginaria di ¢, si
puo anche scrivere:

a® = |¢|? cos® u (B.20)
b =|¢)*sin®u (B.21)
Seondo quanto si é detto fino ad ora le due rette veriticali nel piano di w si
trasformeranno in due parti dei rami dell’iperbole:
2 2

i )
I¢[2cos?u  [¢[2sin®u

=1 (B.22)

Ruotata di un angolo ¢ in senso antiorario, dove ¢ pud essere ricavato dalla
seguente espressione:

2€n
€2 — 2
Andando a sostituire in queste espressioni le quantitd fisicamente rilevanti,
ovvero sfruttando le posizioni (B.2) e (B.3), si ottiene:

tan2¢ = (B.23)

52 K2
|k|26282u a |k|2§in2u =1 (B:24)

con 2K'K"
tan2 = (B.25)

Inserendo le relazioni (1.15) e (1.16) all’interno della (B.25), si ottiene:

2, M "
tan2¢ = YHE _C _tans (B.26)
wue’ €

dove tand é la cosiddetta tangente di perdita del mezzo.

In analogia con quanto fatto nel piano di n, possiamo dire che la semiretta
verticale superiore w = 6 — 7/2 si trasformera nella parte superiore del ramo
sinistro dell’iperbole (B.24), mentre la semiretta verticale inferiore w = 6 + 7/2
si trasformera nella parte superiore del ramo destro della stessa iperbole.

Per completare la trasformazione della curva di Figura ?? rimane da trasfor-
mare il segmento sull’asse reale del piano di w. Per farlo é sufficiente considerare
la seguente trasformazione:

k,=ksint con te[d—7n/2,0+7/2] (B.27)

E semplice vedere che tale funzione rappresenta un tratto della retta passante
per k, = 0 e k, = k, overo la retta formante un angolo pari ad arg(k) con
I’asse reale. Risulta molto interessante notare come tale retta coincida in realta
con ’asse principale dell’iperbole (B.24), ovvero che risulta arg(k) = ¢. Si pud
scrivere infatti:

k= wy/uE
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Ricordando che w e p risultano reali, potremo anche scrivere:

[F expli axg (k)] = w/jle] exp [i5 ()]

da cui si ricava:

1"

1 1
arg(k) = - arg(e) = 5 arctan (;)

3 ¢
da cui si dimostra ’asserto.

Si & visto quindi che il segmento sull’asse reale del piano di w si trasforma
in un tratto di una retta, con inclinazione ¢, nel piano di k.. In particolare
tale retta andra percorsa da —kcosf fino a k e poi da k fino a kcosf. Quindi,
esattamente come succedeva nel piano di n,, ¢’é¢ un tratto della retta che va
percorso due volte, ovvero il tratto k, € [kcosf, k]. 1l percorso di integrazione
partira quindi dall’infinito sul ramo sinistro dell’iperbole ruotata (B.24), fino al
punto —kcosf, da qui percorrerd la retta k7 = tan ¢k, fino al punto k, = k,
poi tornera indietro fino a k, = kcos 6 ed in fine andra verso l'infinito sul ramo
destro dell’iperbole (B.24). E bene ricordare che la trattazione & valida per
0e[-n/2,7/2].

Nella sezione 2.4 si incontra un’altra trasformazione di questo tipo. L’u-
nica differenza consiste nel fatto che in luogo delle variabili u e v, si usano
rispettivamente i parametri ¢ e t.
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Funzione arccos di argomento

complesso

Si vogliono descrivere le principali caratteristiche della funzione
W = arccos z (C.1)

con z € C. Si noti che tale funzione ¢ definita dalla seguente trasformazione
conforme:

CoOsW = 2 (C.2)

usando le formule di Eulero si pud scrivere:

eV 4T =2y (C.3)
ponendo t = €™ si ha:
t+ % =2z (C.9)
ovvero':
2 —22t4+1=0 (C.5)
da cui?:

t=z4/22 -1 (C.6)

Iper definizione si ha t # 0. Si ha lim t = 0, ma tale problema verra sciolto nel
Im(w)——o0

seguito
2non si mette il & perché la radice complessa gia contiene le due determinazioni

201
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che, vista la definizione di t, fornisce:
w:—ilnt:—iln<z+\/z2—l) (C.7)

Notiamo subito che la rappresentazione (C.7) presenta due branch points in
+1, legati alla determinazione della radice quadrata. Per vederne I'effetto é suf-
ficiente notare che per ottenere la (C.7) si poteva scegliere di fare la sostituzione
t = e~ giungendo al risultato:

w:iln(z—i—\/zQ—l) (C.8)

che é ugualmente valida. Notiamo ora che il prodotto delle due radici dell’e-
quazione (C.5) & sempre pari ad 1, quindi sono una l'inverso dell’altra. Potremo
quindi scrivere la seconda radice come t~! e quindi w = —ilnt sara sostitu-
ito da —ilnt~!, la quale fornisce appunto la (C.8). Le due espressioni (C.7)
e(C.8) coincideranno quindi se risulta ¢t = t=1, ovvero per t = +1, che, dalla
(C.6) fornisce z = +£1, che sono appunto i branch points di cui stavamo parlan-
do. La funzione arccos z presenta un ulteriore branch point in z — oo dovuto
alla funzione logaritmo, esso € inoltre un branch point logaritmico, ovvero di
ordine infinito. Per ulteriori informazioni sulla funzione logaritmica sul piano
complesso si veda [34].

Si procedera ora al calcolo esplicito della parte reale ed immaginaria della
funzione arccos. Si vuole esprimere prima di tutto la funzione come la somma
di due arcocoseni distinti; ricordando la formula [10]:

arccos 8 + arccos o = arccos {aﬁ FV/(A-63)(1 - on)} (C.9)
si pud porre:
z=z+iy=al+/(1-p5%)(1-a?) (C.10)
la quale puod essere scritta in modo significativo come segue:
zEv/—y?=af £+ (1-052)(1-0a?) (C.11)
da cui si scrive il seguente sistema:

r=af (C.12)
v =0 -5)(1-a?) (C.13)

dalle quali, con un po’ d’algebra si possono ottenere le due seguenti equazioni
biquadratiche:

ot —a*(@® +yP+ 1) +22=0 (C.14)
=B +y*+1)+2°=0 (C.15)
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quindi a e 8 sono le due determinazioni positive della stessa equazione bi-
quadratica. Si potra scrivere:

L e R (CETE (C.16)

b= V@) - V@A P (D

Si puo ora usare la ben nota formula per separare i radicali doppi®. Notando
che risulta:

(2 +y* + 1) — [(2® + 9* + 1)? — 42?] = 42 (C.19)
si ha:
a:%[\/(:{:2+y2+1)2+2x+\/(x2+y2+1)2—2x} (C.20)
ﬁ:%[\/(xQ—l—yQ—Fl)g—l—Qa:—\/(m2+y2+1)2—2x} (C.21)
le quali possono essere scritte in forma pit compatta come segue:
a:%ﬂ%+ﬂ+b—ﬂ) (C.22)
B:%(|z+1|—|z—1\) (C.23)
potremo quindi scrivere:
arccos z = arccos /3 + arccos o (C.24)
con:
1
a:§(|z+1|+|271\) (C.25)
6:%(|z+1|—|zfl\) (C.26)

rimane ora da dimostrare che i due arcocoseni in cui ho diviso ’arcocoseno
complesso rappresentino proprio la sua parte reale ed immaginaria. Per farlo
dimostriamo prima di tutto che arccos § € R. Tale relazione & vera se |5| < 1.
Essendo § > 0, ¢ sufficiente dimostrare che sia 8 < 1. Usando la definizione di
B, si pud scrivere:

%ﬂz+1kﬂZ*H)§1 (C.27)

3dall’algebra elementare si sa che:

\/ai\/Ez\/ah”QaQ_bi\/az_V2a2_b (C.18)
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essendo:
2+ 1] <|z| +1 (C.28)
—|lz =1 <1—¢] (C.29)
si ha che:
1 1
Qe+l == 1) < 5 (sl +1+1-]e) =1 (C.30)

la quale verifica la (C.27)

Ora, ¢ sufficiente dimostrare che arccosa € I, ovvero che |a| > 1. Essendo
a > 0 ¢ sufficiente dimostrare che a > 1. Usando la definizione di « in (C.16)
si ha:

%\/($2+y2+1)+¢<x2+y2+1)2—4x2 > 1 (C.31)

elevando a quadrato ambo i membri e riordinando, si pud scrivere

24y 4/ (@2t +1)2 — 422 > 1 (C.32)

tale disequazione & vera per z2 +y2 > 1, se 22 + 3% < 1, si ha:

V@2 + 2 +1)2 —4a? > 1 —a? -y (C.33)

dove a secondo membro si ha una quantitd certamente positiva. Si pud quindi
elevare al quadrato ambo i membri, ottenendo:

(2 + 2 +1)% —42? > (1 — 2% — y?)? (C.34)
svolgendo le parentesi si trova:
42 >0 (C.35)

la quale &, ovviamente, sempre vera. Si é cosi dimostrato che arccosa é una
? ?
quantitd puramente immaginaria, si pud quindi, con l'ausilio di (C.7), scrivere:

arccosa = —iln (a +Va? - 1) (C.36)

Avendo dimostrato che |a| > 1 si vede che il logaritmo assumera valori pura-
mente reali. si ha quindi:

arccos z = arccos 3 — i1n (a +Vva?— 1) (C.37)
con:
1
a:§(|z+1|+\z—1|) (C.38)
1
ﬁ:§(|z+1|—\z—1|) (C.39)

La quale rappresenta il valore principale della formula presentata in [10].
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Dimostrazioni sull’unitarieta

del coefliciente di riflessione

Si devono dimostrare le seguenti identita:

|An|? + |Ar2]? = [Bu|” + B2 (D.1)
Im [BllBIQ - AllAIQ} =0 (D2)

e Si consideri per pirma l'identita (D.1).
SI dimostrera la seguente uguaglianza:
|An|? = [Bu|* = |Braf* — |Ap|? (D.3)

che ¢ ovviamente la stessa di (D.1). Per dimostrarla, si necessita di esplicitare
le espressioni dei parametri A;; and B;j, rappresentati dalle equazioni (5.57)-
(5.60). Si puo vedere in tali espressioni che tutte le quantitd coinvolte sono
puramente reali, fatta eccezione per la componente ortogonale del vettore di
propagazione trasmesso kr.. Si consideri tale quantitd divisa in parte reale e
immaginaria. Partendo dall’espressione generale (4.8), si puo scrivere:

k. = Re(kp.) + ilm(kg.) (D.4)

dove:

.  —kr(ec—et)zg-cT C
Re(kHZ) N €t + (6(: - gt)(ng : §)2 (D5)
R 1/2
- R2ee+ (e —e)(T-0)?] —ec Y
mthur=) = { eot(ce—e)(zo 0)® fetbr) } o
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A questo punto si possono scrivere le espressioni A;; and B;; esplicitando la
parte reale e immaginaria di kg, ottenendo:

Ay =krkizg - ¢+ ko Re(kp.)zg - ¢ — (1 - fc?) 7-c—Re(kp: ) kit - c+

+ilm(k) (15710 ce— ki.t - Q) (D.7)
A2 = {Ez‘z + Re(kHz)} v-c+ilm(ky.)v-c (D.8)
By =hrkizzg - ¢ = keRe(kz)zg - ¢ + (1 - fff) 7-c—Re(kg:)kioz - ot

— ilm(k) (fffzo et kit g) (D.9)
By = {Ez‘z - Re(’%Hz)] v-c—ilm(k.)v-c (D.10)

Calcolando 'ampiezza dei singoli parametri, si ottiene:

SN " N “ 2
1A * = [/ffkizgo -c—Re(kp,)kiT-c— (1 — kf) T7-c+ k-Re(kn.)z - g] +

~ ~ N 2
+ {Im(kHz) (kT§0 e ki1 g)} (D.11)
o ~ 2 ~
A = [k + Re(kHz)} (z-¢)* +Im(kp:)*(v - c)® (D.12)
n A “ N N “ N 2
Bl = [krkizo - ¢~ Re(hu:)hiar e+ (1= 2) 1+ c = keRelhn-)zo - | +
~ ~ ~ 2
+ |:Im(kHz) (leéo -c+ kizl . Q):| (D13)
o ~ 2 ~
[Bial® = [l — Re(kn2)| (v )% + Im(ken=) (v - 0)? (D.14)

Si sottraggano ora le espressioni (D.12) e(D.14),ottenendo:
|Bia|* — |Aa|? = —4ks-Re(kpr:) (v - c)? (D.15)

per dimostrare 'identita (D.3), si deve dimostrare che la differenza tra (D.11) e
(D.12) & uguale alla quantita in (D.15). Si scriva tale differenza esplicitamente:

|Aul® = |Bu|* = -4 {]%Tl;‘izéo c— Re(];‘Hz)]%izI'Q} Kl - ffz) T-ct
—lAcTRe(lAcHz)gO ~Q} — 4Im(lA€HZ)21AfT/AcZ-ZT -czp-c (D.16)
quindi:
[Aul® = | B |* = —4k;. { {]%Téo -c—Re(ky)Tc Kl - ki) T-ct
—k Re(ka.)z, ~g} + Im(kp.) k.1 - € 2 'Q} =

= 4k;, {1531 ¢ zy - ¢ — k?Re(kzr.) [(z ¢)® — (2 -2)2]

~krzgcTC [1 + Re(kn:)? + Im(/%Hz)Q] + Re(kn:) (z - 2)2}
(D.17)
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se ora si inseriscono le quantita (D.5) e (D.6), si ottiene:

Akik,T c 2 C -
Al 1Bl = e g (e a0 et
c 20" ¢
—(ec —€t) (20 '9)2 - 1%72— (ec
—(

+h2 (e — &) (2 0

&) (T~ 9)2 + et
)2} —(ec — 1) (z-g)z} (D.18)

semplificando tale relazione si pud ottenere la seguente espressione:

20 C

|An|* = |Bui|? = —4k;.Re(kp.) [1 —(r-¢)*— (20 '2)2} (D.19)

a questo punto si deve chiarire il significato dei prodotti scalari. Chiamando,
come si & fatto nella trattazione, «, I'angolo tra ’asse z e ’asse ottico e 0 e ¢
gli angoli che il vettore di propagazione dell’onda incidente formano con gli assi
coordinati, si pud scrivere:

2y C=cCosw (D.20)
7-c=sin¢gsina (D.21)
v-c=cos¢sina (D.22)

e quindi si puod finalmente ottenere:
|A11|2 - |Bll|2 = —4/%izRe(l%Hz) [1 — cos? a — sin? ¢ sin? a} =
= 4k Re(ky.) cos® psin®a = [Byo|* — [A1o]* (D.23)
Q.ed..
¢ Si passi ora alla dimostrazione dell’identita in (D.2).

Considerando le espressioni esplicite dei parametri A;; e B;j, si possono
ottenere le seguenti espressioni:

A A, = {V%kwgo - ¢ — ki Re(kp.)1 - Q: - [(1 - 3) 7-c— k,Re(ki.)z ‘g} +

k
ilm(ir.) (hezo - e+ ki c) } [ + b v - c (D.24)

N——

BuiBiy = { |frkizzo - ¢ — hizRe(hn:)r | + [ (1= #2) 7 ¢~ hrRe(knz)zo -] +

—iTm (k) (1%7&0 et it - g) } I<: - kH} Ve (D.25)

sottraendo Pespressione (D.24) all’espressione (D.25) e con un po’ di algebra, si
puo arrivare a scrivere la seguente relazione:

Im (B11 By — A1 A%y) = 2Im (kg )y - g{ |:]%T];7iz§0 ¢ — kizRe(kg.)T - ¢| +

~hokizy e+ Re(hns)hir -} (D.26)

la quale é evidentemente nulla. Q.e.d..
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