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Sostituirsi idealmente a Ghiberti: entrare — per cost dire
— nella sua testa? Ma non ¢’¢ in effetti un altro modo

di scrivere la storia. O riesco a rifare dentro di me — e sia
pure nel modo piny schematico e pin rozzo — quella specifica
«operazione» , cui ogni singola realta umana nel fatto si
riduce o mi restera altrimenti comunque (e interamente)
preclusa... 'uomo ... conosce cio che fa. E non é tra
conoscente e conosciuto che latto del conoscere istituisce
relazioni, ma tra operazioni e operazioni. Tra operazioni
mentali e manuali al limite; tra enunciato ed esperimento.
Vero ¢ cio che funziona. E cio vale anche per la storia...

Decio Giosefh, Il Terzo Commentario e
il pensiero prospettico del Ghiberti
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IL SECONDO LIBRO DEL DE PROSPECTIVA PINGENDI
ED IL QUADRATO DEGRADATO COME ELEMENTO DI
RIFERIMENTO: DISAMBIGUAZIONE DELLE FIGURE
REGOLARI

Leonardo Baglioni

I1 secondo libro del De Prospectiva Pingendi di Piero della Francesca trat-
ta la rappresentazione dei corpi solidi, a partire da figure semplici come 1
prismi retti, fino ad arrivare a sistemi poliedrici piti complessi che defini-
scono dei veri e propri elementi architettonici quali colonne, edifici e su-
perfici voltate. La costruzione avviene interamente all’interno dello spazio
prospettico, senza avvalersi di ulteriori disegni ausiliari. Anche in questo
caso, esattamente come nelle proposizioni finali del I libro del trattato, ci
troviamo in presenza di un metodo di rappresentazione attraverso il quale
si instaura una corrispondenza biunivoca tra disegno codificato e spazio
reale. In altre parole, il metodo di rappresentazione rende possibile il pas-
saggio dallo spazio bidimensionale del disegno a quello tridimensionale
della realta e viceversa. La definizione di Piero della Francesca di solido
come entita spaziale definita dalle dimensioni di ongitudine, latitudine
e altitudine» delimitate da superfici, denota che ’Autore sta rivolgendo la
sua attenzione allo studio dei poliedri, cioé a quei solidi composti di sole
facce piane, ed in particolare a quella classe dei poliedri che Archimede
defini «prismi»'. La trattazione inizia considerando il cubo poggiato sul
piano geometrale e con una faccia parallela al piano di quadro (Fig. 1).
Nella seconda parte della stessa proposizione, il cubo viene ruotato e reso
obliquo rispetto al quadro. La seconda proposizione ¢ il prisma a base ot-
tagonale, sempre poggiato sul piano geometrale; si passa poi alla costruzio-
ne dei prismi a base pentagonale ed esagonale (Fig. 2). In tutti questi casi
nessuna faccia ¢ parallela al quadro, sono cio¢ in posizione generica, ma
sempre poggiati sul piano orizzontale. Il prisma a base esadecagonale ¢ il
primo esempio del passaggio dal mondo ideale della geometria al mondo

! Oltre ai solidi semiregolari, Archimede defini altre due famiglie di poliedri: i pri-
smi ortogonali regolari e gli antiprismi regolari. I primi sono definiti da due basi poligo-
nali regolari, convesse ed uguali di n lati, unite da n facce quadrate. I secondi sono invece
caratterizzati da due basi poligonali regolari, convesse ed uguali di n lati, ruotate una
rispetto all’altra di 360°/2n. Sia i prismi che gli antiprismi sono inscrivibili in una sfera, e
sono di numero infinito. Proprio per quest’ultima ragione non vengono classificati come
solidi semiregolari.

Maria Teresa Bartoli, Monica Lusoli (a cura di), Le teorie, le tecniche, i repertori figurativi nella
prospettiva darchitettura tra il '400 e il '700. Dall'acquisizione alla lettura del dato,
ISBN 978-88-6655-884-2 (online), CC BY-SA 4.0, 2015 Firenze University Press
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reale dell’architettura, poiché questo prisma definisce una colonna di sedi-
ci facce che a sua volta puo essere considerata una discretizzazione di una
colonna intesa come superficie di rivoluzione (Fig. 3). La proposizione 6
riguarda infine la costruzione di una serie di prismi di diversa altezza, ma
tutti a base esagonale, che nella loro articolazione vanno a raffigurare un
pozzo a sei facce con due file di gradini esterni (Fig. 4). Il presente studio
intende dimostrare che Piero della Francesca ha disegnato la prospettiva
del quadrato di riferimento e la prospettiva del poligono posto al suo in-
terno, indipendentemente 'una dall’altra.

Tutte le costruzioni vengono elaborate con un medesimo procedimento
che nasce dalla rappresentazione del poligono regolare posto all’interno del
quadrato di riferimento BCDE, cosi come descritto nelle ultime proposi-
zioni del I libro, che possono essere considerate dunque propedeutiche a
queste costruzioni. E importante sottolineare che nelle pagine del codice
non sono visibili i segni della costruzione dei poligoni di base?, ma si no-
tano soltanto alcuni fori di riporto, che evidentemente denotano l'uso di
un ulteriore disegno, utilizzato come modello di riferimento. L'obiettivo
principale di tutte le costruzioni relative ai prismi, e che poi servira alla
costruzione delle proposizioni che seguiranno, ¢ quello di individuare un
sistema per calcolare graficamente lo scorcio prospettico di rette verticali
e, percio, parallele al quadro. A partire dalla prospettiva del poligono di
base, le costruzioni procedono con I'innalzamento di una retta verticale
uscente dal vertice B (sulla linea fondamentale) della quantita che si vuole
far alto® il prisma e si congiungera la sua estremita P con il punto princi-
pale A (Fig. 5). Segue il tracciamento delle rette parallele alla fondamentale
passanti per i vertici del poligono di base, fino ad intersecare in una serie
di punti, il lato BD del quadrato. Da questi ultimi punti ’Autore traccia
delle rette verticali fino a toccare la retta PA, nei punti 1,2,3... che de-
finiscono gli scorci prospettici degli spigoli verticali del prisma. Con gli
occhi di uno studioso di geometria dei nostri giorni, appare chiaro che
in questi passaggi appena descritti, Piero della Francesca abbia utilizzato
la prospettiva del disegno in «propria forma» dell’alzato, di cui ¢ padro-
ne come dimostrano le proposizioni del I libro per determinare lo scorcio
prospettico degli spigoli verticali dei prismi. L'ultimo passaggio della co-
struzione consiste nell’individuazione delle intersezioni tra rette parallele

> Le costruzioni dei poligoni di base posti obliqui rispetto al quadro, fanno uso
della relazione biunivoca che si viene a creare tra la prospettiva del quadrato di base
e la sua vera forma costruita a partire dal lato appartenente alla linea di terra. Questa
corrispondenza solo dopo 'avvento degli studi sulla geometria proiettiva di Poncelet nel
1822, prendera il nome di omologia ed ¢é definita da un asse (la linea fondamentale) ed
un centro (in questo caso un punto proprio).

3

«Tiraro la perpendiculare sopra B de quella quantita che voglio alto il pilastro,
quale sira PR [...]»
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Figura 1 (a sinistra, a). Codice di Parma, fogli 17 verso e 18 recto

Figura 2 (a destra, b). Codice di Parma, fogli 18 verso e 19 recto

T T

a b
Figura 3 (a sinistra, c¢). Codice di Parma, fogli 20 verso e 21 recto

Figura 4 (a destra, d). Codice di Parma, fogli 21 verso e 22 recto

-

c d

alla fondamentale uscenti dai punti 1, 2, 3 ... fino ad incontrare gli spigoli
verticali dei prismi, ottenendo cosi la prospettiva dei vertici della faccia supe-
riore del prisma.

Il metodo della rappresentazione matematica diviene un ottimo strumento
di analisi di queste figure solide, perché consente di studiare le figure appena
descritte, indagandole direttamente nello spazio tridimensionale e lavorando
con gli strumenti che sono a fondamento della geometria proiettiva per mezzo
ciog, delle operazioni di proiezione e sezione. Le prime fasi della trascrizione
grafica dei codici, mettono in luce un aspetto su cui vale la pena soffermarsi.
La convergenza di rette oggettivamente parallele in un medesimo punto, ¢,
secondo Piero della Francesca, una condizione particolare che riguarda esclu-
sivamente una classe di rette parallele, in particolare le rette perpendicolari al
quadro le cui immagini convergono nel punto A (Fig. 6). E ci0 ¢ desumibile
dalla semplice osservazione che gruppi di rette oggettivamente parallele, come
ad esempio le coppie dei lati dei pentagoni delle facce superiore ed inferiore,
con la corrispondente diagonale opposta, non convergono in un medesimo
punto peraltro non allineato sulla linea dell’orizzonte. Abbiamo qui, ancora
una volta, la dimostrazione evidente che 'idea di punto di fuga, e quindi di
punto di misura, era ancora assai lontana dall’esser definita e compresa.
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La restituzione prospettica ci consente di determinare in pochi passaggi
la distanza principale, utilizzando come riferimento il punto di fuga del-
la diagonale del quadrato di riferimento BCDE, obliqua di 45° rispetto al
piano di quadro. Proiettando perd dal centro di proiezione la prospettiva
del poligono di base sul geometrale, si ottiene un risultato inatteso e cioe
I’individuazione di un poligono irregolare (Fig. 7). Anche in questo caso la
caratteristica appena descritta, si riscontra in tutte le figure dei prismi prese
in esame, ed ¢ piu evidente nel codice di Parma piuttosto che in quello di
Bordeaux, codici sui quali ¢ stata condotto il presente studio, poiché allo
stato dell’arte questi ultimi sono ritenuti autografi.

A ben vedere pero, I'irregolarita ¢ caratterizzata da una particolare con-
formazione. Infatti, tracciando la curva che interpola 1 vertici del poligono
irregolare, non si ottiene il cerchio circoscritto al poligono (poiché abbiamo
detto che quest’ultimo non ¢ pit regolare), ma neppure una forma comun-
que irregolare, si ottiene, invece, una curva che, a meno di piccoli scar-
ti da attribuire ad imprecisioni di natura grafica, descrive I’andamento di
un’ellisse (Fig. 8). Questa osservazione ci porta a pensare che possa esiste-
re una relazione di natura proiettiva tra il poligono irregolare del disegno
di Piero ed il suo corrispondente regolare, cosl come esiste una relazione
proiettiva tra Dellisse e il cerchio che circoscrive un poligono regolare. In
altre parole, ci chiediamo se esista una nuova posizione del centro di pro-
iezione, tale che I'immagine prospettica del poligono sia esattamente la
prospettiva di un poligono regolare, il che equivale a chiedersi se esista una
nuova distanza principale per la quale Dellisse che circoscrive la prospettiva
del poligono sia la prospettiva di un cerchio. Per poter rispondere a que-
sta domanda, € opportuno in primo luogo tracciare con cura lellisse che
interpola 1 vertici del poligono in prospettiva. Utilizzando la costruzione
che fa uso del teorema di Pascal, secondo il quale in un pentagono inscrit-
to in un cerchio, la tangente in un vertice ed il lato opposto, e le altre due
coppie di lati non consecutivi s’incontrano in tre punti allineati sulla stessa
retta, con il metodo della rappresentazione matematica ¢ possibile disegna-
re un’ellisse con la stessa accuratezza con la quale ¢ possibile disegnare un
cerchio. Nel caso del prisma a base pentagonale, 'interpolazione dell’ellis-
se ¢ assicurata dal fatto che cinque punti individuano un’unica conica; nel
caso degli altri poligoni I’interpolazione ¢ risolta a meno di piccoli scarti
dovuti, come detto, ad imprecisioni di natura grafica.

Ragioniamo a questo punto sulla relazione prospettica che lega l’ellis-
se come sopra costruita ed il cerchio, per poter rispondere alla domanda
che ci siamo prefissati.

Quando un’ellisse ¢ la prospettiva di un cerchio che giace su di un piano
orizzontale, la corda condotta per 1 punti di contatto delle tangenti all’el-
lisse che appartengono al punto principale ¢ parallela alla fondamentale. 11
modo piu semplice per dimostrare questa proprieta ¢ ricordare che quelle
due tangenti non sono altro che la rappresentazione di due rette perpendi-
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colari al quadro tangenti al cerchio. Percio la corda ¢ parallela al quadro e
definisce I'immagine di un diametro del cerchio (Fig. 9). Alla luce di que-
ste considerazioni, possiamo allora costruire in prospettiva un quadrilatero
tangente all’ellisse con due lati paralleli alla linea fondamentale e gli altri
due convergenti nel punto principale A. II quadrilatero appena disegna-
to ¢ la prospettiva di un quadrato circoscritto ad un cerchio ed ¢, percio,
immediato rintracciare la nuova distanza principale facendo uso della sua
diagonale, che stacca sulla linea dell’orizzonte il punto di fuga delle rette
incidenti il piano di quadro secondo un angolo di 45°.

I1 nuovo centro di proiezione consente dunque di stabilire la relazio-
ne prospettica che cercavamo e che intercede tra lellisse che circoscrive
la prospettiva del poligono e il cerchio che circoscrive il medesimo poli-
gono regolare, tale relazione ¢ manifesta nel momento in cui si costruisce
il cono proiettante le due figure del poligono e dell’ellisse cerchio circo-
scritta, assumendo come vertice il nuovo centro di proiezione, costruito
per mezzo dei ragionamenti che precedono (Fig. 10).

Questo cono taglia il piano orizzontale nel quale giace, nello spazio,
il poligono rappresentato, in una curva che ha 'aspetto di un cerchio. La
rappresentazione matematica nel calcolo delle entita di intersezione, descri-
ve, tuttavia, la suddetta curva come una curva generica di tipo NURBS
e non riconosce I'equazione di un cerchio. E possibile perd fare un con-
fronto dell’andamento di questa curva NURDBS con un cerchio definito
per analiticamente. L'analisi dello scarto mette in evidenza una deviazione
massima 0.00000337... mm (valore rapportato alle dimensioni reali del di-
segno sul codice), valore ben al di sotto della tolleranza del sistema (0,001
mm). Possiamo pertanto ritenere verificato il fatto che la curva di inter-
sezione del cono proiettante con il piano orizzontale ¢ una circonferenza.

Il cerchio individuato ci consente di disegnare il poligono regolare in-
scritto al suo interno, ed eventualmente apprezzare gli scarti che lo deviano
rispetto la prospettiva disegnata dall’autore. Risulta evidente che, proiet-
tando dal nuovo centro di proiezione il quadrilatero di riferimento BCDE,
esso verra proiettato secondo un rettangolo piuttosto allungato in ragione
dell’aumentare della nuova distanza principale. Questo ragionamento di-
mostra un’incongruenza (Fig. 11) tra i poligoni rappresentati nelle prime
proposizioni del II libro, che ¢ risolvibile solamente adottando due ipotesi:

1. la prospettiva disegnata da Piero ¢ quella di un poligono irregolare
disposto all’interno di un quadrato;

2. la prospettiva disegnata da Piero ¢ quella di un poligono regolare di-
sposto all’interno di un rettangolo.

Lincongruenza messa in luce per mezzo delle indagini condotte, ci
fornisce utili indicazioni sul modus operandi di Piero della Francesca, ti-
pico della operativita pratica della bottega medievale. Come sappiamo,
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il tracciamento del lato piu lontano del quadrato di riferimento BCDE ¢
I’elemento chiave per stabilire la distanza principale di una prospettiva.
Piero ha implicitamente dimostrato nel I libro, per mezzo di quello che
a tutti gli effetti puo essere considerato il ‘teorema fondamentale’, che il
lato DE puo scostarsi in modo del tutto arbitrario dalla linea fondamen-
tale, pur rimanendone parallelo, poiché esistera sempre una posizione del
centro di proiezione per la quale il trapezio BCDE costituisce 'immagi-
ne, o prospettiva, di un quadrato regolare posto sul piano geometrale. In
ragione di questi elementi, e nella logica di una operativitd impegnata in
particolare sul controllo dello scorcio prospettico delle linee verticali dei
prismi, si puo pensare che il tracciamento del lato DE possa essere stato
eseguito dall’Autore addirittura alla fine dell’intera costruzione, senza
porre attenzione alla distanza che lo separa dalla fondamentale e che non
darebbe luogo ad alcuna incongruenza. Questa ipotesi puo trovare con-
ferma in una serie di caratteristiche che ¢ possibile leggere nei disegni
del trattato. Nel caso delle costruzioni complesse infatti, 1 disegni fanno
riferimento ad altri disegni (dei quali non ¢ rimasta traccia) utilizzati da
Piero della Francesca, come modelli. Nella faccia posteriore della pagina
contenente una figura infatti, si possono leggere chiaramente i fori proba-
bilmente utilizzati per riportare i punti ritenuti fondamentali per definire
I’intera costruzione (Fig. 12). Una prima analisi sui fori di trasferimento
del modello, condotta sui codici di Parma e Bordeaux, denota che solo
in pochi casi (in Bordeaux nel caso dei prismi pentagonale ed esagona-
le) ¢ stata trasferita la posizione del lato DE mentre invece ¢ ricorrente
in quasi tutte le altre figure, la scelta di trasterire il punto A, 1 vertici dei
prismi ed uno dei vertici B e C poggiati sulla linea fondamentale. Questi
sono gli elementi che, secondo I’Autore, definiscono in modo univoco la
figura perché grazie ad essi ¢ possibile ricavare in modo agevole tutti gli
altri. Ecco perché sembrerebbe che Piero della Francesca abbia tracciato
il lato DE solo alla fine dell’intera costruzione non mettendo quindi in
una medesima corrispondenza prospettica i due poligoni rappresentati:
il quadrato di riferimento ed il poligono regolare al suo interno.
Questa analisi, inoltre, mette in luce il potenziale delle indagini con-
dotte per mezzo dei metodi di rappresentazione digitale, siano essi di
natura matematica o poligonale. Infatti, solo attraverso un controllo si-
multaneo della dicotomia tra spazio come ¢ e spazio come appare, si-
multaneita possibile nell’ambiente virtuale del computer, ¢ stato possibile
mettere in evidenza le peculiarita della prospettiva di Piero, alle quali
ho fatto cenno. Dapporto del computer in uno studio critico di questo
genere quindi, va rintracciato non tanto nella semplice possibilita di vi-
sualizzare con sistemi di resa chiaroscurale automatici le entita spaziali
studiate nelle proposizioni (per altro ben chiare nella mente dell’Auto-
re) o piuttosto in una sterile individuazione degli errori di imprecisione
grafica e delle deviazioni delle linee dagli andamenti ideali. Al contra-
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rio, il computer deve essere lo strumento per mezzo del quale si eviden-
zia in modo chiaro ed originale I'aspetto innovativo dell’intera opera,
attraverso una lettura critica che contempla in una inscindibile unita il
testo scritto e 'apparato grafico, esattamente come I'opera stessa coniuga
insieme I'ambito scientifico con quello artistico. Ed ¢ proprio in questa
profonda integrazione che si puo riconoscere il motivo del forte impatto
culturale che questo testo, scritto piu di cinque secoli fa in sole sette co-
pie, ha avuto nel quadro della storia della prospettiva dei secoli a venire.

Figura 5 (a sinistra, a). Disegno critico del prisma a base esagonale.

Figura 6 (a destra, b). Analisi della convergenza di rette parallele

Figura 7 (a sinistra, ). La proiezione dal centro di proiezione sul geometrale, della
prospettiva del poligono, genera un poligono irregolare

Figura 8 (a sinistra, d). La curva che interpola i vertici dei poligoni irregolari, descrive
I'andamento di un’ellisse
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Figura 9. Quando un’ellisse ¢ la prospettiva di un cerchio che giace su di un piano orizzontale,
la corda condotta per i punti di contatto delle tangenti all’ellisse che appartengono al punto
principale ¢ parallela alla fondamentale

Figura 10. Il nuovo centro di proiezione O”, definisce la relazione prospettica tra ellisse
che circoscrive la prospettiva del poligono e il cerchio che circoscrive il poligono regolare
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Figura 11. Uincongruenza tra i poligoni rappresentati nelle prime proposizioni del II libro,
¢ risolvibile solamente adottando due ipotesi: prospettiva di un poligono irregolare disposto
all'interno di un quadrato; prospettiva di un poligono regolare disposto all'interno di un
rettangolo

Figura 12. Codice di Parma, fogli 19 recto e 19 verso (copia speculare): analisi dei fori di
trasferimento del modello
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