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Introduzione

e Copule sono funzioni affascinanti e fondamentali nello studio di distribuzioni bivariate e

multivariate. L’inserimento delle copule in contesti statistici e probabilistici risale al 1959,
con il lavoro proposto da Sklar ([114]). I progressi nel framework hanno subito una accelerazione
nei primi anni 2000, grazie ai lavori Nelsen ([92]) e Joe ([66]). Questi testi costituiscono il
principale riferimento del Capitolo 1, dove il framework delle copule viene introdotto nel caso di
variabili aleatorie continue e del Capitolo 2, dove sono presentate alcune delle pit famose famiglie
di copule, utilizzate dai principali packages del software R.

Col tempo, sono diventate sempre piu frequenti applicazioni in diversi campi e ancora oggi
continuano ad essere studiate e utilizzate in diversi contesti come il panorama attuariale.
In [36], analizzando dei particolari contratti di rendita nei matrimoni, vengono modellizzati
la struttura di probabilita e i flussi di cassa utilizzando le copule con l'ipotesi di dipendenza
tra le durate di vita future dei due coniugi mostrando una applicazione nel panorama polacco,
nel quale al tempo della scrittura del lavoro tale prodotto non era ancora stato commercializ-
zato. In [111] & proposto un modello regressivo basato sulle copule per prevedere sinistri non
pagati e, di conseguenza, le riserve per linee di business dipendenti, mettendo in relazione —
attraverso le copule — i pagamenti di diversi triangoli di run-off mostrando una applicazione
reale su un portafoglio assicurativo Auto. In [59] viene sviluppato un modello per il pricing
nel settore cyber-insurance utilizzando le copule fornendo anche una applicazione pratica. In
[130] viene affrontato un tema rilevante, la perdita legata agli individual claims, mostrando
I'utilizzo di alcuni modelli di copula — semi-competitivi e semi-survival — per modellare la
struttura di dipendenza nel contesto di sinistri IBNR. In [131] & proposto 'approccio LSHAC
(Copule Archimedee gerarchiche Levy-subordinate) per modellare la dipendenza spaziale del
rischio meteorologico, in una copertura per condizioni meteorologiche avverse, fornendo una appli-
cazione che mostra come questo modello puo migliorare le prestazioni della copertura assicurativa.

Il presente elaborato si propone di perseguire un duplice obiettivo.

Il primo obiettivo della tesi ¢ contribuire all’ampliamento della letteratura attuariale sullo
studio del Policyholder Behaviour, con particolare riferimento ai riscatti, attraverso I'impiego
delle copule, un approccio che, ad oggi, non risulta essere stato applicato a questo specifico ambito.
A tal fine, vengono presentati due studi originali basati su dati reali, corredati da un confronto
con metodologie gia affermate nella pratica o nella letteratura attuariale. La prima applicazione
analizza la severity dei riscatti parziali — una variabile continua limitata nell’intervallo (0,1) —
mediante 1'uso di un modello regressivo copula-based, confrontandolo con la Beta Regression. La
seconda applicazione si concentra sulla modellizzazione del tasso di riscatto in funzione di uno
spread di mercato, al fine di esplorare il comportamento dinamico degli assicurati in risposta alle
variazioni del rendimento di mercato.
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Il secondo obiettivo consiste nell’estendere 'approccio metodologico attualmente adottato in
ambito attuariale e nella letteratura statistica, in cui le copule sono impiegate per modellare le
strutture di dipendenza tra variabili aleatorie. In particolare, mentre le applicazioni esistenti
si concentrano principalmente su variabili continue, discrete e categoriche ordinali, I’elaborato
intende esplorare la possibilita di includere, in modo coerente e significativo, anche variabili
categoriche nominali all’interno di tale framework analitico. La presenza di tali variabili, infatti,
& imprescindibile in alcune analisi, nelle quali non e possibile escluderle. Tuttavia, mentre per i
modelli regressivi come i GLM ¢ possibile utilizzare una codifica in Dummies, nel framework delle
copule tale approccio risulta errato ([103]). Per questo motivo, si analizzano diverse metodologie
al fine di individuare I'approccio pit idoneo alla gestione di tali variabili all’interno del framework
copula-based e viene proposta una soluzione a questa problematica. L’analisi ¢ accompagnata da
un esempio su un dataset reale di polizze Kasko parziali.

Oltre ai sopracitati Capitolo 1 e Capitolo 2, la tesi € strutturata come segue.
Nel Capitolo 3 viene osservato come il framework delle copule varia a seguito dell’introduzioni
di variabili discrete nel modello, mostrando le differenze e le complicazioni che ne derivano
([53],[93],[50]).
Segue nel Capitolo 4 la spiegazione di un approccio relativamente recente per lo studio delle
strutture di dipendenza, la Pair Copula Construction ([2], [28]). Sono approfondite anche le
estensioni al caso di copule nel caso discreto e i limiti di questo approccio.
Nel Capitolo 5 lo studio delle dipendenze viene finalizzato all’applicazione di un approccio
regressivo basato sulle copule, che trovera applicazione in contesti reali nel Capitolo 6, dove sara
utilizzato in un campo nuovo per le copule nel framework attuariale: il policyholder behaviour.
Il Capitolo 7 pone un focus sul complesso caso di variabile categoriche nominali, per le quali i
principali metodi di codifica risultano errati o di difficile interpretazione e viene proposta una
soluzione, con una applicazione reale su dati attuariali.
Il conclusivo Capitolo 8 sintetizza i principali risultati ottenuti.



Capitolo 1

Le Copule

1.1 Elementi introduttivi

P er iniziare a trattare le copule, probabilmente I’approccio piu adatto ¢ iniziare dalla definizione
stessa di copula come una funzione, in modo da comprenderne la struttura prima ancora di
poterne contestualizzare la sua utilita.

Definizione 1.1.1. (Copula Bivariata)

Una Copula Bivariata & una funzione C : [0,1]2 — [0, 1] con le seguenti proprieta
e C(u,0)=C(0,v)=0 Vu,v € [0,1]
e C(u,l)=ueC(l,v)=v  Yu,ve]|0,]]
. C(UQ,UQ) — C(UQ,Ul) — C(’ul,’l}z) + C(ul,vl) >0

con u; < ug e vy < v e ug,u, v, vz € [0,1]
O

Dalla Definizione 1.1.1 risulta evidente che la Copula puod essere vista come una particolare
funzione di ripartizione le cui distribuzioni marginali sono uniformi

C(uy,u2) = PlUs < up, Uz < ug] (1.1)

Nella Figura 1.1 sono illustrati alcuni casi che permettono di rappresentare questa particolare
funzione su uno spazio bidimensionale, andando ad osservare le probabilita descritte da ciascuna
copula o funzione di copule indicata.

Il caso bivariato & solo un punto di partenza, utile a descrivere il caso multivariato®.
Considerata I'Equazione (1.1), l'estensione al caso d-dimensionale altro non & che una estensione
multidimensionale della probabilita, ovvero

C(ui,ug,...,uq) = P[U1 <u1,Us < ug,...,Ug < uy (1.2)
e la definizione si adatta di conseguenza.
Definizione 1.1.2. (Copula Multivariata)

Una Copula Multivariata (d-dimensioni) & una funzione C : [0,1]¢ — [0, 1] con proprieta
analoghe a quelle viste nella 1.1.1

LQuesta affermazione e la definizione stessa trovera maggiore significato nel Capitolo 4, per ora & sufficiente
comprendere come estendere quanto rappresentato in due dimensioni su piu dimensioni.




1.1. Elementi introduttivi

C(u,0)=C(0,v) C(u,0)=C(0,v) C(u,1)

c(1,1) C(uz,vz) - Clui,vi)

Figura 1.1: Probabilita della variabile aleatoria doppia di appartenere all’area a tinta unita

]

Trattandosi di una particolare funzione di ripartizione, ¢ possibile ottenere la densita della
copula come per le altre funzioni di ripartizione continue: si ottiene in questo modo la copula
density.

. 8dC(u1, veey ud)

c(ul,...,ud) = (1.3)

8u18uQ...8ud

Come si vedra nella prossima sezione, la densita di una copula e fondamentale per definire la
struttura di dipendenza tra due variabili aleatorie.

1.1.1 1l Teorema di Sklar

In che modo delle funzioni cosi particolari, che hanno il limite di utilizzare delle marginali
uniformi, possono prestarsi ad essere utilizzate in contesti reali?
Sklar [114] nel 1959, elaboro il teorema fondamentale della teoria delle copule, un teorema
all’apparenza semplice ma di enorme impatto per diversi campi di applicazione.

Teorema 1.1.1. (Teorema di Sklar, caso bivariato)
Sia F' una funzione di distribuzione congiunta di 2 variabili con marginali G1, G2, allora
esiste una copula C tale che

F(xl,xg) = C(Gl(.rl),Gg(l‘Q)) V$1,$2 S F_Q (1.4)

dove con R si ¢ indicato il sistema esteso dei numeri reali, ovvero R =R U {—o00, +00}.

Ancora una volta, I’estensione al caso d-dimensionale ¢ immediato




1.1. Elementi introduttivi

Teorema 1.1.2. (Teorema di Sklar, caso multivariato)
Sia F' una funzione di distribuzione congiunta di d variabili con marginali G1, G, ..., Gy,
allora esiste una copula C' tale che

F(x1,...,xq) = C(G1(x1), ..., Gg(q)) Vxi,...,Tq € R (1.5)

O

Grazie alla (1.5) si osserva come la copula costituisca un ponte tra la distribuzione multivariata
e le marginali. Questo teorema spiega come sia possibile scomporre una funzione di ripartizione
congiunta F' utilizzando le funzioni di ripartizioni marginali G, ..., G4 e la funzione copula
C' - corrispondente alla funzione di ripartizione delle variabili uniformi U; = G1(X1),...,Ug =
G4(Xy4) - che rappresenta la dipendenza tra le variabili aleatorie. Di fatto, in questo modo &
possibile rimuovere 'effetto che le distribuzioni marginali hanno sulla distribuzione multivariata,
permettendo lo studio della sola struttura di dipendenza.

Osservazione 1.1.1. Si sottolinea che nella 1.5, nel caso in cui tutte le distribuzioni
marginali G1, Go, ..., G4 sono continue si ha una funzione C unica. In alternativa, la copula
C ¢ unicamente definita in Ran G; x Ran Gy x ... Xx Ran Gy , il caso discreto sara trattato

piu dettagliatamente nel Capitolo 3
|

Ovviamente, considerata la 1.5, & possibile ragionare al contrario e costruire nuove distribu-
zioni congiunte F' a partire dalle distribuzioni marginali e una funzione copula C.

Per quanto osservato, ¢ possibile percio dare una definizione alternativa della funzione Copula,
legandola direttamente al concetto di distribuzione congiunta.

Definizione 1.1.3. (Copula Multivariata) Dato un vettore di variabili aleatorie (X1, ..., X4)
nello spazio di probabilita (2, F, P), la copula C di (X1, ..., X4) & una funzione C : [0,1]¢ —

[0, 1] che corrisponde alla distribuzione congiunta delle trasformazioni uniformi (Uy, ..., Uyg)
C(U1,UQ,...,ud) = P[U1 <ui,Us <wug,...,Ug < ud] (1 6)

= P[G1(X1) < w1, G2(X2) < g, ..., Ga(Xa) < ud] ‘
con u; = Gi(x1), ug = Ga(x2), ..., ug = Gg(xq). .

Osservazione 1.1.2. Si noti che se G (risp. G2) & una f.ne di ripartizione continua,
allora Gi(z1) ~ Unif(0,1) (risp. Ga(x2) ~ Unif(0,1)). Questa particolare trasformazione
prende il nome di Probability Integral Transform (PIT) nel momento in cui si conoscono
le distribuzioni esatte, altrimenti sara definita Estimated Probability Integral Transform
(EPIT).

Nel caso continuo, inoltre, sono presenti notevoli semplificazioni. Ad esempio vale il seguente
corollario.




1.1. Elementi introduttivi

Corollario 1.1.1. Considerata la (1.4), nel caso di variabili continue si ha che
Clur,uz) = F(GV (1), G5V (w)) Vg, up € [0,1] (1.7)

con G(=Y(u) pseudo-inversa di G definita come segue

—00 u=20
GEV(w) = {inf{zr € R: G(x) > u} u e (0,1) (1.8)
+00 u=1

Questo corollario, all’apparenza banale, costituisce uno dei possibili modi di generare copule
ad hoc, avendo a disposizione una distribuzione multivariata e le distribuzioni marginali.

Inoltre, nel caso di variabili aleatorie continue ¢ possibile definire il legame tra la densita
della distribuzione congiunta, la densita della copula e le densita marginali. Ad esempio, nel caso
bivariato si ha

f(@1,22) = c(ur, u2)g1(21)g2(22) (1.9)
Dimostrazione 1.1.1.
Oz1  Oxy
clur,uz) = f(Gy ' (ur), Gyt (ug)) - | [géﬁé 353] |
8u1 a’ug
_HGTM), Gy () fla,w)
9x (Gx'(u1))g2(G3 M (u2))  g1(21)ga(22)
[m}
che per copule d-dimensionali diventa
F(@1, s a) = clun, o ug)gs (1) - o - ga(wa) (1.10)

1.1.2 Distribuzione condizionata

Data una funzione di ripartizione multivariata, per quanto osservato, ¢ possibile utilizzare le
copule per descrivere la funzione di ripartizione e di densita condizionate come segue:

f1|2(551\372) = W
_ c(Fi(n), Fa(x2)) fi (1) fo(x2) (1.11)
fa(x2)
= c12(F1(21), Fa(22)) fi(21)
Fua(o}3) = o Cra(Fi (1), 42) iy o) (1.12)

811,2




1.1. Elementi introduttivi

Dimostrazione 1.1.2. Per provare la (1.12), si consideri che la (1.11) puo essere scritta
come

PCr(m, ), duy
Ou10us u1=F1(z1),u2=Fs(z2) 11
o , 0

= 872(87:1012(}71(561),uz))|u2:F2(x2)

c12(F1(z1), Fo(x2)) fi(z1) =

da cui, integrando rispetto alla variabile condizionata

9 0
Piatrlen) = | _ 5 Gy o) 1) st
g, [un 9
= BTLQ . 8721012(17‘1(21)7“2)(1’21)’uQ:FQ(mg)
0
= 87@012(171(371)7UQ)‘UQZFz(@)

Dove lo scambio tra le operazioni di derivata e integrale & giustificato da opportune
ipotesi di regolarita, ovvero la distribuzione congiunta assolutamente continua, le marginali
derivabili con densita definita e la copula Cio continua, due volte derivabile con derivate

integrabili.
[m]

Osservazione 1.1.3. I risultati sopra si possono applicare alla distribuzione copula bivariata
Ch2 ottenendo la distribuzione condizionata Cj3 e la densita condizionata cy;

0
Cl|2(’LL1|U2) = CUQ(Ul) = %Clg(ul,m) ,Vul,ug c [0, 1]

1.1.3 Copule e trasformazioni monotone

Nella pratica, puo spesso capitare che siano utilizzate delle trasformazioni delle variabili come
input di un modello. Un esempio in ambito finanziario & fornito dallo studio dei log-rendimenti,
un altro puo essere I'uso di dinamiche esponenziali come avviene nel modello di Black&Scholes. 11
teorema che segue mostra cosa accade alle copule nel momento in cui sono applicate trasformazioni
strettamente monotone sulle variabili aleatorie originali.

Teorema 1.1.3. Siano X; e X5 due variabili aleatorie continue con copula C, x, e siano
a1 e ao due funzioni strettamente monotone su Ran X; e Ran X5, allora

e (v € a9 strettamente crescenti

Coa(Xl),az(Xz) (ula u2) = CX1,X2 (uh UQ)

Ovvero la copula ¢ invariante a questo tipo di trasformazioni, si noti che questa proprieta
¢ alla base delle analisi che vedremo nel seguito.

e 7 strettamente crescente e oy strettamente decrescente

Coy(X1),00(X2) (U1, u2) = u1 — Cxy x, (w1, 1 — uz)
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e « strettamente descrescente e ag strettamente crescente
Ca1(X1),a2(X2)(u17u2) = U2 — CX1,X2(1 — Uy, u2)
e (1 e oy strettamente decrescenti

Ca1(X1)7a2(X2)(U17 ug) =up +us — 1+ CXl,X2(1 —uy, 1 —up)

1.2 Dipendenza

Come gia anticipato, le copule consentono di descrivere e studiare misure di dipendenza senza
scala tra le variabili catturandone la struttura sottostante.
Nel campo attuariale-finanziario, oltre agli articoli gia citati, esse sono utilizzate in diversi contesti
e con molteplici scopi, dalla teoria della credibilita [47], allo studio della dipendenza tra frequency
e severity [29].

Per introdurre i principali indicatori di dipendenza in questo framework, si consideri la
seguente definizione di concordanza

Definizione 1.2.1. (Concordanza statistica)
Data una coppia di osservazioni (z;,y;) e (x;,y;) della variabile aleatoria (X,Y), la concordan-
za statistica misura ’associazione ordinale tra i valori assunti. Ovvero se (z;—z;)(y;i—y;) > 0

si ha concordanza, se (x; — 2;)(y; — y;) < 0 si ha discordanza
O

In altre parole, le misure di concordanza consentono di verificare se a grandi valori di una
variabile sono associati o meno grandi valori dell’altra.
Casi particolari si hanno quando (z; = x;) o (y; = y;), casistica con probabilita nulla nel caso di
variabili continue, ma non nulla nel caso di variabili discrete.

Tra le principali misure di concordanza nel framework delle Copule troviamo il Tau di Kendall
(tx) e il Rho di Spearman (pg), le quali godono di alcune importanti proprieta tra cui

o assumere valori in [-1,1] ;
e essere indicatori rank-based ;

e essere invarianti rispetto a trasformazioni monotone delle distribuzioni marginali.

1.2.1 Tau di Kendall

Definizione 1.2.2. (Tau di Kendall)
Dati due vettori aleatori indipendenti e identicamente distribuiti (X1,Y7) e (X2,Y2) , il Tau
di Kendall per variabili continue ¢ definito come

T(X,Y) = P[(X1 — X2)(Y1 — Y2) > 0] — P[(X1 — X2)(Y1 — Y2) < (] (1.13)

Ovvero come la differenza tra la probabilita di avere concordanza e la probabilita di avere

discordanza.
O
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Per stimare il Tau di Kendall, occorre capire se il fenomeno oggetto di studio permette di
avere o meno la situazione per cui (z1 = z2) 0 (y1 = y2).
Nel caso in cui sia possibile avere gli stessi valori, dato un campione di dimensione n si ha

. Nc — Np
TK:\/NC+ND+NXX\/NC+ND+NY (1.14)
con
e N¢ numero di coppie concordanti
e Np numero di coppie discordanti
e Nx numero di coppie "extra" rispetto a X
e Ny numero di coppie "extra" rispetto a Y
Semplificando per il caso in cui non siano previste coppie extra, si ottiene
pe = Ne—Np (1.15)

(2)
Questo indicatore &, tra i due citati, il piu diffuso e come si vedra in seguito nell’ambito delle

copule in alcuni casi viene utilizzato anche per la stima dei parametri.
La formulazione del Tau di Kendall in questo framework ¢ la seguente

TK_4[/01/01 C(ur,u2)dC(ur,ug)| — 1 (1.16)

1.2.2 Rho di Spearman

Definizione 1.2.3. (Rho di Spearman)
Date due variabili aleatorie X e Y con marginali Gx e Gy, il Rho di Spearman, o Rank
Correlation, ¢ definito come

ps(X,Y) = 3(P[(X1 — X2)(Y1 — Y3> > 0} — P[(Xl — XQ)(Yl — Yg) < 0]) (117)

con (X1,Y1),(X2,Y2),(X3,Y3) coppie tra loro indipendenti e distribuite come (X,Y).
Poiché per l'indipendenza di Xs e Y3 la funzione di distribuzione congiunta di (Xs,Y3) &
Gx(x) - Gy(y), il coefficiente puo essere definito come

ps(X,Y) = Cor(Gx(X),Gy(Y)) (1.18)

Ovvero corrisponde alla correlazione delle variabili ottenute applicando la Probability Integral

Transform.
o

Per stimare il Rho di Spearman per un campione n-dimensionale (x;,y;) si sfrutta il concetto
di rank (rx,; e ry;) ottenendo

i (rxi—7x)(ry,; —7y)
ps(X,Y) = ——= (1.19)

\/i (rx,;—rx)? i (ry; —7y)?

=1 i=1
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Anche il Rho di Spearman puo essere scritto, nel caso continuo, in termini di copule

11
ps =12 [/ / uiuedC(uy, ug)| — 3 (1.20)
0 Jo

Osservazione 1.2.1. Si osservi che essendo possibile esprimere i due indicatori in funzione
delle copule associate, i valori assunti non dipendono dalla distribuzione marginale delle

variabili.
| ]

1.2.3 Dipendenze particolari: Survival Copula, Rotated Copula e Indepen-
dence Copula

Nella realta, le strutture di dipendenza assumono forme particolari e in una analisi potrebbe
non interessare studiare la funzione di ripartizione di una determinata variabile aleatoria quanto
piu la sua funzione di sopravvivenza, ovvero la probabilita che si abbiano delle realizzazioni
maggiori di un valore definito.

Considerata la funzione di sopravvivenza congiunta bivariata

F(ZCl,xQ) = P[Xl > x, X9 > 1'2]

con marginali G1 e G, € possibile definire la Copula di sopravvivenza come segue

Definizione 1.2.4. (Survival Copula, caso bivariato)
La Survival Copula (C) & una funzione [0, 1]2 — [0, 1] per cui

C’(ul,uQ):u1+u2—1—|—0(1—u1,1—u2) (1.21)

[m]

La definizione della 1.21 ¢ strettamente legata alla funzione di sopravvivenza congiunta, infatti

F(z1,22) =1 — Gi(x1) — Go(x2) + F(x1,22)

= Gi(z1) + Ga(w2) — 1+ C(G1(z1), Ga(22))

= Gi(z1) + Go(w2) — 14+ C(1 — Gi(z1),1 — Ga(x2))
=uy+uy—1+C(1—wug,1—ug) :é(ul,uQ)
=C(u, 1)+ C(1Luz) —C(1,1) + C(1 —ug, 1 — ug)

Osservazione 1.2.2. La Survival Copula non deve essere confusa con la funzione di
sopravvivenza bivariata con marginali uniformi, per la quale si ha

C(u1,u9) = P[U; > u1,Us > ug]
=1— (P[Uy < wi] + P[Us < us] + P[U; < uy, Us < us))
=1—u; —ug+ C(uy,uz)
=C(1,1) — C(u1,1) — C(1,uz) + C(u1, uz)

Una rappresentazione grafica della differenza tra queste due funzioni e fornita nell’Figura 1.2
u
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U
Uz 4 C(us,uz) ’ C(1-u1,1-u2)

U:

Figura 1.2: Area della f.ne di sopravvivenza bivariata con marginali uniformi (a sx) e Area della Copula
usata per il calcolo della Survival Copula (a dx)

Come osservato, le copule sono funzioni particolari dotate di flessibilita nel catturare le
strutture sottostanti le relazioni tra le variabili. Tuttavia, nella loro forma "classica" possono
talvolta risultare non adatte a descrivere la dipendenza tra variabili aleatorie a causa di un
limitato range di realizzazioni nell’immagine della funzione. Per ovviare a tale problema, nella
teoria delle copule, & stato introdotto il concetto di rotazione: in questo modo diventa possibile
descrivere un maggior numero di casi reali altrimenti esclusi.

Un esempio di rotazione ¢ la sopracitata Survival Copula, in generale, quando una particolare
famiglia di copule cattura correttamente la dipendenza tra due variabili ma I'immagine della
funzione non raggiunge i valori assunti dalla distribuzione, ¢ possibile operare come segue.

Definizione 1.2.5. (Rotated Copulas) Le Rotated Copulas sono ottenute da una rotazione
della densita c a 90°, 180° e 270°, in particolare

™ (ur, uz) = (1 — ug, uq)
0180°(u1,u2) =c(l —up,1—ug)
0270°(u1,uQ) = c(ug2,1 —uy)

Osservazione 1.2.3. Sempre ragionando in termini della copula density c, si sottolinea il
concetto di intercambiabilita (exchangeable), che costituisce una simmetria lungo la bisettrice
u1 = ug. Approfondimenti dei concetti e test di Symmetry e Exchangeability nel framework

delle copule possono essere trovati in [54] e [57].
u

Qualora invece si abbia indipendenza tra le variabili, prendendo in esempio il caso bivariato, ¢
noto che date due variabili aleatorie X7 e Xo con funzione di ripartizione congiunta F' e marginali
G1 e G9 vale la seguente

F12($1,$2) = G1($1)G2($2) (1.22)

Analogamente, nel framework delle copule la Copula IT nota anche come Independence Copula si
ottiene ricordando che le marginali sono distribuzioni uniformi




1.2. Dipendenza

Definizione 1.2.6. (Independence Copula, caso bivariato)
Data una copula C' con marginali Uy e Us, nel caso di indipendenza tra le variabili si ha

H(ul, ’u,z) = Ui - ug ,(ul,ug) S [0, 1]2 (1.23)

O

Rappresentazioni grafiche della copula indipendenza e delle rotazioni sono fornite nella Sezione
1.2.4, in particolare nell’Figura 1.5 e nell’Figura 1.6.

Osservazione 1.2.4. Si conclude il capitolo delle dipendenze particolari osservando che
nella letteratura, tipicamente, la teoria delle copule affronta una dipendenza tra variabili di
tipo monotono. Seppure il tema sia emerso da diversi anni, ad esempio [106], il framework
non ha trovato in questa direzione uno sviluppo rapido come avvenuto per altri aspetti.
Recentemente, in [18] & stato studiato 'utilizzo di copule parametriche nel caso di dipendenza
non monotona tra variabili, utilizzando specifiche trasformazioni che permettano di conservare

la distribuzione uniforme alle marginali.
]

1.2.4 Ispezione grafica della dipendenza

Per osservare il legame tra due variabili, non € necessario utilizzare degli indicatori statistici
che forniscono un valore quantitativo. Altre volte, per necessita rappresentativa o per avere
un’idea generale della forma che assume la struttura di dipendenza tra due variabili nella sua
interezza, puo risultare piu utile svolgere una ispezione grafica. A tal proposito, le scale secondo
le quali possono essere osservati i dati nel framework sono principalmente tre:

1. Scala Originale: scala dei valori del vettore originale delle variabili aleatorie (X1, X2)

2. Scala Copula: scala dei valori del vettore dopo la trasformazione PIT (U;, Us), con i valori
nell'intervallo [0,1]

3. Scala Probit: scala dei valori del vettore dopo la trasformazione ottenuta applicando
I'inversa della f.ne di ripartizione di una normale strandard ®~! sui valori in [0,1], il vettore
e (Z1,%3)

A partire dalla Scala Probit, un elemento grafico che consente di analizzare la struttura di
dipendenza e il Contour Plot: un grafico bidimensionale che nel caso di una funzione di due
variabili descrive una sezione di uno spazio tridimensionale con diverse isocline lungo le quali
la funzione ha valore costante. Nella fattispecie consente di osservare i valori lungo i quali la
densita della copula & costante.

Esempio 1.2.1. Prendendo ad esempio una copula BBS8, i dati sulle tre differenti scale si
presentano come indicato nella Figura 1.3

I dati non sono disposti in modo casuale e seguono uno specifico pattern. Analizzando
piu approfonditamente 1'ultimo scatterplot con i dati normalizzati e accostandolo poi ai
contour plot della copula stimata e della copula non parametrica kernel si ottiene quanto
presentato nell’Figura 1.4

Nel caso di una coppia di variabili aleatorie indipendenti, come descritto nella Definizione
1.2.6, simulando un campione di n = 500 osservazioni si ottiene

10
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1.3. Ordinamento

Si osserva percio nel caso di indipendenza che il contour plot sui dati normalizzati ha
forme circolari concentriche, a conferma del fatto che non vi ¢ una dipendenza tra le variabili.

Considerando poi una copula di Clayton (Figura 1.6), ¢ possibile vedere cosa accade
applicando delle rotazioni della densita.

Clayton Copula Clayton Copula (90°)

Figura 1.6: Rotated Copulas su una copula di Clayton

L’ispezione grafica puo fornire, ancor prima di effettuare analisi e stime, un’idea generale della
famiglia di copule che meglio potra adattarsi ai dati. Grazie all’ausilio dell’Intelligenza Artificiale
e dei metodi di Machine Learning, inoltre, I'ispezione grafica puo fare molto di pit: in [121] &
presentato un modo per sfruttare le mappe di calore "smoothed density" generate dalle copule
per selezionare la copula bivariata risolvendo un problema di riconoscimento dell’immagine.

1.3 Ordinamento

Nella Definizione 1.2.6 ¢ stata definita una particolare copula che descrive il caso di indipen-
denza tra variabili aleatorie. Nel framework delle copule ¢ possibile definire un ordinamento
delle dipendenze, gli estremi di questo sono i limiti inferiore e superiore di Fréchet-Hoeffding, che
rappresentano i casi di perfetta dipendenza monotona.

Definizione 1.3.1. (Limiti di Fréchet-Hoeffding, caso bivariato)
Per una copula C con valori uy, us € [0, 1], i limiti di Fréchet-Hoeffding M e W sono dati da

M (uy,ug) = min(uy, ug)

W(u1,uz) = max(u; + uz —1,0)

12
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La copula C corrisponde a M quando vi & una dipendenza positiva tra le distribuzio-
ni. Considerando le due variabili aleatorie uniformi U; e Us questa casistica si presenta
unicamente in presenza di dipendenza lineare positiva tra le variabili, ovvero U; = Us.
Analogamente, la copula C corrisponde a W nel caso in cui si abbia U; =1 — Us.

Tutte le copule bivariate con variabili aleatorie continue rientrano in questi confini, percio

W(ul,uz) S C’(ul,u2) S M(ul,’UQ) (124)

O

E’ interessante sottolineare che nel caso bivariato i limiti di Fréchet-Hoeffding sono a loro
volta delle copule, ma che questa proprieta si perde parzialmente nell’estendere tali limiti al caso
d-dimensionale, dove

we = max(uy + ug + ... + ug — d,0)

M= min(u, ..., uq)

In particolare passando ad un qualsiasi caso a pitt dimensioni, M continua ad essere una copula
mentre W pur costituendo una funzione limite per delle copule non rispetta piti le condizioni
per essere tale.

L’esistenza di questi limiti e il concetto di ordinamento tra le copule permettono di stabilire
che se si ha Cy < Cy (risp. Cy < C4) se Ci(uq,uz) < Cay(uy,u) (risp. Co(uy,uz) < Cy(u1,us))
Yuy, ug € [O, 1].

Osservazione 1.3.1. Cio richiama quanto gia visto in precedenza, in particolare questo
ordinamento & chiamato ordinamento di concordanza ed & importante per la relazione tra

copule e variabili aleatorie gia osservate con le misure di concordanza.
n

1.4 Dipendenze di coda

Dopo aver osservato 1'uso delle copule per descrivere le strutture di dipendenza tra due
variabili, di particolare interesse per la pratica attuariale puo essere lo studio delle dipendenze
di coda, in modo da misurare le dipendenze tra le variabili nei valori racchiusi nelle aree piu
"estreme" dello spazio I?. Per una trattazione esaustiva delle dipendenze di coda si invita alla
lettura del [17], di seguito il tema sara trattato sinteticamente per mostrarne gli aspetti piu
rilevanti al contesto attuariale.

Definizione 1.4.1. (Upper e Lower Tail Dependence)
Siano Xi e X9 due variabili aleatorie con funzioni di ripartizione G1 e Go. Il parametro di
upper tail dependence ¢ calcolato come

Av = lim PX; > Gy ()| X1 > GTH(1)] (1.25)
t—1-

A = lim P[X, < Gy (1)| X1 < GT(1)] (1.26)
t—0+

[m]
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Se tali limiti esistono, € possibile scrivere gli stessi indici in funzione della distribuzione copula

che unisce le variabili X7 e Xy

Ay =2 — lim
t—1—

1— Ot 1)
1-—1t

AL = li
L= 5o

11m
t—1—

O(t,t)
t

1—2t+C(t,1)

-~ (1.27)

(1.28)

Per alcune famiglie di copula questi coefficienti possono essere calcolati analiticamente, mentre
altre famiglie non presentano alcuna dipendenza di coda, né superiore né inferiore.

Una prima ispezione di eventuali dipendenze di coda puo essere effettuata usando le semi-

correlazioni.

Definizione 1.4.2. (Semi-Correlations)
Siano X7 e Xs due variabili aleatorie con funzioni di ripartizione G1 e Ga, ® la funzione di
ripartizione di una normale standard e le quantita ®~1[G1(X1)] e @ HG2(X2)] gli scores di
van der Waerden [123]. La semi-correlazione ¢ definita come

pn = Cor(® G (X1)], @ G2(X2)])

(1.29)

Considerando lo spazio [0, 1] x [0, 1] e suddividendonolo in 4 aree uguali, ¢ possibile definire
le seguenti semi-correlazioni come mostrato in [28]

piT(C) = Cor(® G (X1)], 7 G2(X2)]|G1(X1) > 0.5, Ga(Xa) > 0.5)
pnT(C) = Cor(®HG1(X1)], @ [G2(X2)]|G1(X1) < 0.5, G2(X2) > 0.5)
pi(C) = Cor(@71G1(X1)], 7 G2(X2)]|G1(X1) > 0.5, Ga(X3) < 0.5)
pN (C) = Cor(®71[G1(X1)], @ [Ga(X2)]|G1(X1) < 0.5,Ga(X3) < 0.5)

O

Valori elevati dell’indice di semi-correlazione consentono di individuare dipendenze di coda
nella rispettiva area indicata nell’Figura 1.7.

1.5 Inferenza delle Copule

1.5.1 Stima Parametrica

La stima parametrica dei parametri delle copule, bivariate o multivariate, puo essere effettuata

secondo due differenti approcci

1. One-Step Approach: la stima delle distribuzioni marginali e della copula viene svolta in un

unico momento

. Two-Step Approach: la stima della copula viene effettuata dopo aver stimato le distribu-

zioni marginali delle variabili aleatorie. In questo secondo approccio, pitt comune nella
pratica, viene poi operata una ulteriore distinzione sulla base della scelta effettuata per le

distribuzioni

o IFM (Inference Functions for Margins): se sono usate solo marginali parametriche,
per ulteriori approfondimenti sull’approccio [68]

14
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Figura 1.7: Aree Semi-correlazioni

e Semiparametric: se sono utilizzate anche distribuzioni empiriche

Per quanto riguarda il One-Step Approach ¢ possibile utilizzare la Stima di Massima Verosi-
miglianza. Data una generica copula multivariata, la funzione di loglikelihood & definita come

segue
n

0(x;8,0) = [ [ e(G1(wi,1), Ga2(i2) - - . G (wi;m); B, 6) (1.30)
i=1

con 3 vettore dei parametri delle marginali e 6 vettore dei parametri della copula. Ovviamente
nel caso bivariato la 1.30 si riduce a

n

0(x; 8,0) = [ [ c(G1(wi1), Ga(wiz2); B, 0) (1.31)

=1

Si osservi che nel caso si utilizzino pseudo-copula data, la stima di massima verosimiglianza
diventa ovviamente una stima di pseudo-massima verosimiglianza.

Malgrado sia possibile procedere con un unico step, il vantaggio delle copule ¢ quello di poter
separare la stima della struttura di dipendenza dalla stima delle marginali e percio la strada piu
diffusa e percorsa ¢ quella del Two-Step Approach. Senza entrare nel merito della stima delle
marginali, si distinguono due principali approcci:

1. Inversione del Tau di Kendall
Questo metodo € utilizzabile solo per alcune famiglie di copule uniparametriche e con
struttura pit semplice. In questo caso si ha una relazione diretta tra il parametro della
copula e T, per cui @ = h(1g) e h™1(0) = i

2. Stima di Pseudo-Massima Verosimiglianza
Segue il criterio della (1.30), tuttavia in questo caso i dati si considerano gia presenti
nell’intervallo unitario, essendo gia stata effettuata la PIT. La (1.30) si semplifica in

n

€(u; 9) = H C(U,Z"l, U2« - - Ujms; 9) (1.32)
=1
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1.5. Inferenza delle Copule

che nel caso bivariato diventa

n

0(u;0) = I eui, ui2; 0) (1.33)

i=1

1.5.2 Stima Non Parametrica

Nella pratica attuariale & spesso preferito 1'utilizzo di modelli parametrici. La motivazione di
questa scelta ha spesso carattere normativo e regolamentare. Tuttavia, sebbene la scelta di un
modello parametrico si riveli spesso adatta a descrivere i fenomeni, la mancanza di flessibilita
puo in alcuni casi portare a risultati errati. Per tale ragione viene rapidamente fornita di seguito
una overview di due stimatori non parametrici per la densita delle copule: la copula empirica e
la kernel copula.

1. Empirical Copula
L’Empirical Copula ¢ una funzione che richiama il concetto di distribuzione empirica
multivariata e lo applica nel framework delle copule. Si consideri un generico campione di
osservazioni {(zx, Yk) }— le cui realizzazioni z; e y; sono ordinate in ;) e y(;). L’empirical
copula ¢ definita come

B # Coppie (z,y) tali che x < Ty ey < Y

Ch( (1.34)

i
n’n) n

0, in alternativa, puo essere espressa come funzione della frequenza come

i g i3
N O ED I N (1.35)

p=1g=1

con la frequenza ¢, della Empirical Copula

(1.36)

) = % , e (T(;),Y(j)) € un elemento del campione
0 , altrimenti

In [28] & presentata 'Empirical Copula Approximation nel caso bivariato, descrivendola a

partire dal campione bivariato uniforme {(uy, vg)}7_, come segue

N 1
Cluv) =173

n

Z 1{ui§u,vi§1}} Vu,v € [Oa 1]

i=1

L’Empirical Copula e una buona approssimazione della reale struttura di dipendenza tra i
vettori continui, tuttavia & bene sottolineare che le distribuzioni utilizzate come marginali in
questo tipo di stima sono discrete e approssimano le reali distribuzioni uniformi marginali,
pertanto bisogna prestare attenzione al tipo di analisi che si intende svolgere.

2. Kernel Copula
Un’altra interessante classe di stimatori non parametrici per la densita sono gli stimatori
kernel.
Siano {(u;, v;)}1, delle osservazioni iid della generica variabile aleatoria (U, V'), con copula
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1.5. Inferenza delle Copule

C'. Per stimare ¢ & possibile utilizzare il classico stimatore kernel, Yu,v € [0, 1]

. 1 &
én(u,v) = - Z Ky, (u—u) Ky, (v — ;)
i=1

1 &1 u—w 1 v—u;
=~y K LK
n = bn, ( bn, >bn ( by, ) (1.37)

1 & U — u; v — v
=— > K K
7 LGRS

con b, > 0 parametro di smoothing e K funzione Kernel.

Nell’ambito delle copule, tuttavia, lo stimatore pone una massa di probabilita al di fuori
del quadrato unitario [0,1]? e percio ¢,, non integrando a 1, non & una funzione di densita
su Z2. Per affrontare questo problema in letteratura sono stati proposti diversi approcci,
alcuni dei piu diffusi — trattati anche nel package kdecopula ([90]) di R — sono:

(a) Metodo Mirror-reflection ([55])
Viene ridistribuita in [0,1]? la massa di probabilita esterna al quadrato unitario.

(b) Metodo Beta Kernel (][24])
Vengono utilizzate funzioni Kernel il cui supporto corrisponde a quello della densita
target: nel caso in esame una distribuzione Beta.

(¢) Metodo di trasformazione ([24])
Vengono trasformati i dati da [0, 1]? in R? cosi da applicare la funzione kernel e, tramite
una trasformazione che riporta nel quadrato unitario, si ottiene la stima della densita.
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Capitolo 2

Le principali famiglie di Copule
Bivariate

1 presente capitolo approfondisce le famiglie di copule presenti nei principali package di R. La
I suddivisione qui presentata & la piu classica, distinguendo tra Copule Ellittiche, Archimedee
ed Extreme Value.
Al solo scopo illustrativo, per alcune famiglie di copule e in particolare per quelle utilizzate
nell’applicazione presente nella successiva Sezione 6.5, saranno mostrate esplicitamente in Ap-
pendice A le derivazioni delle h-functions. L’obiettivo e sia mostrare degli esempi di calcolo di
queste funzioni, sia mostrare quanto gli stessi calcoli si possono complicare nel passare da una
copula ad un’altra, che sia essa uniparametrica o biparametrica.

2.1 Copule Ellittiche

Le Copule Ellittiche ([45]) costituiscono una classe di copule per distribuzioni simmetriche
per le quali C'(u1,u2) = C(us2,uq) e trovano la loro origine da distribuzioni ellittiche: le principali
sono la Copula Gaussiana e la Copula t. La principale differenza tra una distribuzione ellittica e
una copula ellittica risiede nel fatto che mentre la prima definisce 'intera distribuzione, composta
di marginali e struttura di dipendenza, la seconda descrive la sola struttura di dipendenza.

Definizione 2.1.1. Distribuzione Ellittica bivariata

Dato un vettore aleatorio bivariato X € R?, una distribuzione ellittica bivariata & una

distribuzione la cui densita presenta curve di livello a forma ellittica o di iperellissi in R2.
O

La densita delle distribuzioni ellittiche ¢ definita come
) =kn - g((x—p)"S ™ (x = p)) (2.1)
dove

e k, ¢ una costante di normalizzazione, necessaria affinché la funzione sopradefinita rispetti i
requisiti per essere una densita ;

e g(+):[0,400) = [0,400) & la funzione generatrice della famiglia ellittica ;

e 4 ¢ il vettore della media in R? ;
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2.1. Copule Ellittiche

e Y ¢ la matrice di scala della distribuzione, ovvero una matrice simmetrica e definita positiva
che controlla la dispersione e descrive la forma dei livelli di densita.

Osservazione 2.1.1. Non sempre la matrice ¥ ¢ una matrice di covarianza, cid accade solo

nel caso semplice di una distribuzione normale multivariata.
m

Le distribuzioni ellittiche godono di alcune importanti proprieta, tra cui

1. Data una generica matrice 3, la distribuzione ellittica non ¢ invariante rispetto ad ogni
tipo di isometria, tuttavia i livelli di densita corrispondono a trasformazioni lineari di sfere,
ovvero ellissi o iperellissi ;

2. Le distribuzioni marginali di distribuzioni ellittiche sono esse stesse ellittiche ;

3. La correlazione lineare descrive la dipendenza tra v.a. aventi distribuzione ellittica.

Osservazione 2.1.2. Una distribuzione ellittica ¢ invariante rispetto a rotazioni se 3 o I,
ovvero se la distribuzione cade nella particolare categoria delle distribuzioni sferiche. In quel

caso si ha che data una matrice di rotazione R, allora RX 4 x. .

Definizione 2.1.2. Copula Ellittica bivariata
Data una distribuzione ellittica, applicando la Probability Integral Transform sulle marginali
e utilizzando il teorema di Sklar, si ottiene la copula ellittica C' che cattura la struttura di

dipendenza tra le variabili. .

Di seguito sono rappresentate le due principali copule ellittiche: la Copula Gaussiana e la
t-Copula.

B1 - Copula Gaussiana

La Copula Gaussiana € una famiglia di copule uniparametrica avente la seguente distribuzione

C(ul,ug;H) :<I>2[<I>_1(u1),<1>_1(uQ);9] ,0 € (—1,1) (2.2)
con
o ®: funzione di ripartizione di una N(0,1)

e ®y: funzione di ripartizione di una distribuzione Normale bivariata con varianza unitaria e

correlazioni 0

La funzione di densita ¢

1 02 (22 + 23) — 202129 1 1
c(uy,ug;0) = 1_92695]){— 21— 67) } yx1 =P (ug),me =P (u2) (2.3)

La copula Gaussiana presenta simmetria di riflessione, i.e. se (U1, Us) ~ C allora

(1-Up,1-Us)~C
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2.1. Copule Ellittiche

8=-0.75 8=-0.25 8=0.25 8=0.75

Figura 2.1: Esempi di Copule Gaussiane

Osservazione 2.1.3. Copula Gaussiana Multivariata
L’estensione al caso multivariato € semplice, infatti considerando la generica funzione di
ripartizione di una gaussiana standard multivariata d-dimensionale ®, si ha

Cug,y ..., ug;X) = Pg[®~ (ul) ,QD_I(ud);E]

con X matrice di correlazione d X d.

t-Copula

Analogamente alla Copula Gaussiana, per la t-Copula la funzione C' ¢ definita a partire dalla
funzione di ripartizione della t-student bivariata

C(ur,uz; p,v) = To(T, (), T, (u2); p, v) (2.4)

dove p denota il parametro di dipendenza definito nell’intervallo (—1,1), v > 0 corrisponde
al numero di gradi di liberta, T, e Ta(- ,- ; p, V) sono rispettivamente la funzione di ripartizione
della distribuzione t-student univariata e bivariata.
Analogamente

) u2 tg Z1 T_I(ZQ) )
C(u,ug; p,v) / / Gt (Tu C )) dz1dzo (2.5)

con t, funzione di densita della t-Student univariata e to(- ,- ; p,v) della t-student bivariata.
In questo caso la funzione di densita copula ¢

to(T,, (21) T, (22); p,v)
t (T (20)) (T (22))

c(ur, ug; p,v) = (2.6)

Osservazione 2.1.4. t-Copula Multivariata

Anche per la t-Copula I'estensione al caso multivariato ¢ agevole. Ipotizzando che il vettore
delle medie sia nullo g = 0, allora le t-student marginali sono legate alla distribuzione
multivariata dalla copula

C(Ul,...,Ud;E,V) Td(T (ul) ’Tl/_l(ud);zvy)
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2.2. Copule Archimedee

p=025 v=3 p=075 v=3 p=025 ,v=10 p=075 v=10

Figura 2.2: Esempi di Copule t

=025 v=3 p=075 v=3 0=0.25 0=0.75
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Figura 2.3: t-Copula sulla sinistra, Gaussian sulla destra - Comparison

Seppure le due famiglie di copule viste appartengano alla classe delle copule ellittiche e siano
entrambe simmetriche, queste presentano importanti differenze:

1. Le code nella copula gaussiana sono piu leggere di quelle presenti nella copula t-student

2. La copula gaussiana non presenta dipendenze di coda, dunque le probabilita che due
eventi assumano congiuntamente valori estremi tende a 0. Al contrario, la copula t-student
presenta una dipendenza di coda ([33]).

3. La copula gaussiana, avendo un solo parametro, risulta essere meno flessibile della copula
t-student che oltre alla correlazione 6 presenta il parametro v che determina il peso delle
code — un v basso implica code pesanti.

2.2 Copule Archimedee

La classe delle Copule Archimedee bivariate & definita dalla seguente semplice formulazione

Cur,uz) = Y (W (ur) + (u2)) (2.7)

con 1 definita funzione generatrice e [~ sua pseudo-inversal, tale per cui

La funzione ¥[=Y corrisponde alla funzione inversa nell’intervallo [0,%4(0)], la sua definizione formale &

1 JYTH®), 0 <t <9(0)
v {Oa $(0) < t < 400
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2.2. Copule Archimedee

¥ :[0,1] — [0, +00)

1) € continua

1) e strettamente decrescente

1) € convessa
. (1) =0

A partire dalla (2.7) la funzione di densita copula per questa classe di copule ha la seguente
formulazione generale

V(O (ur, ug))P' (ur)y (ug)
[/(C(ur, u2))?
Malgrado la semplicita con cui ¢ definita questa classe di copule, le famiglie al suo interno
sono tra le piu diffuse nel framework per una serie di vantaggi :

c(uy,ug) = (2.8)

e modellare le dipendenze di coda e asimmetrie in modo semplice ;

o maggiore flessibilita rispetto alle copule ellittiche.

Le copule in questa classe godono di diverse proprieta:

o C & simmetrica, ovvero C(uy,u2) = C(ug,u1) ,Vuy,us € [0,1] ;

o C ¢ associativa, ovvero C(C(uy,u2),us) = C(u1,C(ug,us)) ,Vui, uz,ug € [0,1] ;
e se ¢ > 0 e una costante, allora anche ¢y & un generatore della copula C.

L’estensione al caso d-dimensionale delle copule archimedee ha la seguente forma

C(u) = ¢ (P(ur) + - + 1(uq))

Si sottolinea che non tutte le famiglie bivariate che sono mostrate nel seguito possono essere
descritte agevolmente nel caso multivariato.

Clayton Copula Frank Copula Gumbel Copula Joe Copula

Figura 2.4: Copule Archimedee Uniparametriche

B3 - Copula Frank (1979)
. () = —In(==7)
e« R \ {0}
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2.2. Copule Archimedee

C(u1,ug;0) = —01ln(1 i G e‘(i"l_)(el_e—) 6_0u2)> (2.9)

con funzione di densita

(1 — e~ 0)e0mtus)
[(T—e?) = (1= e om)(1—e 0
Questa copula viene tipicamente utilizzata per descrivere dipendenze simmetriche prive di

dipendenza sulle code, al crescere di |6 cresce la dipendenza tra le variabili. Essa presenta inoltre
simmetria di riflessione.

c(uy,ug;0) =

(2.10)

Osservazione 2.2.1. Per § — 07 si ottiene la copula indipendenza.

| |
B4 - Copula Clayton (Kimeldorf e Sampson, 1975)
o P(t)=5(t" 1)
e >0
C(u1,uz;0) = (ufg—i—u;e—l)_% (2.11)
con funzione di densita
c(ui,ug;0) = (1+0) [uluQ]*afl(ul_e + u;g — 1)727% (2.12)

Questa copula presenta una dipendenza nella coda inferiore, ovvero nell’area che descrive
I’evento che entrambe le variabili assumano valori "piccoli’ insieme, al crescere di € questa
dipendenza aumenta fino a § — oo, dove si ottiene la perfetta dipendenza, invece per 6 — 0 si
ottiene indipendenza.

Tra le famiglie uniparametriche, si considera questa copula come esempio per mostrare una
h-function e come essa viene ricavata:

0
hp(uluz) = Cu, (u1) = 672(](“1’"2; 0) = (2.13)
—(6+1) 1_1 ‘

— iy O 4y — 1)
Dimostrazione 2.2.1.
0
hajo(u1|uz) = %C(UhW)
- -0 —-1_ —0—
= _5[“1 +tuy? = 1] [~0uy
Da cui segue la Eq. (2.13)
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2.2. Copule Archimedee

A partire dalla h-function € possibile ottenere agevolmente la copula density precedentemente
definita

d2
- du1 dUQ

c(uy,ug; @) C(u1,ug;0)

=1+ %)e(uluQ)—(e—i-l)[ul—G + u2—0 _ 1]—%—2 (2.14)

= (04 1) (uqug) D [ur? +uy? — 1@+

B5 - Copula Joe (1993)
o P(t)=—In(1—[1 -1’
e 0>1

Clur,uz;0) =1 — [(1—u1)® + (1 — u2)® — (1 —u1)?(1 — up)?]? (2.15)

Ponendo w7 =1 —uq e ug = 1 — uo, la funzione di densita e

c(ur,u2;0) = (1% + w? — %% " !0 — 1+ wf + w’ — uw’) (2.16)

Questa copula asimmetrica permette di modellare la dipendenza nella coda positiva, ovvero
nell’area che descrive ’evento che entrambe le variabili assumano valori positivi estremi insieme,
per 6 = 1 si ottiene ha indipendenza tra le variabili.

B6 - Copula Gumbel (1960)
o Y(t) = [-In(t)]’
e 02>1

C(ur,u230) = exp{~[(~In(w)) + (~In(u2))]7} (2.17)

Ponendo 4 = —In(uy) e iz = —In(ug), la funzione di densita ¢

L ()

W[(me +10%)7 + 60— 1] (2.18)
1 2

c(uy,ug;0) = Cluy, ug; 0)(ujug)™

Questa copula ¢ asimmetrica e, come la Joe, permette di catturare la dipendenza nella coda
superiore. Quando il parametro 6 ¢ uguale a 1 si ha indipendenza, quando tende a oo si ha
perfetta dipendenza. Seppure appartenga alla classe di copule Archimedee, la Gumbel Copula
appartiene anche alla classe delle Extreme Value Copulas che sara spiegata nella successiva
Sezione 2.3

BB1
o Y(t)= (" -1)

e 1 >0efy>1
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2.2. Copule Archimedee

1
01

Cluuzib,02) = {1+ (7™ = 1" + (5" — 1)")% | (2.19)

Si osserva che da questa famiglia di Copule & possibile ottenere sia la Clayton Copula, ponendo
A2 = 1, che la Gumbel Copula, per 6; — 0.
Inoltre, questa copula consente di modellare entrambe le dipendenze di coda, in particolare il
1

parametro di dipendenza per la coda inferiore ¢ 2 %1%, mentre quello per la coda superiore &
1
2— 202,
BB6
o P(t) = [~In(l — (1 —)"))%

. 912169221

Clur,ug; 01,02) = 1 — (1 — exp{—[(—log(1 — @1"))® + (—log(1 — w")*=]= V)7 (2.20)

Si osserva che da questa famiglia di Copule & possibile ottenere sia la Joe Copula, ponendo
02 = 1, che la Gumbel Copula, per 6; = 1.

1
Inoltre, questa copula presenta dipendenza di coda superiore con parametro 2 — 2919,

BB7
< ¥(t)

. 6121692>O

1- (1%

. 1 o 7 01\—62 _ 01\ —02 ’eiei
C(u1,u2,91,02) =1 (1 [(1 (3 ) —I—(l Ug ) 1} 2) 1 (2.21)

Si osserva che da questa famiglia di Copule e possibile ottenere sia la Clayton Copula, ponendo
01 = 1, che la Joe Copula, per 65 — 0.
Inoltre, questa copula consente di modellare entrambe le dipendenze di coda, in particolare il
1

parametro di dipendenza per la coda inferiore & 2 %2, mentre quello per la coda superiore &
1
2 — 2061,

BB1 Copula BBE Copula BB7 Copula

Figura 2.5: Copule Archimedee Biparametriche
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2.3. Extreme Value Copulas

2.3 Extreme Value Copulas

Talvolta puo essere interessante analizzare la struttura di dipendenza tra eventi estremi, & in
questi casi che interviene la Extreme-Value (EV) Theory.
Si consideri una copula C' che determina la struttura di dipendenza in una funzione di ripartizione
congiunta F' tra due vettori di variabili aleatorie X; e Xo con n osservazioni e aventi marginali
Fy e F>, una Extreme Value Copula descrive il comportamento congiunto dei valori estremi.
Siano M; = maz;(X;;), j=1,2 e i =1,...,n, la copula C associata a questi valori massimi
(M, M3) ¢ Cy o
Cur(ur, ug) = [Cluf,ug )" (2.22)
A partire dalla (2.22) ¢ possibile definire una EVCopula come il limite di Cjs, ovvero come
la copula CE'VC

nlLHSO CM(ul,UQ) = CEvc(ul,UQ), V(ULUQ) € I? (2.23)

Osservazione 2.3.1. Il concetto di EVCopula ¢ legato a quello di Max Stable Copula. In
generale, una copula ¢ definita Max Stable quando ¢ invariante rispetto alla distribuzione
dei massimi scalati, ovvero se

1 1

Cluy,uz2) = [C(uf,ud )™, m € N, V(ug,up) € I?

Si osserva che una copula ¢ considerata EVC se e solo se appartiene alla classe delle Max

Stable Copulas. .

Cosl come per le copule Archimedee la (2.7) definisce l'intera classe mediante una forma
generica, che diventava specifica per merito di una funzione generatrice, analogamente le EVC
presentano una forma generica che accoglie al suo interno una particolare funzione A: la Pickands
Dependence Function.

Una copula ¢ una EVC se puo essere scritta nella forma

C(u,uz) = exp{ln(uluQ) A(ln(w))} (2.24)

In(ujusg)
con
o« A:l— [%, 1]
e A funzione convessa
e mar{l —t,t} <A(t)<1 ,Vtel

La funzione di Pickands consente di controllare la dipendenza sulla coda, quando raggiunge i
valori estremi si ha indipendenza (A(t) = 1) o comonotonia (A(t) = max(1 — t,t)).
Alcuni esempi di EVC sono presentati in Figura 2.6. Per ulteriori approfondimenti sulle Extreme-
Value Copulas si rimanda a [42].
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2.3. Extreme Value Copulas

Tawn1 Copula Tawn2 Copula BB& Copula

Figura 2.6: Esempi di EVC

Copula Tawn
o A(t) = (1—68)(1—t) + (1 —62)t + [(51(1 — £))? + (652))
e 01,09 € [0,1] ef>1

C(u1,u2;0,61,02) = (1 — 51)% —(1—5y) (1 _ m)

(5 (- o))+ (o) |
con 01,02 € [0,1] e 6 € [1,400).

La Copula Tawn assume poi due differenti forme sulla base dei parametri d1 e d2, i quali
possono essere interpretati come parametri di asimmetria: fissando uno dei due uguale ad 1 questi
consentono di definire le due forme di Copula Tawn biparametriche (Tawn type 1 e Tawn type
2), che si differenziano per la direzione dell’asimmetria — §; = 1 per una asimmetria a sinistra e
09 = 1 per una asimmetria a destra.

Nella fattispecie della Tawn Type 1, ponendo ¢, = log(us) e £, = log(ujuz) , la Copula
density e fornita dalla seguente

(2.25)
_|_

la 1 _
ot 06, 1. 63) = 1{“’— DO0ttalasiy ~ ) ey W0tal5i0— )"
1, w2,V, 01,02 _9 U1€g 1 Eb u2u1€2
_ _ ) 8204 7 [ 02447102
061 (61(1 — &))" 20050, [ %) (O Dogla[5 — Bl
uzulﬂg uzulﬂg ulﬁg
052[%]6_1 Ly 10 094y 0 1 1.1
b Usa- 2 a (- -1
e =g e e G

ga 1 ga 0—1 52 52£a 52€a 0—1 }
05, [—% — —[61(1 — = 0 -
{ 1[U2£§ U2€b][ 1( gb)] + [szb u2€12)][ gb }

{ealea[éla - %zfa[‘*%f“]“} {in- by, [m]e}é—?
ulﬁg ulﬁg ! / éb
21— )y 1—-01  2(1—38)lg 1—6,
LI R 2 6o 2
2U1Ly U2U1 Ly U2U1 Ly U2U1 Ly

(2.26)
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2.3. Extreme Value Copulas

B7 - Galambos (1975)

=

« A)=1-[t"9+1-t)7%"
« 0>0

C(uy, u9;0) = ugug - exp{ (i~ + iy %) "7

con funzione di densita

C(uq, ug; 0 g - ev1-1, . g o
c(u, us; 0) = (1;11522 )[1—(U1 0 4 1y 0) 1 ;(ul -1 4 45,0 1)_|_
(170 4 ) 2] (adadn) L 4 0+ (0 + a0 ]

Questa copula presenta un dipendenza nella coda superiore.
B8 - Copula Hiisler e Reiss (1989)
o A(t) = (1 —t)®(21-¢) + t®(2), con 2z, = [§ + gln(ﬁ)]

e 0>0

1 I 1
C(uy,uz; 0) = exp{—u1 @O + 59 log[%]) —ip®(07 + 59 log[
2

D)y

u1

Ponendo z = uTl

M

1
c(ur, uz; 0) = (urug) " Cur, uz; 0)[@(" + 57 log(z)~")®(0~"+

- %9 log(z)) + %9@—%(9—1 - %Glog(z))]

dove ¢ identifica la funzione di densita di una Normale Std.
Questa copula presenta dipendenza nella coda superiore.

Copula BB8 (Extended Joe)
o A(t) =1 {[01(1 = )]0 + [621] 0}

. 01216926[0,1]

C(ul,UQ; 91,92) = 92_1[1 — {1 — [1 — (1 — 92)91]71
= (1= 3u1)?][1 — (1 — Bpuz) ]} 1]

1—(1—02u1)1][1—(1—bfaus2)f1
1—%—“ 2o =t

02

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

Si osserva che da questa famiglia di Copule ¢ possibile ottenere sia la Frank Copula, con

01 — +oo, che la Joe Copula, per 05 = 1.

Questa famiglia di copule non presenta dipendenza di coda ad eccezione del caso in cui 5 = 1.
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2.3. Extreme Value Copulas

La sua copula density, ottenuta derivando la funzione copula rispetto a u; e ug, €

1
_ 91—1 1_0 01—1 1_ 1_9 91 1_ 1_0 91 ﬂ*l
(g, 1z; Br, 0s) — 0201 (1 — Ogug)?r=1( 9U1) [1 = b)) [1 — ( ) ]1

1-— (1 — 92)91 1— (1 — 92)61
1

TE-a-ap” <011 B 1) 01(1 — Bpuz)" T 1 — (1~ Bpuz) (1 — Bpur) ™

1

[1— (1 = 6oug)™][1 — (1 — 92U1)91]1 n
1-— (1 — 92)91

1= (1= Oour)™] - [1 -
(2.32)
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Capitolo 3

Copule e Variabili Discrete

ome anticipato, nel Capitolo 1 il framework delle copule ¢ stato analizzato nella formulazione
C piu semplice e classica: in presenza di variabili aleatorie continue.

Nella pratica attuariale, tuttavia, capita spesso di trovarsi a gestire dati discreti, come puo essere
ad esempio la classe nel sistema bonus-malus delle polizze RCAuto. Quando si introducono nel
modello questo tipo di variabili possono sorgere delle complicazioni.

Di seguito sono presentati alcuni dei punti di maggiore interesse, i testi principali cui si fa
riferimento sono [53] e [50], quando si parlera di una generica misura di concordanza si fara
riferimento a quanto presentato in [105].

3.1 Elementi Introduttivi

Come anticipato nel Capitolo 1, nel considerare variabili aleatorie discrete all’interno del

Teorema di Sklar Teorema 1.4, viene persa 'unicita della copula che garantisce I'uguaglianza e
cio comporta un problema di identificabilita della struttura di dipendenza sottostante, generando
un insieme di copule compatibili con la distribuzione congiunta.
In altri termini, date due variabili aleatorie discrete X e Y, il teorema di Sklar permette di dire
che la funzione ¢ definita sul solo insieme Ran Gx x Ran Gy, che corrisponde ad un sottoinsieme
di [0,1]%: per tale motivo, non & possibile parlare di copula come da Definizione 1.1.1, ma piil
correttamente si dovrebbe parlare di Subcopula.

Definizione 3.1.1. (Subcopula Bivariata)
Una Subcopula Bivariata C’ & una funzione con dominio Dom(C’) = S x So, dove S e
Sy sono sottoinsiemi dell’intervallo unitario [0, 1], contenenti i punti 0 e 1. Essa gode delle
seguenti proprieta

o C'(u,0)=C"(0,v) =0  V(u,v) €51 xS

o C'u,1l)=uelC'(l,v)=v V(u,v) € S1 x S

o ('(ug,v2) — C'(ug,v1) — C'(u1,v2) + C'(u1,v1) >0

conup <ug ewvy <wvgeup,us €51 evy,ve €S9
O

In altri termini, una subcopula ¢ una funzione che soddisfa le principali proprieta della copula,
tuttavia non & definita sull'intero intervallo [0, 1] ma su un suo sottoinsieme.
Malgrado questo problema ¢ possibile estendere una subcopula in una copula preservando le
proprieta di questa e utilizzare cosi un modello basato sulle copule per descrivere il fenomeno,
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3.1. Elementi Introduttivi

tuttavia € importante sottolineare le principali differenze rispetto al caso continuo.
Si consideri I'inversa continua a sinistra di una funzione di ripartizione (1.8). Si introduce la
seguente notazione per definire i limiti unilaterali

G () = lim G (s)

G(z-) =lmG(s)
stx
La definizione di tali limiti & necessaria per descrivere il comportamento delle funzioni nei punti
di discontinuita.

Sia (X1, X2) una coppia di variabili aleatorie con distribuzione congiunta F'(x1,x2) e marginali
G1 e G5. Si considerino i seguenti elementi:

1. A ¢ I'insieme delle funzioni A:[0,1]*> — [0, 1] che permettono di ottenere la distribuzione
congiunta a partire dalle marginali. Date z1,z9 € R

F(x1,29) = A(G1(x1), Ga(22)) (3.1)

2. Bj @ la funzione [0, 1]? — [0, 1] che si ottiene invertendo le marginali. Date uy,us € [0, 1]

By (u1,u2) = F(Gy (w1), G5 (ug)) (3.2)

3. By ¢ la funzione [0, 1]2 — [0, 1] che utilizza le inverse generalizzate sinistre delle marginali.
Date uy, us € [0, 1]
Bs(u,uz) = F(Gy ! (u1), Gy (uae-)) (3-3)

4. D ¢ la funzione di ripartizione di (G1(X1), G2(X2)).
5. E ¢éla funzione di ripartizione associata alle inverse generalizzate destre (G1(X1-), G2(Xa-))

Nel caso continuo, gli insiemi di funzioni descritti coincidono e I'insieme A contiene 'unica
copula A associata alla funzione, cosi come definito nel teorema di Sklar.
Quando si passa al caso discreto, le distribuzioni marginali presentano dei salti e cio crea discon-
tinuita nelle loro inverse. Cio si traduce nella mancata uguaglianza dei 5 elementi sopra descritti:
in particolare, B1 non € una funzione di ripartizione, By = E sono funzioni di ripartizione ma
non copule e non appartengono ad A e D pur appartenendo ad A ed essendo una funzione di
ripartizione non & una copula.
Questo, implica D’esistenza del sottoinsieme Cr C A di copule che descrivera in modo pitt 0 meno
simile la struttura di dipendenza della funzione di ripartizione congiunta F'.

La scelta dei cinque elementi sopradefiniti, presentata anche in [53], permette di effettuare un
confronto chiaro mostrando sia quali proprieta si perdono nel passaggio al caso discreto sia come
I’'uso di funzioni diverse puo portare a risultati diversi rispetto alla casistica di variabili continue.

Osservazione 3.1.1. E’ importante sottolineare che minore ¢ il numero delle possibili
realizzazioni delle variabili aleatorie, maggiore sara il problema nella non identificabilita

della copula sottostante. .
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3.1. Elementi Introduttivi

3.1.1 Marginali Bernoulliane

Si riporta e analizza di seguito un esempio classico della teoria delle copule nel caso discreto,

il caso di distribuzioni marginali bernoulliane, che sara utile per

copule categoriche nel Capitolo 7.
Siano X7 ~ Bern(m1) e Xo ~ Bern(my), con 71,72 € (0, 1), ovvero

™ = [Xl = 1]

Ty = P[Xy = 1]

1—7T1 :P[Xl :0]

1 —m =P[X3=0]

non essendoci valori oltre a questi, si ha che

Gl(O) = P[Xl S 0] =1 — 1
G2(0) =P[X2<0]=1—m9

Gi(1)=P[X;<1]=1

G2(1)=P[Xy<1]=1

introdurre la gestione delle

Ipotizziamo ora di voler costruire la distribuzione bernoulliana congiunta Fijo = P[X; <

x1, X2 < z9] applicando il teorema di Sklar.

(3.4)

Si ottiene
F15(0,0) = C(G1(0),G2(0)) = C(1 — 1,1 — m9)
Fi2(0,1) = C(G1(0),G2(1)) =1 —m
F12(1,0) = C(Gl(l), GQ(O)) =1- )
Fi2(1,1) = C(G1(1),G2(1)) =1

Percio, nel caso di distribuzioni Bernoulliane il solo punto informativo per la dipendenza ha
coordinate (1 —my,1 — m2), essendo gli altri gia fissati dalle marginali. In altri termini, la Copula

sara definita solo su S; x Sy con S} = {0,1 — 7,1} e Sy = {0,1 —

esistenti rendono inutile I'informazione.

72, 1} ma sui bordi i vincoli

Al 1) *(1.1) Al . 4 *
| CON)=0  C(1-my, 1)=1-my c(1,1)=1
%( — . -
- C(1-ny,. 1-mny,) C(1 1-my)=1-my,
<
2 &
L
.
(0. mx,) =0
o - (0,0) + (1,0) o . . .
€(0.0)=0 C(ny. 0)=0 C(1,0=0
I 1 r T 1
0 1 0 1-mx 1
Uy =Gy(x)

X4

Figura 3.1: (Sx) Supporto di una Bernoulliana Bivariata; (Dx) Valori della copula sul supporto discreto
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3.2. Dipendenza

Osservazione 3.1.2. Nel caso di indipendenza tra le due variabili, si ha

C(l—m,1—m) =1(u,uz) = (1 —7m1)(1 — 7o) (3.5)

Ipotizzando ci sia una dipendenza tra le due variabili X; e X5, qualsiasi misura basata
sulla Copula non ¢ interpretabile considerando i pochi punti e la possibilita di avere diverse
copule adatte. In [50] viene argomentato come non sia chiaro il motivo per cui occorra stimare
I'intera struttura di dipendenza con una copula C' se un solo valore contiene tutta I'informazione,
mostrando come 1'odds ratio proposto in [37], ovvero

_ F12(0,0)Fi2(1,1)  P[X; =0,Xp =0]P[X; =1, X5 = 1]
© Fip(0,1)F12(1,0)  P[X;=0,X, =1]P[X; =1, X3 = 0]

(3.6)

o una sua trasformazione monotona, ¢ un parametro di dipendenza in accordo con il teorema
di Sklar e la sottocopula che viene identificata. Vi € infatti una corrispondenza tra w e il valore
di C(1 — 71,1 — mg). Per ulteriori approfondimenti si pud vedere [119].

3.2 Dipendenza

Nel definire la struttura di dipendenza tramite le misure di concordanza 7x e pg, € stato
osservato ([53]) che questi hanno una dipendenza rispetto alle distribuzioni marginali. Inoltre,
un altro importante risultato per i due indicatori ¢ il seguente

Corollario 3.2.1. Si consideri il set H di funzioni di ripartizione bivariate con supporto in N2,
data una generica misura di dipendenza x per cui vale la seguente implicazione

CelCpr = k(F)=rx(C) VFeH

allora k € una misura scalare. Essa, infatti, assegna lo stesso valore alle copule presenti nell’insieme
CF per ogni F' € H. Di conseguenza, k non permette di discriminare tra distribuzioni bivariate
diverse che condividono la stessa struttura di dipendenza.

La dipendenza di 7x e pg dalle distribuzioni marginali puo essere vista come una conseguenza
di due elementi:

o se (X1, Y1) e (Xg,Ys) fossero due osservazioni indipendenti da F', esisterebbe una probabilita
non nulla che X7 = X5 e/o Y] = Yy;

« le definizioni probabilistiche di 7x e pg non tengono conto di questa possibilita.

Inoltre, in questo caso le definizioni probabilistiche fornite nelle (1.16) e (1.17) non trovano
un’unica formulazione in termini della copula C' non essendo questa unica. Per ciascuna possibile
scelta di C' € CF si otterrano risultati diversi degli indicatori 7(C') e p(C), come si vedra nella
successiva Sezione 3.3, € possibile tuttavia determinare un range di valori nei quali tali indicatori
si muovono.

Per poter gestire il caso di X7 = X3 e/o Y7 = Ya, considerando questi "pareggi" nelle
osservazioni, sono state proposte le versioni riscalate indicate di seguito.
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3.3. Ordinamento

Definizione 3.2.1. tau-b di Kendall

XY
X,V = ) (3.7
VPIX1 # Xo|P[Y1 # Y2
O
Definizione 3.2.2. Coefficiente del grado di correlazione di Spearman
XY
(X, v) = — PSEY) (3.8)
124/Var[X|Var[Y]
con X = M eV = % ]

Tuttavia, quando si hanno variabili aleatorie discrete, una dipendenza perfetta non solo non
implica |7k | = |ps| = 1, ma non implica nemmeno |7,| = |pg2| = 1.

3.3 Ordinamento

La dimensione della classe C'r che soddisfa I’equazione (1.4), seguendo un ordinamento da
un estremo inferiore ad uno superiore, diventa in quento contesto una informazione di grande
importanza e per calcolarla e possibile procedere in due step:

1. In un primo momento identificare quelli che sono gli elementi piu piccolo e piu grande
dell’insieme, rispettivamente C, e C}r;

2. successivamente, calcolare per entrambe le copule individuate il valore di una misura di
dipendenza, come Tx 0 pg.

Per il primo passo, considerando quanto presentato [53] nel caso in cui si ha la funzione
multivariata F' e una copula C' definita su tutti i punti della griglia (Gx (i), Gy (j)) con i,7 € N,
gli estremi superiore e inferiore dell’insieme C'F sono:

+00 +00
Cj_’*t( szax{o mm{u— an++2fxm
= Oy 0
- (3.9)
- (Z f+,m + Z fn,y)afx,y}}
m=0 n=0
+o00 +00
szax{o fzy+m2n{u— an++ Z fmm fzy}
v v (3.10)
+min{v — ( Zf+m+ S fu) fea)

n=x+1

con

o F(x,y) funzione di ripartizione: F(x,y) = P[X < z,Y < y)]
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3.3. Ordinamento

o fu,y funzione di massa di probabilita: f,, =P[X =2z,Y =]

e fz+ € fi, probabilita marginali:

fz,—&-(x) = ?ji:;fx,y = P[X = 2] f—i—,y(y) = :Z:O:me,y = P[Y =y

Questo risultato, come indicato dagli stessi autori in [53], ¢ analogo a quello fornito da Carley
in [22]'. Cf e C} costituiscono rispettivamente 'estremo superiore e inferiore dell’insieme delle
copule Cf, ovvero delimitano I'insieme delle copule che, date le marginali, permettono di ottenere
la distribuzione congiunta F'.

Pertanto, viene definito un ordinamento tale per cui, per ogni (u,v)

Cr(u,v) < Clu,v) < Cf(u,v) \VC e Cp (3.11)

Come conseguenza di questo ordinamento all’interno di C, sara possibile definire anche un
range di possibili valori per 7x e pg. Infatti, data una generica misura di concordanza k

R(CF) < K(C) < K(CF) (3.12)
Nel dettaglio, i limiti per il Tau di Kendall sono forniti da

400 +00 i—1 j—1

Tk(Cp) = =144 > 3> fijfu (3.13)

i=0 j=0 k=0 [=0

+oo 400 i—1 +oo

TR(CE)=1-4> >3 >" fiifu (3.14)

i=0 j=0 k=0 l=j+1

mentre quelli del Rho di Spearman

ps(Cp) =—1- 6?::?::%{(% Jr+ é; fkj> + fij — [1 - <1§fk+ +l§1fu>”
i—1 +o0
.{2[1— <1§::ofk++z§r1fﬂ>] _fij} .
.15
N +00 +00 Jj—1 i—1 i—1 Jj—1 i—1 Jj—1
ps(Cr) = 1+6;§fij[<§ f+l+kz:%)fkj> - (éfm%—gfuﬂ [2<]§)fk++;fil> z;flz;])

Oltre al problema della non unicita della copula sottostante, passando al caso discreto sorgono
ulteriori complicazioni. Le relazioni osservate in precedenza per la copula Indipendenza (1.2.6) e
i limiti di Fréchet-Hoeffding (1.24), infatti, non hanno le stesse implicazioni del caso continuo, in
particolare

o II
Caso Continuo: C' =11 <= le variabili sono indipendenti
Caso Discreto: C' = Il = le variabili sono indipendenti

LGli estremi superiore C}. e inferiore C'; sono spesso definiti in letteratura come gli estremi di Carley.
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3.4. 11 Jittering

« W
Caso Continuo: C =W <= perfetta dipendenza monotona negativa
Caso Discreto: C'= W <= perfetta dipendenza monotona negativa

« M
Caso Continuo: C = M <= perfetta dipendenza monotona positiva
Caso Discreto: C = M < perfetta dipendenza monotona positiva

Osservazione 3.3.1. Sebbene si perda il legame tra perfetta dipendenza monotona, i valori
di W e M continuino a rappresentare i migliori limiti puntuali sulla distribuzione congiunta

anche nel caso discreto.
n

3.4 1l Jittering

L’utilizzo di copule in presenza di variabili aleatorie discrete pud comportare, due principali
problemi

1. Perdita di proprieta e caratteristiche delle copule;
2. non unicita della funzione copula nel teorema di Sklar e definizione di un insieme Cr.

A queste si aggiunge la difficolta della definizione del modello in elevate dimensioni.
In aggiunta alle sopracitate difficolta, alcuni autori si sono chiesti il perché dell’uso della PIT
per la trasformazione delle variabili aleatorie discrete, tra questi in [85] & indicato "There is
no particular mathematical or practical reason for transforming the marginals to the uniform
distribution on (0, 1)", altri autori invece riconoscono nella convenienza la ragione principale di
tale passaggio. In generale, il dubbio riguarda l'effettiva utilita del passaggio all’intervallo [0,1],
dal momento che, nel caso discreto, tale trasformazione non produce variabili uniformemente
distribuite in quell’intervallo.

Tra i vari approcci proposti in letteratura, il piu utilizzato — anche nei package in R —
e il jittering, che consiste in una randomizzazione delle variabili discrete attraverso ’aggiunta
di un rumore casuale di ampiezza limitata. In questo modo, e possibile ottenere una variabile
aleatoria continua, rendendo i dati utilizzabili in metodologie che richiedono marginali conti-
nue. L’utilizzo di questo metodo applicato alle copule nel discreto € presente in letteratura
sia in contesti non assicurativi, come [82] e in [97] — dove sono presentate tre strategie di
jittering e, tramite uno studio di simulazione, sono approfonditi gli effetti della randomizzazione
delle osservazioni —, sia in contesti assicurativi, come [112] — dove le copule sono utilizza-
te per modellare il numero di sinistri assicurativi per un singolo assicurato su un DB longitudinale.

A nostra conoscenza, tra le prime ricerche a suggerire 'utilizzo del jittering in questi contesti
¢ stato [34], nel quale sono approfondite le misure di dipendenza basate sulla concordanza ed ¢
dimostrato come tali misure sono preservate in presenza di jittering dei dati discreti.

Seguendo la notazione presente in [112], sia data una variabile discreta N = (Ny, ..., Ny), con
funzione copula C, marginali F; e probability mass function f;. Considerata una variabile
uniforme con realizzazioni indipendenti U ~Unif(0,1) si calcola la seguente trasformazione del
conteggio discreto

N =N, -U; (3.17)
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Y ~ Binomiale
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3.4. 11 Jittering
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Figura 3.2: (Sx) Dati originali; (Dx) Dati con jittering

Tramite interpolazione lineare, viene definita la funzione di ripartizione F}* continua come
interpolazione della CDF discreta F; su ciascuno degli intervalli [k, k+1), dove k = [n] corrisponde
alla parte intera del numero reale, i.e. il floor (Figura 3.2).

Per n € [k, k + 1) si ha dunque

E'(n)=Fi(k)+(n—k) fi(k+1) (3.18)
e la pmf & definita come

fin) = filk+1)=P[N; =k +1] (3.19)

In questo modulo sara possibile applicare il teorema di Sklar sulle distribuzioni ottenute,
come segue

F*(ni,...,ny) = C(F{(n]),...,F;(n})) (3.20)
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Capitolo 4

Pair Copula Construction

a Pair Copula Construction (PCC, [2]) & un approccio alla gestione e stima delle copule

multivariate relativamente recente. Anche in questo caso, la ricerca ¢ iniziata lavorando nel
caso continuo, per poi svilupparsi nel discreto.
Malgrado questo approccio sia piu recente rispetto al lavorare con copule multivariate, & possibile
trovare molteplici lavori nel campo attuariale. In [41], per la prima volta, ¢ stata performata
un’analisi multivariata dei sinistri in ambito Health Insurance, usando la PCC e includendo i
contratti per i quali non sono stati registrati sinistri. In [113], ispirandosi all’Experience Rating
del settore assicurativo, una D-Vine viene utilizzata per modellare il costo dei sinistri su un
dataset longitudinale, osservando cosi la dipendenza temporale tra le osservazioni.

4.1 Elementi Introduttivi

La PCC nasce con l'idea di semplificare ulteriormente una funzione multivariata, scom-
ponendola non piu solo in marginali univariate e struttura di dipendenza, ma di intervenire
ulteriormente scomponendo la copula multivariata in una funzione di tante copule bivariate.
Ragionando al contrario, la PCC consente di costruire distribuzioni multivariate ad hoc definendo
la struttura di dipendenza a partire da molteplici copule bivariate. Il vantaggio ¢ evidente:
considerato 'ampio ventaglio di scelte per le copule bivariate, la struttura di dipendenza che ne
risulta e piu flessibile di altri modelli, consentendo cosi di catturare meglio le caratteristiche del
fenomeno oggetto di osservazione.

Si consideri ad esempio una funzione di densita con 4 variabili f(x1,z2,z3,x4). Per proprieta
note, questa densita puo essere fattorizzata come segue

f(@1, 22, w3, 24) = fa(Talz1, w2, 23) - f3). (23|21, 22) - fapu(22lz) - fr(z1) (4.1)

Scrivendo le quantita presenti nella (4.1), usando la (1.9) come visto nella formula generale
per le densita condizionate tramite copula in (1.11), avremo ad esempio

fa.(z4|z1, 0, 23) fsa. (w3, x4|z1, 22)
' o 31 (w3]1, 22)

caa2(Fyp(@s]), Fup (@a]) |z, @2) - f) (ws|wy, 2) - fa). (zalwr, 22)  (4.2)
- f3).(z3|z1, 22)

= c34;12(F3).(w3]), Fyp.(wal)|z1,72) - fag.(T4] 1, 72)
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4.1. Elementi Introduttivi

non

Osservazione 4.1.1. Si osservi il fatto che il condizionamento in c3 4.1 2 ¢ indicato con ";" e
non con il consueto "|". La differenza nella notazione ¢ voluta in quanto, tipicamente, con
C; j:.(;xq) si identifica la copula associata alla distribuzione bivariata di (X;, X;) rispetto
ad un set di d variabili condizionanti x4, ovvero

Ci23,.. n(ui,uslvs,...,v,) = 01,2\3,..‘,71(01]1,(“1")7 Cy  (ua])|vs, ..., vp)

b ‘

Invece, con Cj ;|.(-; ug) si ha la funzione di ripartizione condizionata di (U;, Uj) rispetto al
set ug

ul LU
Cios.. n(u,uzlvs, ..., vp) = c1,2,..n(21, 22,03, ..., Up)dz1d22
bl 9 bl U O
an72
= s Crof,..n(uts i,y un)|y

La differenza risiede nel fatto che Cj j,. ¢ una copula e pertanto presenta marginali uniformi,
mentre C’i,j‘. ¢ una funzione di ripartizione condizionata con marginali non necessariamente

uniformi.t
n

Ovviamente, la scomposizione utilizzata nella (4.2) non ¢ 'unica possibile: anziché utilizzare
la densita di copula bivariata tra le variabili X3 e X4 sarebbe stato possibile utilizzare la X o la
Xo. Gia da questo primo esempio ¢ percio facile osservare che non vi € unicita nella scomposizione
ottenuta dalla PCC e questo diventa un elemento fondamentale nella selezione della struttura di
dipendenza, come vedremo nella Sezione 4.2.

Nella decomposizione (4.2), le copule bivariate condizionate dipendono dal valore specifico delle
variabili condizionanti: al variare dei valori assunti dalle variabili condizionanti, si potrebbero avere
copule bivariate diverse tra le variabili condizionate ad indicare che la struttura di dipendenza
puo subire importanti modifiche.

Nella realta e nella letteratura, tuttavia, questa situazione spesso non si presenta e per tale
motivo viene preferito 1'utilizzo di una "ipotesi semplificatrice” per la quale questa dipendenza
puo essere ignorata. Con tale ipotesi, si ottiene allora la seguente

Ci,j;D (u’iv Uy |XD) = Ci,j;D(ui, ’U,j)

dove D identifica il set degli indici delle variabili condizionanti e xp corrisponde al set delle
realizzazioni delle medesime variabili.

Considerando l'ipotesi semplificatrice e le considerazioni svolte, utilizzando una notazione piu
leggera, una delle possibili scomposizioni per la (4.1) ¢ fornita dalla seguente

f($1,$2,333, 964) =0C34;12°C24;1 " C1 4" fa- €23:1°C1,3" f3- C12 " fa- i (4-3)

Tale particolare scomposizione, prende il nome di C-Vine ed ¢ analoga a quella presentata
successivamente nella (4.4).

La Vine ([16]) ¢ uno strumento grafico adottato in questo contesto con ’obiettivo di rendere
piu chiaro il lavoro svolto nella PCC: infatti, all’aumentare delle dimensioni, la scomposizione si
complica sempre piu col rischio di essere dispersiva.

La teoria dei grafi diventa allora centrale nel comprendere la teoria delle Vine nella PCC. La
differenza principale dell’utilizzo dei grafi nel framework delle copule, rispetto a quanto svolto

1Un esempio di questa differenza & presente in [28], pag.68
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4.1. Elementi Introduttivi

nella letteratura classica delle reti ([6],[129]), & che in questo caso i nodi non descrivono soggetti
e gli archi il loro legame (eventualmente pesato). Ad essere collegate sono delle variabili e I’arco
costituisce la copula che le lega a formare alberi, arco che diventa a sua volta un nodo nell’albero
successivo: in altre parole, in [16] viene mostrato uno strumento grafico che possa mostrare come
aggregare in sequenza le variabili.

Di seguito sono fornite alcune definizioni fondamentali della teoria dei grafi, per eventuali
approfondimenti si rimanda a [19].

Definizione 4.1.1. Grafo non direzionato
Un grafo non direzionato ¢ una struttura matematica G = (N, £) costituita dai set di nodi

N = (nq,...,ny) ediarchi &= (eq,...,ex)
o

Definizione 4.1.2. Grado di un nodo
Il grado di un nodo ¢ 'informazione relativa al numero di connessioni del nodo. Su un grafo

non direzionato, esso ¢ definito come il numero di archi incidenti su quel nodo.
[m]

Definizione 4.1.3. Path
Un path & un percorso che unisce due nodi e in cui nessun nodo viene visitato pit di una
volta. Assume particolare rilevanza lo shortest path (o geodetico), corrispondente al percorso

di lunghezza minima tra due nodi.
[m]

Definizione 4.1.4. Tree

Un Tree (albero) ¢ un grafo connesso - ovvero esiste un path per ogni coppia di nodi - e
privo di cicli, ovvero partendo da un nodo non ¢ possibile ritornarvi seguendo un percorso
diverso.

Figura 4.1: Da sx: Grafo non direzionato; Path; Shortest Path; Tree

Definizione 4.1.5. Vine
V € una Vine di n elementi se

40



4.1. Elementi Introduttivi

1. V= (T4, T,....Tin)
2. Ty & un albero con nodi Ny = {1,...,n} e archi E;

3. Pert =2,...,m, T; € un albero con nodi N; C NiU E; U E>;U...U E;_1 e insieme di
archi F;

O

Definizione 4.1.6. Regular Vine (R-Vine)

1. m=n

2. T; € un albero connesso con insieme degli archi F; e nodi N; = F;_1, con cardinalita
dell'insieme dei nodi #N; =n—(i—1)Vi=1,..,n

3. E’ rispettata la condizione di prossimita: per i = 2,...,n — 1 , se a = {a1,a2} e
b = {b1, bz} sono due nodi in N; uniti da un arco, allora #a Nb =1

1,4|12,3,5 <:| 15/2,3 45(2,3
Ta T3

Figura 4.2: R-Vine

Nella definizione di R-Vine, assumono particolare rilevanza due specifiche strutture: le C-Vine
e le D-Vine.

Definizione 4.1.7. C-Vine (Canonical Vine)
Una R-Vine e definita C-Vine se in ciascun albero T;, con ¢ = 1,...,n — 1, tutti i nodi hanno

grado 1 ad eccezione di uno (il root node) che ha grado n — 1.
O

Definizione 4.1.8. D-Vine (Drawable Vine)
Una R-Vine & definita D-Vine se in ciascun albero T;, con ¢ = 1,...,n — 1, ogni nodo ha

grado pari a 2, ad eccezione degli estremi che hanno grado 1
[m]
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4.1. Elementi Introduttivi

Ta

1,2134,5

15/3.4

Figura 4.3: C-Vine

T1

1412,3 2,534

152,34
Ta

Figura 4.4: D-Vine
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4.1. Elementi Introduttivi

Osservazione 4.1.2. Si noti che, per la condizione di prossimita, nel caso di una D-Vine,
una volta definito il primo albero i successivi sono determinati di conseguenza. Nel caso di

una C-Vine, ad ogni albero sara possibile scegliere il nodo che diventera il root node.
]

Riorganizzando la scomposizione presentata nella (4.3), possiamo ottenere una rappresenta-
zione grafica mediante Vine:

f(z1, @2, 23,24) =C12- 13- C1.4°

€2,3;1 " C2,4;1°
0y )"ty (4'4)

C3,4;1,2°

fi-fo-f3- fa

che, come precedentemente indicato, corrisponde ad aver utilizzato una C-Vine con nodo
centrale nella variabile 1 nel primo albero. In questo modo, a ciascun arco nella Vine corrisponde
una copula bivariata, chiamata pair copula.

In generale, volendo scomporre una densita multivariata a d-dimensioni utilizzando le due
classi speciali di Vine, avremo:

e C-Vine
d—1d—j d
frowalorseosz) = [ TT T s | - | TT fiton)| (4.5)
J=1 =1 f=1
e D-Vine
d—1d—j d
fi,d(Ty, . xg) = {H I ciiviiv,ivi— {H fk(@c)} (4.6)
G=1i=1 =1

Osservazione 4.1.3. Utilizzando grafi non direzionati si adotta una ulteriore semplificazione
comune nella letteratura delle copule, ovvero 1'utilizzo di copule bivariate simmetriche per le

quali vale I'uguaglianza c(u,uz) = c(ug, u1).
|

Osservazione 4.1.4. In [89] viene mostrato come nel caso di d dimensioni, & possibile

! d—2 . .. . . . R
ottenere % 2(%5%) sequenze di alberi in una generica R-Vine. L’elevato numero di possibili

R-Vine ¢ il motivo per cui spesso nella pratica ci si concentra maggiormente su C-Vine e

D-Vine, dove le possibili scelte sono %.

Il legame tra la teoria dei grafi e le copule ¢ la regular vine distribution.

Definizione 4.1.9. Regular Vine Distribution
Si consideri un set di distribuzioni marginali continue e invertibili F, una R-Vine V e un
set di copule bivariate B. La distribuzione congiunta d-dimensionale F' ha una regular vine

distribution se & possibile specificare una tripletta (F,V, B) per costruirla.
[m]
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4.1. Elementi Introduttivi

Nel caso di marginali Uniformi in [0,1] si parla di Regular Vine Copula.

Uno strumento alternativo per descrivere graficamente la scomposizione della struttura di
dipendenza e I'utilizzo di particolari matrici triangolari che prendono il nome di Regular Vine
Matrices. In generale, ogni Regular Vine ha associata la propria Regular Vine Matrix.

Definizione 4.1.10. Regular Vine Matrix
Sia M una matrice triangolare superiore e sia d il numero di variabili considerate. La matrice
M ¢ una Regular Vine Matrix se:

1. gli elementi di una colonna sono contenuti nella colonna alla sua destra;
2. gli elementi sulla diagonale non appaiono nelle colonne a sinistra;

3. vale la condizione di prossimita per cui, data i =3,..d e k =1,...,7 — 1 esiste (j,¢) con
¢ < j < i tale che una delle seguenti ¢ rispettata

{mk,u {ml,u ,mku}} = {mj,j; {ml,ja --~7m£,j}}
{mk,i, {m14, ---amk—l,i}} = {me,j, {m1j, ---amé—l,jamj,j}}

O

Nella (4.7) e fornita la costruzione della Regular Vine Matrix nel caso specifico di una C-Vine
(a sinistra) e di una D-Vine (a destra).

! 1 17 1 e d=3 d-2 d—1]
d—3 d-—3 d—3 d-3 d-3 1 3
d—2 d-2 d—2 d—2 1 2 (4.7)
d—1 d—1 d—1 1
i d | i d |

Osservazione 4.1.5. In letteratura, puo capitare anche di trovare una Regular Vine
rappresentata tramite una matrice triangolare inferiore. Si consideri ad esempio la D-Vine
nella Figura 4.4, la rappresentazione mediante matrici triangolari e la seguente:

11
2

W = N
= = N W
U= N W
= W N = Ot
W N =
N = W
— N

Dove gli alberi sono i seguenti:
o Ti: {1,2}, {2,3}, {3,4}, {4,5},
o Ty: {1,3;2}, {2,4;3}, {3,5;4},
o T3:{1,4;2,3}, {2,5;3,4}
o Ty: {1,5;2,3,4}

[y
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4.2. Stima parametrica

4.2 Stima parametrica

Nella stima di una vine copula ci sono tre elementi fondamentali da tenere in considerazione:
la struttura della vine, le copule bivariate associate a ciascuna coppia di variabili e i parametri di
ciascuna copula. In [28] sono indicati i seguenti tre tasks per procedere con la selezione e stima
del modello:

1. Stima dei parametri di ciascuna copula, data la struttura della vine e scelte le copule per
ciascun arco.

2. Stima della famiglia di copule per ciascun arco data una struttura vine definita.
3. Selezione e stima dei tre elementi sopracitati.

Per quanto riguarda il primo compito, ovvero quello della stima dei parametri di ciascuna
coppia di copule, ancora una volta viene in soccorso lo stimatore di massima verosimiglianza.
Ipotizziamo di conoscere la struttura della Vine e percio il set dei nodi N e di archi E. Supponiamo
inoltre di avere un campione d-dimensionale di n osservazioni, ciascun elemento u; sara allora un
vettore d-dimensionale e il campione u sara un array n X d.

In questo caso, la funzione di verosimiglianza, sotto 'ipotesi semplificatrice, prende la seguente
forma

n d—1
00;u) =TT IT 11 cacbe;ne (Caip. (tia.10i,0,), Co, b, (wip, |1 0,)) (4.8)

i=1j=1ecE,

dove, per ogni arco e € F;
e ac,be sono gli indici delle due variabili aleatorie collegate dall’arco
e D, ¢ l'insieme degli indici delle variabili condizionanti associate all’arco
* Cq.be:D. ©la densita di copula tra i punti a. e b, dato il set condizionante

Passiamo ora al secondo compito, come effettuare la scelta delle famiglie di copule per ciascun
albero della vine? Ipotizziamo ancora una volta di conoscere la struttura della vine, per evitare un
elevato consumo in termini di tempo, un approccio diffuso & utilizzare una strategia di selezione
di tipo sequenziali, procedendo di albero in albero. Ovviamente in questo modo non si otterra la
migliore soluzione, in termini della funzione obiettivo scelta, in assoluto, ma si otterra la migliore
per ogni livello.

In [28] il criterio mostrato ¢ ’AIC (Akaike Information Criterion) per scegliere tra le diverse
famiglie di copule e rispettivi parametri. La scelta del criterio non & casuale, infatti in [20] e
mostrato un confronto tra diversi approcci usando la simulazione Monte Carlo e I’AIC ¢ risultato
essere il modello piu affidabile per questo compito.

Per ciascun albero sara allora selezionata la combinazione di famiglie di copule e parametri che
minimizzino la seguente equazione

AIC(CB, 05 ue) = =2 " In(cP (uiq,, uip,07)) + 2k (4.9)
=1

dove
e CPB & un elemento dello spazio delle possibili famiglie di copule per ciascun arco ;

o 0B ¢ il vettore dei parametri stimati ;
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4.3. PCC nel caso di variabili aleatorie discrete

e kB &la dimensione del vettore §B.

Entrambi i compiti visti partivano da un presupposto molto forte, ovvero la conoscenza
della struttura della Vine. Come visto in precedenza, il numero di possibili combinazioni per
costruire una Regular Vine € molto elevato e analizzare ogni possibile struttura puoé comportare,
generalemente, un elevato consumo di tempo. Per poter fronteggiare questa difficolta sono stati
proposti diversi algoritmi, tra questi i piu celebri e utilizzati sono I’algoritmo di Difimann ([35])
tra i metodi top-down? e I’approccio di Kurowicka ([67]) tra i metodi bottom-up.

Una volta individuata la struttura Vine che si preferisce, puo risultare interessante andarla
a comparare con altre. Per fare cid possono essere utilizzati diversi test o criteri costruiti
appositamente per questo scopo tuttavia, di particolare interesse, ancora una volta ¢ I’AIC.
Questo criterio, nel caso di selezione di un modello R-Vine diventa

i=1

dove
e V¢ la struttura della Vine
o B(V) e l'insieme delle famiglie di copule bivariate selezionate nel modello
e A(B(V) & il set dei parametri del modello

e K ¢ il numero di parametri dell’intero modello

Osservazione 4.2.1. (BIC per la selezione del modello di R-Vine)
E’ possibile definire anche il BIC (Bayesian Information Criteria) per la scelta del modello
R-Vine .
BICry = —2> In(6;(0(B(V);w;) + In(n) - K
i=1

4.3 PCC nel caso di variabili aleatorie discrete

Quando le distribuzioni marginali sono discrete, come discusso nel Capitolo 3, ¢ ancora
possibile utilizzare copule per modellare la dipendenza tra le variabili, tuttavia occorre prestare
una maggiore attenzione.

In generale, sia Y un vettore aleatorio n-dimensionale con realizzazioni in N, si ha che

PY=yl= > - > (-1)"""PY1 <y —i1,... Y, <yn —in)
i1={0,1} in={0,1} (411)

— Z Z (—1)i1+"'i”C(F1(y1_il)a”'an(yn_iN)

i1={0,1}  i,={0,1}

2I’algoritmo non tiene conto delle implicazioni della struttura sull’ipotesi semplificatrice utilizzata, per violare
il meno possibile tale ipotesi in [77] viene presentato un algoritmo che estende quanto proposto da Diimann.
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4.3. PCC nel caso di variabili aleatorie discrete

Una decomposizione di P[Y = y] puo essere la seguente

PYi=wu1,....Ya =y =PYi=wn|Yo=12,..., Y, = un)

(4.12)

dove, in linea con quanto visto nella (4.2), la generica P[Y; = y;|V = v] si ottiene come segue

PlY; =y, Yo = yn|Vn = vl
PlYh = yn|Vn = v
, % b % 1}(—1)’5”"'3[5/]' <yj— 15, Yo < yn — in|Vn = Vi
i;={0,1} i,={0,
a P[Yh = yn|Vn = Vsl (4.13)
(=)t C(Fjpv_, (W51ven), Fapv o, (nlvan)
=01} =01}

PIYj = y;|V =v] =

PYsy =yn|Vr = Vil

con Y} generico elemento scalare del set condizionante V' e con V. che descrive il set
condizionante al netto dell’elemento Y3,.
In conclusione

C(Ejv_, Wilvan)s Fnv_, Wnlvn)) — C(Ejv_, Wil van)s Fuv_, (Yn — 1[van))
PYs = ynlVn = Vi

Fyv(yjlv) =
(4.14)
Per ulteriori approfondimenti e per una analisi del caso delle D-Vine, si rimanda a [96].

Osservazione 4.3.1. La formula (4.11), introdotta tramite inclusione-esclusione, si puo

ottenere anche a partire dalla formula di inversione di M&bius. In particolare, le funzioni

messe in relazione sono la funzione di ripartizione congiunta e la funzione di massa di

probabilita, di seguito F(y) = > p(y) e p(y) = P[Y = y]. Nella fattispecie, il reticolo o set
x<y

parzialmente ordinato ¢ (N", S)_, ovvero

Per l'inversione di Mébius, € possibile scrivere p(y) = Y. u(x,y)F(x).

X<y
In questo caso, si ha
1 X=y
pxy)=4q-1 x=y-—1
0 altrimenti

Poiché u(x,y) # 0 solo se z; € {y;j,y; — 1}, scrivendo x; = y; — 1 si ottiene la (4.11),

che in forma compatta ¢ p(y) = . (=1)F(y —1), con funzione p di Mobius che vale
ie{0,1}n

p=(=1)lseiec{0,1}", u =0 altrimenti.
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Capitolo 5

Regressione e Regressione quantilica
con le Copule

ebbene le copule siano frequentemente utilizzate per stimare la distribuzione congiunta di

due o piu variabili casuali (un’applicazione attuariale delle copule ¢ mostrata in [130]), le
stesse sono adatte anche per stimare distribuzioni condizionate, fornendo un output simile a
quello dei modelli regressivi, mostrando pero maggiore flessibilita.
La Copula Regression (d’ora in poi CR) (vedi [46]) viene infatti utilizzata per la stima della
media condizionale — come la regressione lineare, la regressione non lineare e i modelli lineari
generalizzati (GLM) — e ha il vantaggio di non presentare restrizioni sulle distribuzioni di
probabilita che possono essere utilizzate per la variabile dipendente — nella regressione lineare e
non lineare c¢’¢ un’assunzione gaussiana, nel GLM I’appartenenza alla famiglia esponenziale — e
puo essere utilizzato anche per modellare relazioni non lineari.
Inoltre, la stima delle distribuzioni condizionali per copule € appropriata per ottenere una stima
dei quantili condizionati (come la regressione quantilica (QR), vedi [74]) definendo stime per gli in-
tervalli di previsione, con il vantaggio di usare lo stesso set di parametri stimato per il valore medio.

In [46] le copule vengono introdotte per la prima volta nel contesto attuariale, gli autori
mostrano alcune applicazioni pratiche, tra cui la stima della mortalita congiunta, modelli multi-
decremento o stima combinata di perdite e spese. Infine, viene osservato come le copule possano
essere utilizzate per stimare le funzioni di regressione e si adattino bene al concetto di regressione
quantilica. Tuttavia, malgrado i loro vantaggi, CR e CQR hanno trovato scarsa applicazione nel
settore.

In [78], una copula viene utilizzata per modellare i sinistri e le loro dimensioni. Gli autori
implementano un modello di regressione combinando un GLM marginale con una copula. Nel
caso studio viene effettuato un confronto tra la stima della perdita totale utilizzando CR e
assumendo l'indipendenza tra entita del sinistro e numero di sinistri; i risultati mostrano che nel
secondo caso la perdita totale e fortemente sottostimata, il che implica un importante errore di
prezzo.

In [110] viene introdotto un modello di riserva dei sinistri per rami di attivita dipendenti con la
sistemazione dell’associazione tra triangoli mediante una funzione copula.

5.1 Copula Regression

Eseguendo un’analisi sulla forma funzionale di una variabile dipendente date alcune variabili
risposta, ¢ possibile analizzare attraverso le copule sia la dinamica congiunta che il comportamento
marginale di una variabile condizionatamente alle altre.
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5.1. Copula Regression

L’idea di utilizzare un modello copula-based anziché altri maggiormente diffusi in letteratura per
effettuare regressioni parametriche, nasce dalla possibilita di superare alcuni dei limiti imposti
da altri strumenti, utilizzando ad esempio una distribuzione costruita ad hoc per la variabile
dipendente, senza dover necessariamente rientrare nel perimetro delle principali distribuzioni
parametriche.

Lavorando nel framework della PCC, nel seguito si fara riferimento al caso bivariato, tuttavia
I’estensione al caso multivariato e agevole.

Per introdurre la Copula Regression, procedendo per step, si consideri la seguente probabilita

PlU; < wuplug < Uz <ug + h
Pluy < Uy < ug + hj
C’(ul,uz—l—h) —C(ul,uQ)
h

P[U1SU1|UQ§UQSUQ+h]:

da cui, considerando il limite che tende a 0, si ha

. C(ui,uz +h) — Clur,ug)  0C(ur,ug)
lim =
h—0 h Ous

ottenendo

OC(ul, U2)

PlUy < up|Uy = ug) = iy

= hyja(u1lug) (5.1)

Osservazione 5.1.1. Come osservabile nell’Eq.(5.1), in riferimento alle funzioni copule
condizionali - cioe¢ derivate parziali di una copula - in letteratura (ad esempio [28]) si parla

spesso di h-function. .

Ovviamente, partendo da questi risultati & possibile risalire alla distribuzione originale della
variabile di interesse, come mostrato di seguito

6C(u1, ’LLQ)

P[Xy < x1]| X2 = 22] = Oy |(u1,uQ):(G1(x1),GQ(12))

(5.2)

Data questa fondamentale premessa, ¢ possibile fornire la seguente definizione.

Definizione 5.1.1. Copula Regression
Data una v.a. bivariata (U, Us) con distribuzioni marginali uniformi in [0,1] e copula C. La
funzione Copula Regression di U; rispetto a Us & definita come

1
co(us) = BolU|Us = us) = 1 — /0 Cluy (ur)dus (5.3)
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5.1. Copula Regression

Dimostrazione 5.1.1.

1 2
8C(u1,u2)) :/ u18 C(ul,UQ)dul
0

1 1
Ec[U1|Us = ug] :/0 uldG1|U2:U2(u1) :/0 urd( Ous Oug0u

. 80(11,1,11,2) L 1 8C(U1,UQ) . 1
= {Ul 8’LL2 :|O —/0 8UQ =1 —/0 CUZ(ul)dul

Dove, per l'ultimo passaggio, ¢ stata utilizzata la seguente proprieta della copula:
C (1, UQ) = ug.

O

Osservazione 5.1.2. Quando le v.a. Uy e Us hanno una perfetta dipendenza positiva,
il valore di z¢(ug) € ug, nel caso di perfetta dipendenza negativa € 1 — uy e nel caso di
indipendenza & % Inoltre, la funzione CR puo essere utilizzata per ottenere il coefficiente di

correlazione lineare di Pearson, per ulteriori dettagli si rimanda a [118].
|

Il passaggio dalla scala delle copule a quella originale dei dati non ¢ immediato. Infatti,
seppur si abbia che

E[X1|X2 = ZL‘Q] = E[X1|G2(X2) = GQ(ZL‘Q)]
E[X1|U2 = GQ(.Z‘Q)] (54)
E[GTH(U)|Uz = Ga(x2)]

A partire dalla (1.9) si ha che

+o00o
E[X | Xy = 20] = / r1g1)2(71|72)d71
—00

too 0 8C(u1,u2)
:‘/_Oo xlgl(xl)aiul(T|(u17u2):(G1(x1),G2(362)))

= /_+°° x191(x1)c1,2(G1 (1), Go(x2))day

dxy (5.5)

pur volendo procedere mediante integrazione per parti, ponendo fi(z1) = x; e

fé(xl) = g1(z1)c1,2(G1(21), Go(z2)) si avrebbe che f{(xl) =1le fo(z1) = g1(x1)c12(Gi(x1), Ga(x2)) =
J72° gi(21)e12(Gi (1), Ga(w2)) , per cui

+o00 +oo
_/_ /_ g1(z1)c12(G1(x1), Go(22))dxy

E[X|Xy = x9) = [x1 - /91(901)01,2((;1(901)7 Ga(22))]

Una soluzione al problema puo essere quello di entrare nell’ambito della teoria dell’approssi-
magzione e utilizzare approcci numerici al calcolo dell’integrale, ad esempio tramite quadrature
adattative di funzioni, come mostrato in [98].

Una eccezione si presenta nel caso in cui ci si trovi a lavorare con funzioni lineari, come
mostrato nella seguente osservazione.
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5.1. Copula Regression

Osservazione 5.1.3. Nel caso in cui la funzione z¢(us) della (5.3) sia lineare, come osservato
in [118] la (5.4) puo essere scritta come

E[X1|X2 = z5] = Gy (E[U1|Us = Ga(2)))

dunque la funzione CR di X7 rispetto a X & definita dalla seguente

E[X| Xy = x9]
= Gfl (1 _ /01 Cus (ul)du1|u2=G2(:p2)) (5.6)
= Gy ' (20(Ga(x2)))

Come indicato dall’autore, il risultato in (5.6) puo essere ottenuto applicando l'integrazione
per parti come nella dimostrazione 5.1.1. In altre parole, il passaggio dai dati della copula
ai dati originali si ottiene invertendo la funzione di regressione della copula rispetto alla
distribuzione marginale della variabile dipendente. Si osserva invece che, per questo tipo di
analisi, la distribuzione della variabile indipendente ¢ considerata esclusivamente quando si

utilizza la Trasformata Integrale della Pseudo Probabilita.
|

Osservazione 5.1.4. Utilizzando la PCC ¢ possibile applicare la (5.5) anche nel caso

multivariato, agendo sul set condizionante.
|

5.1.1 1l caso discreto

Quando ci si trova a lavorare con variabili aleatorie discrete, ¢ stato gia osservato nel Capitolo

1. entrambe le variabili aleatorie sono discrete ;

3 che sorgono delle complicazioni. Nel caso bivariato della copula regression sono da analizzare
due differenti casi:

2. una variabile aleatoria ¢ discreta, l'altra ¢ continua (questo caso a sua volta si divide

rispetto a qual ¢ la variabile condizionata e quale condizionante).

Ovviamente, lavorando nel caso discreto, non € pitl possibile utilizzare le derivate e gli integrali

per ottenere i risultati, o almeno non completamente. I risultati ottenuti in precedenza possono

tuttavia essere generalizzati. Distinguendo i due casi sopracitati la (5.2) e la (5.5) possono essere

scritte come

1. X1 e Xy v.a. discrete
Utilizzando 'operatore A anziche la derivata O la distribuzione di X7 dato X5 ¢

A (AC(us,
P[Xl = $1|X2 = 'IZ] == P[Xl = Lﬂl] < (ul ’UQ)

Auq Auo |(“1:u2)=(G1(fB1),G2(5E2)))

(5.

7)
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5.2. Copula Quantile Regression

Con questo valore ’aspettativa assume la seguente forma

E[X1|Xy = 23] = ) _ @1 P[X1 = 21| X5 = 2]

1

— lep[Xl = x1]c(G1(x1), Ga(22))

xr1

(5.8)

dove il valore ¢(G1(x1), G2(z2)) non corrisponde ad una densita, ma costituisce una analogia
notazionale nel discreto. In altri termini, in questo contesto la funzione c(- , -) ¢ la funzione
di massa di probabilita che descrive la probabilita congiunta nel punto (u,uz).

2. X4 v.a. continua e X5 v.a. discreta

0 -
gup(@1fr2) = gr(@1) 5 - ([Clur,uz) = Clur,ug)] |y (@), o) (B9

con C(uy,u; ) che corrisponde al valore della copula nello step prima di ug, considerando
che questa puo assumere solo valori discreti e presenta percio dei salti.
Di seguito l'aspettativa condizionata, nella quale AC (uy,u2) = C(ur,u2) — C(u, uy )

+oo
0
E[X1|Xs = o] = / 219121 5 (AC(1 )] 4y 1)) o) (5.10)
—00
3. X v.a. discreta e X5 v.a. continua
In linea con quanto visto fino ad ora, ’aspettativa puo essere espressa come
A 8C’(u1, UQ)

1

Ovviamente, anche in questo caso ¢ possibile utilizzare il jittering per gestire le variabili
discrete rendendole continue e tornando alla classica teoria delle copule e proprio questo e
I’approccio utilizzato da alcuni dei principali pacchetti attualmente presenti in R.

5.2 Copula Quantile Regression

Un ulteriore vantaggio di utilizzare le copule nell’ambito dei modelli regressivi & la possibilita
di stimare i quantili condizionali della variabile risposta.
Come visto nella (5.2), data una variabile aleatoria bivariata (X1, X2), la distribuzione condizio-
nata di X; data X5 é:

M,
Ouy  w1=C1(z1)u2=C2(x2) (5.12)

= CU2 (u1>’

G1|2(x1\x2) =
u1=G1(1),u2=G2(x2)
Il quantile condizionato
Gﬂé(a|$2) = inf{r1 € R|Gyp(r1|r2) > a}
in questo contesto puo essere calcolato utilizzando ’espressione fornita in [76]:

Ga(12) = G(alr2) = GTH(CL! (o) (5.13)

u2
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5.2. Copula Quantile Regression

dove a € (0,1) corrisponde al livello di probabilita da considerare per la stima del relativo
quantile g

Dimostrazione 5.2.1. Sia x1., il quantile di ordine o di X7, ovvero tale che
Gi(z1;0) =
allora, seguendo (5.12), é possibile affermare:

Gip(T1,al72) = P[X1 < 7150]| X2 = 79]
= P[Ul < Gl(xl;oa)|U2 = G2($2)]
_ 0C0(a, ug)

au2 = C’UZ (Oé)

Invertendo la funzione C,,(«) si ottiene il quantile condizionale in « per i dati della
copula. Il quantile condizionale della distribuzione iniziale si ottiene poi utilizzando questo

valore come argomento dell’inversa della funzione marginale (vedere [17]).
O

E molto importante notare che la distribuzione marginale della variabile dipendente gioca
un ruolo predominante nella stima del quantile condizionale in quanto ne determina le possibili
realizzazioni. Questa importanza della distribuzione marginale diventa sempre pitt fondamentale
man mano che ci muoviamo verso valori di coda « grandi e piccoli. Per questo motivo, in CQR
una scelta leggermente piu accurata di questa distribuzione puo ridurre significativamente 1’errore
di stima.

Anche in questo tipo di analisi la definizione della distribuzione marginale della variabile indipen-
dente & importante solo per il PPIT.

Particolarmente interessante € la forma assunta dagli intervalli di previsione definiti con questo
approccio: le traiettorie degli estremi superiore ed inferiore dell’intervallo non sono una semplice
traslazione dovuta ad uno spostamento additivo delle stime puntuali, ma hanno una loro forma
dovuta all’effetto probabilistico e la struttura di dipendenza stimata dai dati osservati. Ad
esempio, cio € particolarmente rilevante quando le variabili hanno una distribuzione asimmetrica
o hanno una forte dipendenza dalla coda.

In altre parole, come si vede da (5.13), mediante CQR si ottengono intervalli di previsione ad un
certo livello di confidenza alfa con comportamenti diversi, legati alle funzioni G; e Cy, ().

Per quanto argomentato, risulta evidente che la Copula Quantile Regression assume particolare
rilevanza nelle applicazioni con variabili dipendenti aventi distribuzione diversa dalla forma
gaussiana.

Osservazione 5.2.1. Come vedremo nel Capitolo 6, nel confronto con altri modelli come
la Non Linear Double Sigmoid (NLDS), negli output gli intervalli ottenuti sono spesso
simmetrici. Cio implica anche la stima di un ulteriore parametro — la deviazione standard.
Esistono metodologie, come la tecnica della Augmented Covariance Matrix che consentono la
stima di intervalli di previsione asimmetrici nella simulazione Monte Carlo, tuttavia queste
metodologie spesso risultano dispendiose in termini di tempo, senza fornire un significativo
miglioramento nelle stime intervallari.

Invece, la Copula Regression e la Copula Quantile Regression consentono stime che dipendono
dalla struttura di copule che meglio si adatta ai dati. La stima degli intervalli di previsione
mediante CQR consente inoltre di modellare il comportamento asintotico degli assicurati
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5.2. Copula Quantile Regression

senza introdurre un "giudizio di esperti" per il comportamento asintotico come nel caso della

NLDS.

Passando all’adozione del modello nella PCC, in [76], viene introdotto un approccio di
regressione quantile semiparametrica basato sull’adattamento sequenziale di una copula D-vine
ottimale di verosimiglianza. I risultati mostrano che I’algoritmo funziona in modo rapido e
preciso anche in dimensioni elevate e incorpora una selezione automatica delle variabili.

5.2.1 1l caso discreto

In presenza di variabili sia discrete che continue, “unite” a coppie da una funzione copula
bivariata C, la densita congiunta di due variabili (es. U; e U;) dipende dalla loro natura e
analogamente avviene per la distribuzione condizionale. Nel caso discreto un ruolo chiave avra la
h-function, gia definita in (5.1) per il caso di variabili aleatorie continue.

Quando consideriamo due variabili discrete, definendo u;,, uj,, u,, uj, € [0,1] con u;, > u;, €
uj, > uj, abbiamo:

h Ci g (i, )—Cl j (i uy)
hijj (il s g, ) = === -
A~ Cij (uil,u‘j)—C’i,]-(uiQ,u]-) ( ° )

hujji(ugluiy iy ) =

Osservazione 5.2.2. Se modelliamo la distribuzione congiunta di (V,U) mediante una
D-Vine ([107]), con ordine V,Uy,,...,U;, con (li,...,l,)" essendo una permutazione di
(1,...,n), otteniamo:

n

Copo (vh) = {]}VlUln;U_ln Cviu_,, (Wu-y,)|Cu, \o_,, (w,|lu-,))
v, w_,, (Cviv_, (0lu,)|Cy, v, (w,l|u-1,),Cy, v, (y, |lu-1,))
(5.15)

con ;. = Fx, (z))) = limg—q, Fx, (a).
|

Come argomentato, nell’utilizzare la Copula Regression e la Copula Quantile Regression si
possono rilassare alcune ipotesi dei classici modelli regressivi. Di seguito sono forniti tre esempi
originali di come varia il modello al variare delle distribuzioni marginali o della struttura di
dipendenza sottostante. Negli esempi € stato utilizzato il pacchetto R vinereg, che consente di
ottenere e stimare la struttura D-Vine piu adatta, implementando ’algoritmo di Difimann ([35])
definito nel Capitolo 4

Esempio 5.2.1. (Clayton Copula, Misture di Gaussiane)
Si considerino due variabili aleatorie X e Y distribuite come misture di Gaussiane e legate
tra loro da una funzione Copula Clayton con parametro § = 2 (Figura 5.1).

La Copula Regression di Y dato X e la Copula Quantile Regression sono rappresentate
nella Figura 5.2. Dalla nuvola di punti sul grafico risulta la presenza di una distribuzione
trimodale per Y e una bimodale per X. Si osserva che tendenzialmente al crescere di X si ha
una crescita anche sulla Y. Gli intervalli di predizione, calcolati allo 0.25% e 99.75%, hanno
un incremento nell’ultima sezione meno evidente rispetto al valore medio. In particolare si
osserva come l’estremo inferiore presenta una traiettoria molto pit piatta rispetto alle altre

curve riportate.
|
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5.2. Copula Quantile Regression
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Figura 5.1: Distribuzioni Esempio 5.2.1.
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Figura 5.2: Modello stimato nell’Esempio 5.2.1. La linea continua (blu) indica la media condizionata, le
tratteggiate (rosse) i quantili condizionati al 2.5% e 97.5%. Le linee puntinate blu scuro e rosso scuro
identificano rispettivamente la media e i quantili non condizionati.
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5.2. Copula Quantile Regression

Esempio 5.2.2. (Frank Copula, Misture di Gaussiane)
Si considerino due variabili aleatorie X e Y distribuite come misture di Gaussiane e legate
tra loro da una funzione Copula Frank con parametro § = 10 (Figura 5.3).
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Figura 5.3: Distribuzioni Esempio 5.2.2

La Copula Regression di Y dato X e la Copula Quantile Regression sono rappresentate
nella Figura 5.4. Rispetto all’Esempio 5.2.1, pur mantenendo una simile costruzione delle
marginali, il passaggio ad una copula simmetrica come la Frank per descrivere la struttura
di dipendenza ha modificato il modello regressivo, nel quale ovviamente non & piu presente
la dipendenza nelle code. Si osserva percio che il modello copula-based riesce a catturare la
struttura di dipendenza senza ipotesi a priori sulla forma funzionale della stima, ora pitu
piatta rispetto al caso precedente.
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Figura 5.4: Modello stimato nell’Esempio 5.2.2. La linea continua (blu) indica la media condizionata, le
tratteggiate (rosse) i quantili condizionati al 2.5% e 97.5%. Le linee puntinate blu scuro e rosso scuro
identificano rispettivamente la media e i quantili non condizionati.

Esempio 5.2.3. (Clayton Copula, Misture di variabili aleatorie)
Si considerino due variabili aleatorie X e Y distribuite come misture di variabili aleatorie
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5.3. Criteri di scelta: cLL, cAIC e ¢BIC

(Gamma per la X e Gaussiana+T-Student per la Y) e legate tra loro da una funzione Copula
Clayton con parametro § = 5 (Figura 5.5).
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Figura 5.5: Distribuzioni Esempio 5.2.3

La Copula Regression di Y dato X e la Copula Quantile Regression sono rappresentate
nella Figura 5.6. La costruzione della distribuzione marginale di X come mistura di due
Gamma ha portato ad un salto tra le osservazioni estratte dalla prima e quelle estratte
dalla seconda e cio ¢ evidente anche dalla nuvola di punti. Pur mantenendo la stessa copula
dell’Esempio 5.2.1, un parametro diverso e delle variazioni nelle marginali delle variabili
estratte ha portato ad un modello completamente diverso dai precedenti, con delle curve
che presentano un incremento rapido nella prima parte e poi tendenzialmente piatte.

0.0 25 5.0 75 10.0
X

Figura 5.6: Modello stimato nell’Esempio 5.2.3. La linea continua (blu) indica la media condizionata, le
tratteggiate (rosse) i quantili condizionati al 2.5% e 97.5%. Le linee puntinate blu scuro e rosso scuro
identificano rispettivamente la media e i quantili non condizionati.

5.3 Ciriteri di scelta: cLL, cAIC e cBIC

Nella fase di selezione dei modelli regressivi, ci sono tre importanti indicatori che consentono
di verificare 'adattamento ai dati, estendendo i principali criteri di selezione di un modello:
conditional Log-Likelihood (cLL), conditional AIC (cAIC) e conditional BIC (¢BIC).
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Queste misure consentono di tenere in considerazione la complessita del modello e di valutare la
bonta di adattamento dei dati fissato un set di parametri, come avviene ad esempio in [122]. In
particolare:

e conditional Log-Likelihood
La log-likelihood viene calcolata massimizzando l'adattamento ai dati condizionatamente
ad un set di parametri fissati.

e conditional AIC
Analogamente a come avviene con I’AIC classico, viene utilizzata la cLL inserendo una
penalita per la complessita del modello.

e conditional BIC
Analogamente a come avviene con il BIC classico, viene utilizzata la cLL inserendo una
penalita per la complessita del modello.

Esempio 5.3.1. Si consideri un dataset costruito come segue:
e 1 variabile risposta Y ~ Norm
e 3 variabili esplicative Xo ~ Gamma, X3 ~ t — student, X4 ~ Norm
e Y, Xy, X3 estratte da una Clayton Copula a 3 dimensioni, X, estratta separatamente

L’obiettivo dell’esempio € mostrare come cambiano i modelli regressivi nel momento in cui
si utilizzano due diversi criteri di selezione: Loglik (M1) e AIC (M2). Per la costruzione
di entrambi i modelli & stata lasciata libera scelta nella selezione delle famiglie di copule
bivariate parametriche per la Vine Copula.

I risultati ottenuti dai due modelli sono riportati nella Tabella 5.1.

N°¢ Var N°Par CLL CAIC CBIC MSE MAD
M1 3 12 -871.63 1764.29 1815.89 0.393 0.485
M2 2 4 -872.30 1757.64 1789.60 0.393 0.486

Tabella 5.1: Confronto tra Modelli M1 e M2

La principale differenza tra i due modelli risiede nella diversa gestione della variabile Xy,
esclusa dal modello piu parsimonioso come indicato nella Tabella 5.2. La rimozione di questa
variabile comporta la "rimozione" di un albero nella vine, con un conseguento passaggio dai
12 parametri del modello completo ai 4 parametri del modello con due variabili esplicative.

M1 M2
CLL CAIC CBIC P-Value CLL CAIC CBIC P-Value
Y -1429.80 2868.63 2890.79 - -1429.80 2868.63 2890.79 -
X8 484.02  -964.04 -954.23 6.2e-211 483.59  -965.17 -960.26 2.5e-212
X2 73.75 -143.49 -133.68  9.4e-33 73.91 -145.83  -140.92 5.2e¢-34
X/ 0.41 3.19 13.00 6.7e-01 - - - -

Tabella 5.2: Confronto tra Modelli M1 e M2 - Dettaglio Variabili

Dalla Tabella 5.2 ¢ possibile osservare inoltre che le variabili presenti in entrambi i
modelli presentano lo stesso ordine di significativita, con piccole differenze sugli effetti che

hanno sui criteri.
n
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Capitolo 6

Le Copule nel Lapse Risk

1 capitolo si propone I’obiettivo di contribuire alla letteratura attuariale relativa allo studio
del comportamento degli assicurati (Policyholder Behaviour), con particolare riferimento al
fenomeno dei riscatti. Si introduce 'uso delle copule come strumento per modellare le dipendenze
tra variabili che possono influenzare i riscatti, con un approccio innovativo che, ad oggi, non
risulta applicato a questo specifico contesto.
La research question che ha spinto la ricerca in tale direzione é:

In che modo le copule possono migliorare la modellazione dei riscatti, rispetto alle
metodologie tradizionalmente impiegate nella pratica attuariale?

Per rispondere a questa domanda, sono sviluppati nelle Sezione 6.4 e Sezione 6.5 due studi
empirici originali estratti da due ricerche svolte nel corso del dottorato, rispettivamente [13] e "A
copula regression approach for dynamic policyholder behavior'!.

L’obiettivo del capitolo & percio esplorare ’applicabilita delle copule nello studio dei riscatti

confrontandone le performance rispetto ad approcci maggiormente consolidati.

6.1 Policyholder Behaviour: il Lapse Risk

Negli ultimi decenni, il susseguirsi di crisi finanziarie ha posto sempre piu attenzione sull’im-
portanza dell’analisi e gestione del rischio. Con 'avvento di Solvency II ([38]) questi temi hanno
coinvolto I'intera comunita europea e, spingendosi anche oltre questi confini, diffondendo a livello
mondiale il principio della sana e prudente gestione.

Nell’ambito delle Compagnie Assicurative, cid ha implicato una evoluzione delle metodologie
pre-esistenti, con l'obiettivo di fornire stime sempre pit accurate dei flussi di cassa, del pricing e,
piu in generale, del risk management.

Uno degli aspetti che nel tempo ha risentito maggiormente e sta ancora risentendo (Sezione6.2)
di questa evoluzione ¢ il PolicyHolder Behaviour, per il quale sono state recentemente introdotte
nuove ipotesi e metodologie sempre piu precise che possano descrivere il comportamento del-
I’assicurato in relazione alla sua possibilita di esercitare opzioni contrattuali cui ha diritto: tra
queste troviamo il riscatto, i versamenti aggiuntivi, le trasformazioni di polizza, la portabilita
della posizione previdenziale,...

Il pricing e il risk management per la maggior parte dei prodotti assicurativi sulla vita dipendono
strettamente dal comportamento degli assicurati e ’esercizio di queste opzioni ha effetti sui flussi
di cassa della Compagnia, costituendo un importante fattore di rischio per la stessa. Tra le varie,
I’opzione di riscatto della polizza € di particolare rilevanza all’interno del business assicurativo e
se gestito male puo portare a danni rilevanti di natura economica o sociale:

1 paper & attualmente sottomesso e sottoposto a revisione.
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6.1. Policyholder Behaviour: il Lapse Risk

1. Mancato recupero di costi o spese iniziali sostenuti dalla compagnia.
2. Problemi di liquidita, nel caso di riscatti di massa
3. Perdita dei profitti futuri

4. Adverse Selection, in [88] ad esempio ¢ possibile osservare come individui che hanno necessita
di una copertura assicurativa — i.e. maggiormente soggetti al rischio — riscattano con una
frequenza ridotta in virtu di questa loro esposizione e, per tale motivo, si va a creare una
anti-selezione nel momento in cui i tassi diventano alti a sufficienza da rendere conveniente
il riscatto per soggetti non particolarmente esposti.

5. Rischio Reputazionale, legato al danno all’immagine che comporterebbe un elevato numero
di riscatti, generando potenzialmente un effetto a catena che porta altri soggetti a riscattare,
rovinando ulteriormente la reputazione della compagnia, ecc...

In altre parole, tra le varie opzioni contrattuali nel perimetro del PolicyHolder Behaviour,

Pesercizio dei riscatti impatta profondamente sulle stime delle Compagnie Assicurative, sia in
fase di riservazione, che di stima dei flussi di cassa, che di assorbimento di requisito di capitale.
Per stabilizzare il fenomeno e fronteggiare queste difficolta, le compagnie inseriscono solitamente
delle penali con lo scopo di disincentivare ’operazione, recuperare i costi ed ottenere una parte
dei profitti attesi.
Malgrado la sua importanza, in letteratura il concetto di "riscatto" viene spiegato sia con il
termine "lapse" che con "surrender", talvolta considerando i due termini equivalenti e talvolta
sottolineandone la differenza. Risulta percio necessaria una rapida disamina della nomenclatura
piu adatta per definire i "lapses".

CEIOPS: QIS5 Technical Specifications (Brussels, 5 July 2010)

Lapse risk is the risk of loss or change in liabilities due to a change in the expected
exercise rates of policyholder options. In relation to the policyholder options that
the lapse sub-module covers, a comprehensive approach is taken. The module takes
account of all legal or contractual policyholder options which can significantly change
the value of the future cash-flows. This includes options to fully or partly terminate,
decrease, restrict or suspend the insurance cover as well as options which allow the
full or partial establishment, renewal, increase, extension or resumption of insurance
cover.

Qui il termine "lapse" racchiude in sé il concetto di "riscatto" tipico della cultura italiana,
corrispondente al "surrender". Oltre a questo, il termine "lapse" include altre opzioni che possono
portare — totalmente o parzialmente — alla terminazione, riduzione, limitazione o sospensione
della copertura assicurativa, nonché opzioni che — totalmente o parzialmente — consentono la
costituzione, il rinnovo, 'aumento, la proroga o la ripresa della copertura stessa.

In [86], & presente una citazione della Normativa Europea che definisce il lapse come "la scadenza
di tutti i diritti e gli obblighi derivanti da un contratto assicurativo se l’assicurato non adempie a
determinati obblighi necessari per mantenerli”.

In [75] ¢ presente una panoramica dello standard IFRS17, e a pagina 13 si ha la seguente
definizione

1l "lapse risk" o "persistency risk" é il rischio che il contraente annulli il contratto in un
momento diverso da quello previsto dall’emittente al momento della determinazione
del prezzo del contratto.
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Considerato quanto sopra, si puo affermare allora che il termine "lapse" originariamente

denotava la cessazione di una polizza assicurativa derivante dalla perdita della copertura per
mancato pagamento dei premi da parte dell’assicurato. Tuttavia, nel tempo, € diventato sempre
pitu comune denotare col termine "lapse" sia la risoluzione senza pagamento, che la risoluzione di
una polizza seguita dal pagamento di un valore di riscatto dalla compagnia all’assicurato (i.e. i
riscatti).
Considerando la varieta di significati attribuiti al termine "lapse’, e in virtu del fatto che — come
spiegato in [86] — molti studi mostrano come il tasso di riscatto sia preponderante nel descrivere
il lapse nelle compagnie vita, le cui traiettorie dinamiche sono poco influenzate da altri eventi
definiti involontari e che rimangono relativamente stabili nel tempo, in quanto segue "lapse" sara
inteso come sinonimo di "riscatto".

In generale, lo studio del comportamento dei clienti € sempre stato oggetto di analisi e
numerosi modelli sono stati teorizzati in diversi settori, come i mutui e le assicurazioni sulla vita,
ognuno con le sue caratteristiche. Gli assicurati che si discostano dal comportamento prescritto
rappresentano un fattore di rischio significativo e nel settore assicurativo l'interesse per i riscatti
ha suscitato notevole interesse sia nella pratica che in letteratura.

In [72], viene osservato che il comportamento degli assicurati in materia di riscatto & legato
alla dinamica dei tassi di interesse e di altri fattori esogeni, come i tassi di disoccupazione, i
tassi di crescita dell’economia, gli effetti stagionali e I'eta della polizza. Il legame con altri
elementi esogeni ¢ mostrato anche in [71], dove oltre alle variabili endogene e i tassi di interesse
sono osservati altri elementi rilevanti ai fini della stima dei tassi di riscatto, tra questi: tassi di
disoccupazione, crescita economica, effetti stagionali e antidurata della polizza.

In [27] & studiata la valutazione risk-neutral delle participating life polizze con garanzie di riscatto
con un meccanismo di default anticipato, mostrando che 'azionista preferisce adottare una
strategia di investimento meno rischiosa se gli assicurati sono in grado di riscattare il contratto
in modo ottimale.

In [99] viene osservato il rischio di riscatti all’interno di un portafoglio in run-off (i.e. chiuso al
nuovo business) di contratti assicurativi individuali Long Term Care di una compagnia spagnola.
Si giunge alla conclusione che una conoscenza insufficiente dei prodotti finanziari possa essere
una delle principali cause dei riscatti.

In [88] si analizza il variare del valore dell’opzione di riscatto in funzione dell’evoluzione dei tassi
e del PHB, osservando come il valore della opzione sia guidato principalmente dal TVFOG (Time
Value of Financial Options and Guarantees?).

In [94] si studia la propensione al riscatto di un collettivo di assicurati con contratti vita
con partecipazione agli utili, stabilendo empiricamente un legame tra riscatti, alfabetizzazione
finanziaria, consulenza finanziaria e processo decisionale euristico in condizioni di shock sul
reddito 3.

In [81] gli autori si concentrano sul lapse risk dal punto di vista della compagnia assicuratrice,
che puo ridurre il rischio mediante un opportuno design del prodotto assicurativo venduto, in
particolare sulle rendite variabili, ovvero prodotti assicurativi a contenuto finanziario. L’obiettivo
degli autori e spiegare come costruire un prodotto che sia vendibile sul mercato e appetibile per
gli assicurati, ma allo stesso tempo che disincentivi 1’esercizio dell’opzione di riscatto anche nel
worst case.

In [87] si indagano le caratteristiche statiche discriminanti per i riscatti. Gli autori osservano
maggiori riscatti nelle persone pitl anziane, negli assicurati che pagano un premio periodico e,

2Misura del valore dell’opzione di riscatto legata all’incertezza presente all’interno dei mercati finanziari.
3Come spiegato dagli autori, cid comporta una necessitd economica e porta a riconsiderare le decisioni
finanziarie.
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temporalmente, nei contratti che non presentano piu vincoli contrattuali (come le penali). Al
contrario, per motivazioni evidentemente differenti, gli individui molto poveri e molto ricchi non
sono interessati a riscattare.

In [86] si vuole fornire una previsione dei tempi di riscatto dell’assicurato, utilizzando un approccio
a rischi concorrenti, ovvero adottando una analisi della probabilita di permanenza/sopravvivenza
dei rischi nel portafoglio relativa ai riscatti, utilizzando diverse fonti di rischio. Viene inoltre
illustrato come la stima dell’intensita dei riscatti puo subire delle distorsioni in seguito alla stima
errata delle intensita delle altre fonti di rischio (seppur meno probabili).

6.2 Il Lapse Risk nella Normativa

Rapidamente e con una elevata importanza, il lapse risk ¢ diventato uno dei principali rischi
per le Compagnie Vita: i riscatti hanno un impatto diretto sulle performance finanziarie.
L’introduzione di concetti come il fair value, di nuovi vincoli di riserva e dei requisiti patrimoniali
regolamentari piu restrittivi — come richiesto in Solvencyll — hanno portato alla necessita per le
Compagnie Assicurative di monitorare e aggiornare regolarmente, nei modelli interni, le ipotesi
circa il comportamento degli assicurati.

La Direttiva Solvency II 4 riguarda il settore assicurativo relativamente alla vigilanza pru-
denziale, basandosi su un approccio di tipo risk-based: i rischi attivi e passivi cui e sottoposta
I'impresa sono centrali nel framework e occorre considerare anche la struttura di dipendenza che
si ha tra questi (approccio total balance sheet).

Come spiegato in [64]:

L’impianto normativo del regime Solvency II, a livello sovranazionale, é articolato in
piv livelli:
o Direttiva Quadro 2009/138/UE che riporta i principi fondamentali del nuovo
regime
o Regolamento 2015/35/UE (cd. Atti Delegati — misura di secondo livello) che reca

previsioni di dettaglio sul nuovo regime, di recente modificato dal Regolamento

delegato UE 2016/467

o Implementing Technical Standard (ITS) che [...] reca misure volte a discipli-
nare piu in dettaglio disposizioni del nuovo regime in un’ottica di convergenza
regolamentare®

e Linee guida emanate dall’EIOPA, che come misure di terzo livello sono volte
anche queste a supportare la convergenza dell’attivita di vigilanza.

L’obiettivo € gestire al meglio i rischi ("in maniera efficace ed efficiente’, [64]), determinando il
cd. Solvency Capital Requirement (SCR), ovvero il requisito di capitale © nel rispetto dell’obiettivo
principale, ovvero la tutela del consumatore (i.e. 1’assicurato).

L’impianto si regge su tre pilastri [62]

1. Requisiti Quantitativi

“Entrata in vigore il 01/01/2016, ha sostituito 14 direttive precedenti e 28 regolamentazioni nazionali.

5Per la convergenza e omogeneizzazione a livello Comunitario, si parla di SRP (Supervisory Review Process).

511 SCR puod essere calcolato in diversi modi, a seconda delle preferenze e delle possibilita della Compagnia
si pud infatti preferire un modello interno (totale o parziale) o I'utilizzo della standard formula, si potrebbero
utilizzare anche, laddove possibile, i cd. Undertaking Specific Parameters nel No-Life.
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va

2. Requisiti Qualitativi: governance, I'internal control e il risk management

3. Requisiti Informativi: che sia verso ’Autorita di Vigilanza (Supervisory Reporting) o
pubblico (Public Disclosure)

Osservazione 6.2.1. La Direttiva 2009/138/UE e le linee guida emanate da EIOPA non
hanno effetto diretto sui singoli Paesi e devono percio essere recepite nella normativa
nazionale. Nell’ordinamento italiano, per quanto concerne la Direttiva cido ¢ avvenuto
mediante 'aggiornamento del Codice delle Assicurazioni, mentre per quanto riguarda le
linee guida del’EIOPA, queste sono state recepite dall’TVASS attraverso ’emanazione e/o la

modifica di Regolamenti.
|

In [32], per il lapse risk, sono definiti i seguenti:

Articolo 26 - Comportamento dei contraenti

Nel determinare la probabilita che i contraenti esercitino le opzioni contrattuali, fra
cui estinzione anticipata e il riscatto, le imprese di assicurazione e di riassicurazione
effettuano un’analisi del comportamento passato dei contraenti e una valutazione
prospettica del comportamento atteso di tali contraenti. L’analisi tiene conto di tutti
1 sequenti aspetti:

(a) quanto sia stato e quanto sard vantaggioso l’esercizio delle opzioni per i contraenti
nelle circostanze esistenti al momento di tale esercizio;

(b) Uinfluenza di condizioni economiche passate e future;

(c¢) Uimpatto di misure di gestione passate e future;

(d) ogni altra circostanza che potrebbe influenzare le decisioni dei contraenti sulla
possibilita di esercitare le opzioni.

La probabilita é ritenuta indipendente dagli elementi di cui alle lettere da a) a d) solo
se sussistono prove empiriche a sostegno di tale ipotesi.

Articolo 30 - Incertezza dei flussi di cassa

La proiezione dei flussi di cassa utilizzata nel calcolo della migliore stima, esplici-
tamente o implicitamente, tiene conto di tutte le incertezze dei flussi di cassa, vi
comprese tutte le sequenti caratteristiche:

(e) Uincertezza riguardante il comportamento dei contraenti;

(f) la correlazione tra due o piu cause di incertezza;

(g) la correlazione tra flussi di cassa e circostanze prima della data del flusso di cassa.

Articolo 32 - Opzioni contrattuali e garanzie finanziarie

Nel calcolare la migliore stima, le imprese di assicurazione e di riassicurazione tengono
conto di tutto quanto seque:

(a) tutte le garanzie finanziarie e le opzioni contrattuali incluse nelle loro polizze di
assicurazione e di riassicurazione;

(b) tutti i fattori che possono influire sulla probabilita che i contraenti eserciteranno
le opzioni contrattuali o escuteranno le garanzie finanziarie.

Articolo 34 - Metodi di calcolo

L]

2. La scelta dei metodi attuariali o statistici per il calcolo della migliore stima si basa

al
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sull’idoneita a riflettere i rischi che influiscono sui flussi di cassa sottostanti e la
natura delle obbligazioni di assicurazione e di riassicurazione. I metodi attuariali e
statistici sono in linea con tutti i dati pertinenti disponibili per il calcolo della migliore
stima e si avvalgono di tutti questi dati.

4. Le imprese di assicurazione e di riassicurazione analizzano la misura in cui il
valore attuale dei flussi di cassa dipende dall’esito previsto di eventi e sviluppi futuri
e dal modo in cui lesito effettivo in alcuni scenari potrebbe discostarsi dall’esito
previsto.

5. Qualora il valore attuale dei flussi di cassa dipenda da eventi e sviluppi futuri di
cui al paragrafo 4, per il calcolo della migliore stima dei flussi di cassa le imprese di
assicurazione e di riassicurazione usano un metodo che tenga conto di tali correlazioni.

Nella [63] per i riscatti & spiegato
4. Ipotesi sottostanti al calcolo delle riserve tecniche

[-..] Nell’ambito della proiezione dei flussi di cassa assumono tuttavia un ruolo
preponderante, oltre che le ipotesi richiamate, anche quelle relative ai riscatti e al
comportamento degli assicurati (Policyholder Behaviour).

In merito alle ipotesi di riscatto si evidenzia la necessita che le imprese effettuino
le calibrazioni su serie storiche di dati robuste, individuando un numero di cluster
appropriatamente bilanciato al fine di generare ipotesi aderenti alle caratteristiche
di ciascuna classe omogenea di contratti e consentire, allo stesso tempo, analisi
statistiche affidabili. [...]

In generale, per migliorare la calibrazione delle ipotesi alle varie epoche di valutazione,
le frequenze di riscatto dovranno essere verificate ex-post mediante opportune analisi
di coerenza (ad es. backtesting), da condurre separatamente per ciascuno dei cluster
individuati in fase di definizione delle ipotesi. [...]

Per quanto riguarda il Policyholder Behaviour, deve essere posta particolare attenzione
a valutare il grado di consapevolezza dei contraenti rispetto al valore delle opzioni
contrattuali e delle possibili relazioni con le variabili che descrivono 'andamento dei
mercati finanziari. Pertanto, qualora Ueffetto di tali fattori di dinamicita non sia
ritenuto rilevante, la scelta deve essere adeguatamente argomentata e supportata da
valutazioni appropriate.

A titolo esemplificativo possono essere utilizzate analisi di correlazione tra il com-
portamento degli assicurati e il differenziale tra i rendimenti attribuiti in polizza e i
rendimenti consequibili da investimenti alternativi (investimenti benchmark).

Anche per quanto riguarda la modellizzazione dei fattori di dinamicita, é necessario
procedere, laddove necessario, ad una clusterizzazione del portafoglio coerente con i
differenti comportamenti messi in atto da ciascun segmento di contratti.

L’art.26 del [32] trova ulteriore supporto nell’art. 41 del Regolamento IVASS 18/2016, dove
si spiega
Art. 41 - Ipotesi sul comportamento dei contraenti

1. Le ipotesi relative al comportamento dei contraenti di cui all’articolo 26 degli Atti
delegati sono supportate da evidenze statistiche ed empiriche.

2. Ai fini del comma 1, limpresa considera che i contraenti possano esercitare le
opzioni contrattuali in maniera economicamente razionale. A tal fine, l'impresa tiene
conto della consapevolezza dei contraenti rispetto al valore delle opzioni contrattuali e
delle loro possibili reazioni alla mutevole situazione finanziaria dell’impresa.
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In conclusione, nella Direttiva Solvency II ([61]) & indicato

Articolo 79 - Valutazione delle garanzie finanziarie e delle opzioni
contrattuali incluse nei contratti di assicurazione e di riassicurazione

Quando calcolano le riserve tecniche, le imprese di assicurazione e di riassicurazione
tengono conto del valore delle garanzie finanziarie e di tutte le opzioni contrattuali
incluse nelle polizze di assicurazione e di riassicurazione.

Qualsiast ipotesi fatta dalle imprese di assicurazione e di riassicurazione rispetto alla
probabilita che i contraenti esercitino le opzioni contrattuali, comprese le estinzioni
anticipate e i riscatti, é realistica e basata su informazioni attuali e credibili. Le
ipotesi tengono conto, esplicitamente o implicitamente, dell’impatto che le future
variazions delle condizioni finanziarie e non finanziarie potrebbero avere sull’esercizio
di tali opzioni.

6.3 Overview: comportamento razionale nei riscatti

La ricerca attuariale che esplora le determinanti del comportamento di riscatto delle polizze
assicurative sulla vita si € concentrata principalmente su due teorie chiave:

o Ipotesi del tasso di interesse (IRH)
Gli assicurati sono visti come ottimizzatori finanziari razionali che riscattano la polizza per
reinvestire altrove se i tassi di interesse (o i rendimenti di mercato) salgono sufficientemente
al di sopra del tasso di rendimento della polizza.

o Ipotesi del fondo di emergenza (EFH)
I riscatti si verificano perché gli assicurati devono affrontare esigenze personali di liquidita
o difficolta finanziarie (ad esempio, perdita del lavoro, spese impreviste), e pertanto sono
costretti a recuperare i risparmi dalle polizze assicurative.

La teoria IRH suggerisce percio che i tassi di riscatto delle polizze diminuiscono all’aumentare
dei rendimenti interni (come la partecipazione al surplus), mentre aumentano in risposta a
rendimenti esterni piu interessanti. Sebbene entrambe le ipotesi siano state esaminate in
diversi studi empirici ([40]), i risultati empirici rimangono inconcludenti, con I'IRH che riceve
generalmente un supporto empirico piu forte rispetto all’EFH. In effetti, [79] afferma che ’In
other words, the interest rate hypothesis is favored against the emergency fund hypothesis in
the sense that the interest rate is more economically significant than the unemployment rate in
explaining the lapse rate dynamics.’

Il problema dei riscatti nel settore assicurativo ¢ analogo al comportamento di rimborso anticipato
dei mutui nella letteratura sul reddito fisso. Infatti, una polizza di assicurazione sulla vita con
un’opzione di riscatto € simile a un mutuo ipotecario con un’opzione di rimborso anticipato: in
entrambi i casi, il contraente (assicurato o mutuatario) ha il diritto di "risolvere" anticipatamente
il contratto, solitamente quando ¢ finanziariamente vantaggioso farlo (o per esigenze personali)”.
Tuttavia nell’assicurazione sulla vita l'ipotesi del tasso di interesse (IRH) suggerisce che i tassi
di riscatto siano negativamente correlati ai rendimenti interni delle polizze — come il tasso di
accredito/rendimento — e positivamente correlati ai tassi di rendimento esterni — come i tassi
di interesse di mercato o i rendimenti azionari ([30] e [79]). Questa caratteristica ¢ il presupposto
che giustifica I'uso di curve a S per descrivere il comportamento dinamico dei contraenti di
riscatto nei contratti di assicurazione sulla vita. Al contrario, nei mercati dei mutui, i tassi di

"L’elemento razionale per il riscatto o il rimborso anticipato ¢ simile all’esercizio dell’opzione quando il valore
di riscatto/rimborso immediato supera il valore di continuazione del contratto.
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pre-pagamento sono tipicamente negativamente correlati ai tassi di interesse. Questa relazione e
ben consolidata nella letteratura sui mutui [109], [115], e si allinea con il comportamento razionale

dei contraenti ipotizzato in [8]. Di conseguenza, i tassi di prepagamento dei mutui possono

essere modellati da una funzione lineare crescente guidata, almeno, dai tassi di interesse, con un

limite minimo fissato pari a un tasso di turnover ([25]). Il tasso di turnover riflette i pagamenti
anticipati che si verificano per ragioni non correlate ai tassi di interesse, ma probabilmente

correlate alle fluttuazioni macroeconomiche. Inoltre, sia nel contesto dei mutui che in quello

assicurativo, i modelli spesso incorporano eterogeneita non osservate per tenere conto di differenze
comportamentali non rilevate dai dati, come ’avversione al rischio o I'alfabetizzazione finanziaria.

Osservazione 6.3.1. Il Burnout € una manifestazione di questa diversita nascosta: nel
tempo, gli individui piu propensi ad agire — rimborsando anticipatamente un prestito o
riscattando una polizza — lo fanno, lasciando nel portafoglio una popolazione meno reattiva.
Non tenere conto di questa eterogeneita pud portare a stime distorte del modello. Nel
contesto assicurativo, [104] considera il fenomeno del burnout una sorta di effetto "shock
(di massa)". Tuttavia, a causa della limitatezza dei dati, non ¢ ancora stato validato
empiricamente. L’autore osserva che la modellazione del burnout nel settore assicurativo
presenta significative sfide metodologiche: sebbene sia tecnicamente fattibile approssimare il
burnout all’interno di un modello lineare generalizzato (GLM), questo approccio rischia di
sovradimensionarsi e manca di robustezza in assenza di dati storici adeguati. Con Ievolversi
delle condizioni di mercato e la disponibilita di serie temporali piu lunghe, I’inclusione
degli effetti del burnout potrebbe diventare piu fattibile, potenzialmente attraverso tecniche
di modellazione alternative piu adatte a catturare l’eterogeneita comportamentale e le

dinamiche temporali.
n

6.3.1 Modelli per il Lapse Rate: Two-Stage model

Nella pratica attuariale delle assicurazioni sulla vita, caratterizzate da contratti a medio-lungo

termine, & consuetudine ([8], [40]) scomporre il tasso di riscatto in due componenti:

« endogena: componente "di base" legata ai processi decisionali interni dell’individuo. Pertanto
¢ indipendentemente dalle variazioni di fattori esterni e in questo senso € anche definita
scenario-independent.

e esogena: distingue il modello dinamico da quello statico e collega il tasso di riscatto al
comportamento specifico dell’assicurato in base allo scenario esterno.

Osservazione 6.3.2. Sono presenti ulteriori distinzioni meno diffuse in letteratura, ma
che malgrado utilizzino definizioni diverse, convergono nel contenuto. Ad esempio, in [23]
il tasso di riscatto viene suddiviso in una componente irrazionale — comportamento di
base e indipendente dagli sviluppi del mercato finanziario — e una componente razionale —
legata alle variazioni nel comportamento dell’assicurato a seguito dell’evoluzione dei mercati

finanziari
| |

Per modellare i tassi di riscatto sono stati sviluppati e sono comunemente utilizzati due

approcci:
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o modello one-stage: il tasso ¢ rappresentato considerando la presenza di componenti statiche
e dinamiche nel loro complesso — ad esempio in [72], [87];

e modello two-stage: in primo luogo, la componente di base viene modellata considerando le
caratteristiche della polizza e del contraente; in secondo luogo, viene preso in considerazione
un fattore di correzione per modellare la dipendenza del tasso di ricaduta da un insieme di
variabili esterne (ad esempio, quelle del mercato finanziario). Questo fattore di correzione
¢ definito "Dynamic Lapse Multiplier' (DLM).

Osservazione 6.3.3. Un approccio alternativo alla modellizzazione dei riscatti ¢ fornito in
[14] dove, anziché il tasso di riscatto, viene studiata l'intensita di riscatto e la sua dipendenza
rispetto a condizioni macroeconomiche.

L’intensita e definita dalla seguente

t
T = 1—eft*1

(WP (s)+u(s,0)]ds
con @ vettore di variabili dinamiche.

La logica dietro i modelli dell’intensita di riscatto rimane comunque coerente con quanto
svolto nella modellizzazione dei tassi, distinguendo una componente statica e una dinamica.
Questi modelli, noti come modelli a decremento multiplo, lavorano sull’intensita di riscatto

andando a dividerla nella componente dinamica e quella deterministica. .

Il modello two-stage ¢ una metodologia ampiamente adottata nel mondo accademico e nel-
I'industria attuariale, con la scomposizione del lapse rate in una componente base (idiosincratica,
spesso attribuita a motivi personali, dati demografici degli assicurati,...) e una componente
dinamica (sistematica, legata ad elementi esterni come tasso di disoccupazione, PIL, tassi di
interesse,...). Per questa seconda componente, diversi approcci sono proposti dal settore ([56],
[95]) e dall’autorita di regolamentazione europea [39]. Questo approccio two-stage € tipico di
molte applicazioni assicurative e costituisce una delle due applicazioni del presente Capitolo:
seguendo la prassi di settore, a partire dalla componente di base stimata e fissata dopo la prima
fase, si calcola un fattore moltiplicativo (il DLM precedentemente definito) che opera una rettifica
della componente base al variare dei fattori esterni.

Seguendo quanto indicato in [12] [10], si ha la scomposizione presente in Eq. (6.1), dove ¢
possibile isolare® e analizzare la componente puramente dipendente dallo scenario:

r(Z,8e.Y.Bp) =r""(Z,BB) ¥(Y;Bp) (6.1)
con

rBaese & il tasso base, dipendente da un insieme di parametri 8g e da un insieme Z di

fattori di rischio tecnico (ad esempio, tipologia di prodotto e caratteristiche dell’assicurato);

e ¢ & la funzione del DLM utilizzata per introdurre il fattore di correzione per il compor-
tamento dinamico. Dipende da un insieme di parametri 3p e da un insieme Y di fattori
ambientali (ad esempio, economici e/o finanziari).

Assumendo il tasso nell’Eq. (6.1) valori compresi tra 0 e 1, ¥(Y; Bp) deve avere i seguenti
limiti
o
) 7aBase(ZHBB)

81 approccio two-stage implica l'indipendenza e una stima separata per le due componenti.

r(Z,88,Y,Bp) €[0,1] = (Y;Bp) < |0
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6.3. Overview: comportamento razionale nei riscatti

Nell’applicazione fornita nella Sezione 6.5 la Y sara definita da un = A,,,;; corrispondente
allo spread tra un rendimento di mercato "benchmark" e il tasso di credito della polizza: questo
spread, intuitivamente, misura il costo-opportunita di mantenere il denaro nella polizza.
Malgrado vi siano molteplici potenziali fattori che possono influenzare i riscatti modellando
comportamenti pitt complessi dei contraenti (come disoccupazione o shock del reddito, [40]),
la scelta di ridurre Y ad un singolo elemento finanziario trova giustificazione sia nell’obiettivo
dell’analisi, ovvero di mostrare un modello regressivo copula-based unifattoriale?, in particolare
lo spread di mercato utilizzato trova una spiegazione nelle seguenti considerazioni:

e E’ riconosciuto sia nella pratica di settore che nella Normativa UE - EIOPA - come il
fattore chiave del comportamento dinamico degli assicurati in caso di riscatto ([39], [56],

[95]).

o E utilizzato nella letteratura accademica per spiegare il comportamento razionale in caso
di riscatto ([72], [88]).

o E facilmente implementabile nei software attuariali, potendo simularlo tramite generatori
di scenari economici (ESG) utilizzando curve dei tassi di interesse, spread creditizi o altre
variabili di mercato.

L’approccio proposto dal modello Two-Stage, presuppone dunque indipendenza tra la compo-

nente statica "idiosincratica" e quella dinamica. Di conseguenza, cio si traduce nell’ipotesi che
I’elemento base sia un tasso di riferimento statico e che tra i portafogli vi sia comonotonicita al
variare della componente dinamica.
Sebbene sia comoda, questa ipotesi semplificatrice pud non essere applicabile in circostanze
specifiche. Ad esempio, in periodi di recessione economica, altri fattori come la disoccupazione
o il fabbisogno di liquidita potrebbero incrementare il tasso di riscatto e distorcere i risultati
del modello: in questo contesto lo spread di mercato raggiunge tipicamente valori elevati e di
conseguenza si andrebbe a sovrastimare la dipendenza di coda tra le variabili, in realta legate
entrambe a fattori esterni non considerati.

Osservazione 6.3.4. Alcuni fattori non di mercato come la disoccupazione possono altresi
determinare variazioni sul tasso di riscatto, malgrado I’evento di per sé sia legato a condizioni
individuali (es. la perdita di lavoro), costituendo di fatto una componente sistematica del
modello. Per evitare una errata classificazione come "eventi imprevisti", un modello pitu
ampio e complesso puo essere elaborato implementando al suo interno tali fenomeni. Tuttavia,
come gia osservato, malgrado la ricerca empirica di settore non abbia fornito una risposta
conclusiva, vi € un maggiore supporto empirico per la descrizione dei riscatti secondo 'IRH
piuttosto che 'EFH. Un modello piu completo potrebbe percio implementare la teoria EFH
e incorporare ulteriori fattori di rischio, come i tassi di disoccupazione o gli shock di reddito,
o ancora tenere conto esplicitamente dell’eterogeneita dei contraenti, come proposto ad

esempio da [1] nella letteratura sui mutui.
|

Malgrado il modello utilizzato possa semplificare la realta in alcune situazioni, I’approccio
descritto rimane allineato alla prassi di settore e costituisce un valido compromesso tra parsimonia
e realismo.

9Cosi da mantenere I’analisi piti trattabile e orientata a comprendere il fenomeno e lo strumento, ancor prima
di entrare nei tecnicismi dello strumento. L’obiettivo € agevolare la comprensione del modello evitando di utilizzare
copule multivariate o modelli vine-copula, la cui estensione & semplice.
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6.4. Severity nei Riscatti Parziali

Proseguendo nel Capitolo, sono presentate due applicazioni originali che mostrano come
le Copule possono essere utilizzate nella modellizzazione del PHB sia per quanto riguarda le
caratteristiche endogene che quelle esogene, sia per la severity che per la frequency del fenomeno
dei riscatti.

Nella Sezione 6.4, verra analizzata la Severity dei riscatti parziali su un portafoglio di contratti
assicurativi in condizioni stabili di mercato. Sara fornito inoltre un confronto con uno strumento
ampiamente utilizzato nella pratica di settore per questi contesti: la Beta Regression.
Successivamente, nella Sezione 6.5, le variazioni dinamiche nel tasso di riscatto saranno catturate
dallo spread di mercato e il modello Two-Stage sara utilizzato per studiare la dipendenza tra il
tasso di riscatto e lo spread, come indicato nella (6.1).

Si sottolinea che nelle due analisi I'attenzione sara rivolta alle famiglie di copule continue
classiche e che ammettono una densita. Nella teoria delle copule € possibile infatti modellizzare
senza questa restrizione, come avviene ad esempio con le copule singolari per rappresentare
risultati perfettamente correlati in scenari estremi. Nel contesto dei riscatti questi eventi estremi
potrebbero corrispondere a uno scenario di crisi sistemica in cui tutti gli assicurati riscattano
contemporaneamente (ad esempio, mass lapse o burnout). Estensioni delle applicazioni fornite
potrebbero utilizzare una combinazione delle copule con elementi di massa puntiforme, cosi da
gestire eventuali comovimenti estremi.

6.4 Severity nei Riscatti Parziali

L’analisi di variabili di risposta continue limitate a intervalli di lunghezza finita & rilevante
in un’ampia varieta di discipline per studiare percentuali, proporzioni o frazioni. Alcuni degli
approcci di regressione per U'intervallo aperto in (0, 1) sono descritti in [70]. Un’applicazione in
campo attuariale della regressione beta ([44]) estesa per consentire I'intervallo chiuso & fornita da
[11]. Separando le distribuzioni marginali dalla struttura di dipendenza, le copule possono essere
uno strumento a supporto dell’analisi delle distribuzioni limitate e, in contesti regressivi, possono
inserirsi nel ventaglio di strumenti gia presenti in letteratura per lo studio delle distribuzioni
condizionate.

Malgrado sia possibile svolgere tale analisi utilizzando copule n-dimensionali (n-copule), sia
in presenza di variabili continue che discrete - si osservi ad esempio [4] - per i motivi gia de-
finiti nel Capitolo 4 I'impianto metodologico utilizzato sara quello della Pair Copula Construction.

Nella seguente applicazione si considera un portafoglio di ¢ = 1,625 polizze vita parzialmente
riscattate. Nell’analisi regressiva svolta, la variabile risposta ¢ la percentuale di riserva riscattata
dall’assicurato nell’anno ((Lapse%)) e le sei variabili esplicative sono

e RA - Variabile continua
Ammontare della riserva matematica all’inizio dell’anno;

e LD - Variabile discreta
L’antidurata del riscatto: le osservazioni di questa variabile sono comprese tra 3 e 18 anni
dall’emissione del contratto;

e PA - Variabile categorica ordinale
L’importo dei premi versati, suddivisi in quattro classi: inferiore a 10.000 € (classe 1),
compresa tra 10.000 € e 20.000 € (classe 2), compresa tra 20.000 € e 30.000 € (classe 3),
superiore a 30.000 € (classe 4);

e PT - Variabile categorica dicotomica
Il tipo di pagamento del premio : premio unico o periodico;
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6.4. Severity nei Riscatti Parziali

e Gender - Variabile categorica dicotomica
genere dell’assicurato;

e Age - Variabile discreta
Eta dell’assicurato al momento della stipula del contratto: tra 14 e 85 anni.

Si sottolinea che nell’analisi corrente, le variabili categoriche dicotomiche sono state pre-
processate per essere gestite come discrete in quanto, non dovendo essere codificate mediante
pit dummies, per variabili binarie questa codifica non influenza 'interpretabilita del modello e
fornisce buoni risultati.

Inoltre, si precisa che il modello utilizzato di seguito per descrivere la struttura di dipendenza &
stato limitato all’'uso di copule bivariate parametriche, escludendo percio distribuzioni kernel
come la Transformation Local Likelihood Copula ([117]).

Come gia definito, I’obiettivo dell’analisi ¢ mostrare come in alcuni contesti il poter effettuare
una regressione sulla struttura delle dipendenze, senza preoccuparsi della distribuzione delle
marginali e di eventuali limiti, consenta a questo strumento di prestarsi a contesti diversi con
flessibilita.

6.4.1 Best Practice: la Beta Regression

La distribuzione Beta negli ultimi anni ha trovato una crescente applicazione in diversi settori,
considerando la sua capacita di modellare dati nell’intervallo (0,1), come ad esempio i tassi.
L’ampio interesse per questo strumento e principalmente legata alla difficolta di interpretazione
e, in altri casi, al mancato rispetto dell’assunzione di normalita.

Il modello Beta Regression (BR, [44]), seguendo una logica simile ai classici modelli GLM,
consente di modellare e interpretare piu agevolmente il legame tra una variabile risposta Y,
distribuita come una Beta, e un vettore di covariate (X1, ..., Xp).

Sia Y ~ B(a,b), la sua media e varianza sono rispettivamente

a a a-b _ 1 —p)
Bl == Vel = arery T 11y

dove, svolgendo un parallelo coi GLM, p(1 —p) = V(p) € la variance function del modello, u ¢ la
media e ¢ € un parametro di precisione che regola la dispersione.

Data una generica osservazione 4, la media condizionata pu; € definita come

i = E[Y |21, 00, 2i0] = g7 (Bo + B1wig + oo + Buin) (6.2)

con g link function.

Per dimostrare come la Copula Regression sia uno strumento adatto ed efficace nell’analisi di
regressione di una variabile limitata, nel seguito sara svolto un confronto del modello con un
modello standard di Beta Regression. Una disamina delle varie link function applicabili in questo
contesto & fornita in [84], nel caso in esame ’analisi ¢ stata performata attraverso il package
betareg di R e la migliore stima ¢ stata ottenuta con una link function di tipo Probit.

6.4.2 BR vs Copula-based approach

Per la stima delle marginali nel modello Copula-based, si & scelto di utilizzare delle distribuzioni
non parametriche Kernel di tipo univariate local polynomial ([43]). Ne segue un modello copula
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6.4. Severity nei Riscatti Parziali

complessivamente semiparametrico, dove le marginali sono non parametriche e la struttura di
dipendenza e parametrica.

L’ordine delle variabili selezionate dal modello di D-Vine ¢ Lapse’,, PT, RA, PA, Gender, LD,
Age, e la struttura della Vine é sintetizza nella Tabella 6.1.

Tree E Variabili Set Condizionante Famiglia Par 1 Par 2
1 1 Lapse% , PT - Clayton 270° 0.9 -
1 2 PT,RA - BB7 2.39 1.39
1 3 RA,PA - BBS8 2.87 0.99
1 4 PA , Gender - t -0.03 2
1 5 Gender , LD - BBS8 180° 1.03 0.9
1 6 LD, Age - BBS8 90° 3.23 0.39
2 1  Lapse% , RA PT BBS8 90° 1.11 1
2 2 PT,PA RA BB6 180° 4.45 5.62
2 3 RA, Gender PA BBS8 180° 1.04 0.99
2 4 PA,LD Gender BBS8 90° 3.58 1
2 5 Gender , Age LD BBS8 180° 1.61 0.26
3 1 Lapse% , PA PT , RA BBS8 90° 1.22 1
3 2 PT, Gender RA | PA t -0.11 2
3 3 RA,LD PA , Gender Gaussian 0.17 -
3 4 PA, Age Gender , LD BBS 7.6 0.41
4 1 Lapse% , Gender PT  RA , PA Joe 180° 1.12 -
4 2 PT,LD RA , PA , Gender BBS8 270° 5.37 0.62
4 3 RA ) Age PA | Gender , LD t 0.01 16.73
5 1 Lapse% , LD PT , RA , PA , Gender BBS8 180° 1.11 0.92
5 2 PT, Age RA , PA , Gender , LD BB7 1.06 0.27
6 1  Lapse% , Age PT , RA , PA, Gender , LD BBS 180° 1.09 0.95

Tabella 6.1: Struttura D-Vine stimata

La struttura di dipendenza consente di ottenere il modello CR descritto nella Tabella 6.2

CLL CAIC p-Value

PT 148.05 -294.1 2.34e-66
RA 15.65 -27.29  1.60e-07
PA 5.9 -7.8 2.74e-03
Gender  5.66 -9.3 7.7e-04
LD 4.39 -4.79  1.24e-02
Age 3.96 -3.9 1.9e-02

Tabella 6.2: Contributo delle variabili al modello

Si osserva che nel caso in esame la tipologia di premio (unico o periodico), influisce fortemente
sul fenomeno. Tale risultato viene riscontrato anche nell’analisi tramite Beta Regression

Procedendo con il confronto tra i modelli CR e BR, uno step puo essere quello di verificare
come questi stimano la media. Il valore osservato della media ¢ 61.56%, pit vicino a quello
ottenuto dalla CR (61.66%) che a quello della BR (60.85%). Si sottolinea che questo risultato
puo essere giustificato anche dal diverso numero di parametri utilizzati dai due modelli: 39 per
la CR e solo 8 per la BR.

Malgrado ci sia un maggior numero di parametri, come gia evidenziato nel Capitolo 5, in una
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Vine Copula gli stessi parametri sono utilizzati anche per svolgere regressione quantilica ed ¢
proprio sui quantili che si sposta ora 1’analisi, confrontando la distribuzione media dei quantili
condizionati nei due modelli.
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Figura 6.1: Analisi grafica dei residui

Nel pannello (a) della Figura 6.1 ¢ mostrata la densita della variabile risposta condizionata,
ottenuta come media per ogni livello di probabilita a = {0.01,0.02,...,0.99}, dei quantili
condizionali di ciascun modello come:

4
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La forma della curva della BR ¢ pit regolare di quella CR, poiché la marginale nel secondo modello
& stimata mediante stimatori di densita kernel univariate local polynomial, mentre il primo si
basa su un approccio parametrico. Nel pannello (b) ¢ invece riportato il QQ Plot dei quantili
condizionati medi, per evidenziare la forte somiglianza della stima ottenuta con CR e BR.

Infine, per indagare le differenze tra le previsioni di CR e BR, si consideri la variabile Lapse
Duration (LD). Nella Figura 6.2 viene mostrata l'influenza di LD sia sulla media (cerchi) che sui
percentili 2,5% (quadrati) e 97,5% (triangoli) per ogni () i =1,...,¢, quindi li rappresentiamo
graficamente rispetto a x;;,j = 1,...,n e aggiungiamo una curva uniforme attraverso ciascuna
nuvola di punti.

La forte influenza della variabile relativa al pagamento del premio (PT), gid osservata
nella Tabella 6.2, genera una netta separazione nelle osservazioni, pitt marcate nel modello
di BR che nella CR dove viene utilizzato il jittering. Seppure le osservazioni presentino una
diversa dispersione, a seguito della diversa gestione delle marginali, le linee smussate mostrano
comportamenti coerenti nei due modelli fornendo quindi dinamiche simili per il comportamento
della variabile dipendente condizionata alla Lapse Duration.

6.4.3 Conclusioni

Il confronto fornito nella Sezione 6.4.2 mostra come un modello di Copula Regression sia
idoneo a descrivere fenomeni con variabili limitate tuttavia, considerato ’effort computazionale
e ’elevato numero di parametri, quando la variabile dipendente presenta una distribuzione di
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Figura 6.2: Influenza della Lapse Duration sulla variabile risposta

tipo beta o pud comunque essere approssimata da tale distribuzione, un modello BR puo essere
preferito per la sua parsimonia.

In letteratura, tuttavia, ’attenzione & spesso rivolta a prodotti con obiettivo di investimento come
le gestioni separate, le polizze unit linked o di capitalizzazione, per i quali il diritto di riscatto
della polizza puo essere esercitato liberamente e una modellizzazione tramite Beta Regression
puo risultare idonea.

Meno esplorato ¢ il campo dei prodotti di risparmio come i Fondi Pensione per i quali, nel
sistema normativo italiano, il diritto di richiedere anticipatamente una prestazione (riscatti
parziali e anticipazioni) & legato a determinate condizioni e limiti. In questo contesto, la
distribuzione dei riscatti, sia in termini di frequenza che di importi, presenta un comportamento
diverso rispetto a quello tipicamente osservato in letteratura, portando a dinamiche che possono
essere simili a quella di seguito descritta.

Ad esempio, 'esercizio di tali opzioni in un prodotto previdenziale, oltre a eventuali vincoli
temporali, presenta le soglie e condizioni che influenzano la distribuzione degli importi

o fino al 75% per spese sanitarie o acquisto/ristrutturazione della prima casa di abitazione
e fino al 30% per ulteriori esigenze non documentate

e 50% per cessazione dell’attivita lavorativa con conseguente inoccupazione per un periodo
minimo di 12 mesi e massimo di 48 mesi

In questo caso la distribuzione marginale della variabile si configura come una mistura, spesso
con punti di massa sui valori 30%, 50% e 75%, rendendo impossibile uno studio tramite Beta
Regression.

In simili contesti, la Copula Regression consente di costruire una distribuzione marginale ad hoc
per la variabile risposta senza il vincolo di scegliere tra le classiche distribuzioni parametriche,
consentendo cosi di studiare il fenomeno.

6.5 Frequency nei Riscatti Totali

Nell’analisi che segue, il tasso base di riscatto riflette il comportamento strutturale, o
idiosincratico presente in condizioni stabili, mentre la componente dinamica cattura i riscatti
aggiuntivi causati da variazioni nel mercato finanziario.

Come gia argomentato, si assume che lo spread di mercato A, sia il principale fattore dinamico.
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6.5.1 Best Practice: la Non Linear Double-Sigmoid

Recenti sviluppi nella pratica e nella letteratura attuariale utilizzano nel secondo stage dei
modelli a doppia S, non smussati ([80],[31]) o smussati ([10]) per stimare la dipendenza tra
tasso di riscatto e spread di mercato. Ad oggi, il modello piu diffuso nella pratica per I’analisi
del DPHB ¢ un modello two-stage con una doppia funzione lineare, che presenta pero alcune
limitazioni come la non differenziabilita.

Gli approcci sopracitati si basano sul presupposto economico che gli assicurati non modifichino il
loro comportamento per piccoli valori dello spread A, ¢, mentre all’aumentare (diminuire) del
suo valore, il tasso di riscatto dovrebbe aumentare (diminuire) pitt o meno rapidamente.

In [10], la funzione utilizzata per modellare DPHB ¢ rappresentata dalla funzione doppia
sigmoide (Figura 6.3).

_ DS . ] qmid — 9min Amax — 4mid
w(Yv BD) =q (Amkta ﬁD) = Qmin T 1+ e-a1-(Bmr—c1) + 1+ o=z Bmri—ca) (63)

con Bp = {Gmins Gmids Gmaz, 01, a2, C1, c2 }. 1 parametri ¢min, ¢mid € Gmaz SONO i valori di inizio
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Figura 6.3: An example of Double sigmoid function to model DLM for lapse behavior

(minimo), centrale e di fine (massimo) per il DLM, con gmin < Gmid < Gmaz- 1 parametri a; > 0
e ag > 0 sono legati alle pendenze delle fasi di crescita, mentre ¢; e c3 sono i relativi punti medi,
con c¢; < cg. Tali condizioni garantiscono 'esistenza di due fasi di crescita.

Si osservi che se a; = ag e ¢; = co la funzione DS collassa in una sigmoide.

In sintesi, la DS & definita in ¢”% (Ayke) : R = [Gmin, Gmaz) €d & definita da sette parametri.

In Figura 6.3, & fornito un esempio della funzione doppia sigmoide per la stima del DLM al variare
dello spread di mercato. Si nota che la funzione ¢ uguale a 1 quando (7 (Z, BB, Akt = 0,8p) =
rBase(7 Bg)) quando A, ¢ uguale a 0. Cido & dovuto all'ipotesi economica per la quale
l’assicurato deve mantenere il suo comportamento di base r?%¢ quando lo spread di mercato &
pari a 0, per cui la funzione DS deve essere uguale a 1 nel punto 0: formalmente, cio si ottiene
introducendo il vincolo matematico ¢”% (0) = gniq and ¢miq = 1. L’'imposizione di tale condizione
comporta una restrizione nella selezione dei parametri della (6.3), costituendo un vincolo non
banale sulle combinazioni parametriche ammissibili e introduce un problema sub-ottimale.
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E importante notare che solitamente nel processo di stima dei parametri si assumono altri
vincoli, in particolare si presta particolare attenzione alla stima dei parametri ¢min € ¢maz, 1
quali descrivono il comportamento asintotico degli assicurati per valori estremi dello spread di
mercato. Nella pratica, il campione ¢ solitamente molto povero, rendendo difficile una stima
corretta e rendendo percio comune e diffusa la scelta di procedere tramite "expert judgment' per
la scelta di questi valori, introducendo cosi nuovi vincoli.

Seguendo quanto mostrato in [10], i parametri della funzione DS sono stimati mediante una
regressione non lineare. Si consideri un campione di dimensione I delle v.a. DLM e A, la
regressione non lineare ([49]) basata sulla doppia sigmoide (NLDS) viene descritta dalla seguente
equazione:

DLM; = ¢”% (Apit,, Bp) + €1, 1 <i < T (6.4)

con ¢ termine di errore, tipicamente distribuito come una normale standard (media uguale a 0 e
varianza costante o2).

Per quanto riguarda gli aspetti distributivi, questo approccio consente di calcolare il DLM
atteso condizionato allo spread di mercato e agli intervalli di previsione del DLM (ovvero quantili
condizionali), basandosi sul presupposto di una distribuzione normale per il DLM. Tuttavia, gli
intervalli di previsione ottenuti sono simmetrici anche se i dati mostrano una distribuzione asim-
metrica. Per superare questo problema, ¢ possibile ottenere stime asimmetriche degli intervalli di
previsione mediante simulazione Monte Carlo applicata alla augmented covariance matrix ([120]).

Come osservato anche nell’analisi fornita nella Sezione 6.4, I'uso di copule come strumento di
regressione consente di superare alcuni vincoli e limiti presenti in altri modelli e in questo caso
nella DS. In particolare, la DS & legata a una forma specifica che puo eventualmente collassare in
una sigmoide. Si tratta di un modello costruito per fenomeni specifici che, imponendo vincoli
sui parametri, puo essere soggetto al giudizio di esperti per la definizione, ad esempio, di punti
di flesso o asintoti - nel rispetto di alcune dinamiche consolidate (assicurative, economiche,
finanziarie,...). CR e CQR sono invece strumenti privi di vincoli e struttura che, catturando
le distribuzioni marginali e la struttura di dipendenza, riescono a descrivere il fenomeno con
maggiore liberta, pur rinunciando alla possibilita di un expert judgment esterno. La flessibilita
della CR consente di ottenere qualsiasi forma funzionale per la stima variando le marginali e
la copula sottostante, non escludendo una doppia sigmoide se ritenuta adatta, aggiungendo i
vantaggi di stimare gli intervalli di predizione (CQR) con lo stesso set parametrico stimato per
la CR e modellare i quantili modellando eventuali dipendenze di coda asimmetriche tra le variabili.

In altre parole, 'obiettivo di stimare la relazione tra DLM e Az, la regressione presentata
utilizza un approccio con una singola copula bivariata come alternativa al modello NLDS proposto
in [10], superando i seguenti limiti

o Malgrado la sua flessibilita, il modello NLDS dipende strettamente dall’ipotesi di distri-
buzione gaussiana della variabile dipendente e introduce ulteriori vincoli per soddisfare
I'ipotesi economica sottostante.

e Per stimare i quantili condizionali, NLDS fornisce, come output, intervalli di previsione
simmetrici; cid implica la stima di un parametro aggiuntivo: la deviazione standard.

e CR e CQR consentono di stimare la media e 'intervallo di previsione in base alla copula
che meglio si adatta ai dati, senza dover ricorrere ad expert judgment.

Seguendo la Eq. (6.1) la stima del tasso di riscatto nel caso in esame viene effettuata come
segue

75



6.5. Frequency nei Riscatti Totali

« Primo stage: stima di #52%¢

Malgrado sia possibile utilizzare modello complessi introducendo diverse covariate nel
modello, volendo porre l'attenzione sul secondo stage viene selezionato il metodo piu
semplice per la stima del tasso base. La metodologia adottata segue quella presente in
[10], dove si usano regressioni logistiche incondizionate con variabile dipendente il tasso di
riscatto osservato.

e Secondo stage:

1. il campione dei DLM si ottiene dividendo i tassi di riscatto osservati per la stima
7Base ottenuta nella prima fase;

2. si stimano le migliori distribuzioni marginali (G1(A,k¢)) per il market spread e (G2 (v)))
per il DLM;

3. si stima la migliore copula C per la modellizzazione della distribuzione congiunta
C(G1(Amkt), G2()) e si stimano i rispettivi parametri;

4. stima del DLM atteso e gli intervalli di predizione condizionatamente allo spread di
mercato.

Per alleggerire la notazione, nel seguito la funzione dello spread di mercato ¥)(A,x¢; Bp) sara
rappresentata dalla sola .

6.5.2 NLDS vs Copula-based approach

Il portafoglio € composto da polizze vita con le seguenti tipologie contrattuali: Capitale
Differito (Pure Endowment, PE), Capitalizzazione (Capitalisation, Cap), Mista (Endowment,
End) e Rendita Differita (Deferred Annuity, DA). Sia j = 1,...,4 lindice del tipo di prodotto.
Per ogni tipo di prodotto, il dataset contiene delle osservazioni mensili tra Gennaio 2010 e
Dicembre 2020 (I = 132) per

o i tassi di riscatto mensili r;; osservati
e i valori dello spread di mercato A,k

Lo spread di mercato ¢ calcolato come differenza tra il rendimento medio mensile di un titolo
del Tesoro italiano (BTP) a 10 anni e il rendimento medio mensile accreditato alle polizze.

La scelta di un BTP decennale, e in generale di un rendimento decennale, ¢ una "good
practice" per diverse tipologie di analisi, sia in letteratura ([5], [7]) che nella pratica corrente del
mercato assicurativo vita italiano [65], dove ¢ ancora comunemente utilizzato come proxy per il
rendimento di mercato sia nei modelli interni che nelle valutazioni dell’embedded value. In Italia,
e infatti considerato un buon indicatore per descrivere le condizioni e I’andamento del mercato
obbligazionario, rappresentando in modo coerente le aspettative degli stakeholder sui tassi di
interesse. La sua struttura a basso rischio lo rende un concorrente idoneo per 'andamento dei
prodotti analizzati nel presente capitolo e caratterizzati da un basso rischio'C.

Inoltre, da una prospettiva regolamentare, la selezione di un tasso di riferimento appropriato
richiede un’analisi di correlazione tra i tassi di decadenza e lo spread tra i rendimenti accreditati

%Qualora si fossero scelti prodotti pitl rischiosi per il confronto, I’analisi avrebbe risentito delle diverse oscillazioni
dei rendimenti. Nell’ambito degli stessi BTP, la scelta di una duration piu breve per il titolo avrebbe potuto essere
"contaminata" da rendimenti piu bassi legati ad aspettative di mercato piu stabili su un intervallo temporale piu
breve, mentre per i titoli BTP con duration piu lunga si hanno tipicamente rendimenti piu elevati per assorbire
il rischio di politica monetaria, fenomeni geopolitici o altri eventi occasionali che influenzano drasticamente
I’andamento dei tassi di interesse.
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dalle polizze e i rendimenti degli investimenti alternativi. Nella nostra analisi, abbiamo valutato
diversi potenziali benchmark, tra cui i rendimenti dei BTP su diverse scadenze e la curva dei
tassi di interesse swap (IRS) di EuroSwap. Non abbiamo osservato differenze significative nelle
correlazioni risultanti.

Come anticipato nella Sezione 6.5.1, il tasso base dei riscatti per ciascuna tipologia contrattuale
TJB“SE, 7 =1,...,4 ¢ stimato da una regressione logistica non condizionata, dove le variabili
dipendenti sono i tassi di riscatto osservati per ciascuna j: cio significa che il modello ha solo un
parametro di intercetta e nessuna covariata, poiché la stima del tasso di base nell’applicazione

non distingue volutamente in termini di contraente e/o caratteristiche della polizza'!.

Dunque @Base = Lﬁ’?’j), j=1,2,3,4. I risultati delle stime sono forniti nella Tabella 6.3
I+exp(Bp,;)
Tipologia contrattuale | j ijase
Pure Endowment 1] 0.45%
Capitalisation 2 | 0.60%
Endowment 310.37%
Deferred Annuity 41 0.33%

Tabella 6.3: Stima della componente deterministica

La stima della componente fJB““ tipicamente include covariate specifiche della polizza o del
contraente (etd, duration del contratto,...), evidenze empiriche ([9]) mostrano che nel modellare
la componente dinamica non si hanno distorsioni significative sia che si usino i dati originali, sia
che si usino i dati lavorati dopo questa prima fase.

Inoltre, considerando I'Eq. (6.1), I'indipendenza implicita tra le due componenti permette di
studiare la relazione tra lo spread di mercato e i riscatti indipendentemente dalla metodologia
adottata nel primo stage. Per le sopracitate motivazioni e per porre ’attenzione sulla seconda
fase del modello two-stage, si € scelto un approccio semplice per la modellizzazione della prima, fase.

Quindi, un insieme di I = 132 osservazioni del DLM viene ottenuto dividendo il tasso di
riscatto mensile osservato r;; per la stima ff“se, definendo un campione di 4 x 132 DLM (v ;)
per ciascun tipo di prodotto e mese.

In Tabella 6.4 vengono riportate le statistiche descrittive del campione DLM. Tra le statistiche,

Tipologia contrattuale | j | Min Max  Media Dev. std.

Pure Endowment 1] 0.2866 2.1333 1.000 0.3359

Capitalisation 2 | 0.0000 4.8105 1.000 0.7463

Endowment 3 10.2964 2.4061 1.000 0.4322
4

0.0000 2.8472 1.000 0.5674

Deferred Annuity

Tabella 6.4: Statistiche descrittive del DLM nelle 4 forme contrattuali

si osserva che i valori medi sono tutti uguali a uno a causa del modello di regressione logistica
con la sola intercetta utilizzato per la stima del tasso di base, il cui output & equivalente alla

1 Con questa ipotesi semplificatrice non si esclude la possibile presenza di un collegamento tra le caratteristiche
degli assicurati e il loro comportamento in base all’evoluzione del mercato. Tuttavia, se ’analisi si concentra su
classi di rischio piu specifiche e utilizza metodologie avanzate per la componente di base, un approccio basato sulla
copula consentira di analizzare in modo coerente la dipendenza per ciascuna classe di rischio al variare del A, k:.
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media incondizionata, per definizione.

Nel seguito, sara usata la notazione X ; = 1; e Xa; = Ay, j, talvolta escludendo I'indice j.

La stima delle distribuzioni marginali (G e G2) viene effettuata tramite il pacchetto MASS di
R. Ogni distribuzione viene scelta selezionando quella con la pit alta verosimiglianza, le distribu-
zioni piu adatte a descrivere le variabili di interesse sono riportate in Tabella 6.5 distinguendo
per tipologia contrattuale.
Nell’eventualita in cui le distribuzioni non dovessero fornire un perfetto adattamento ai dati,
questo non sarebbe comunque un problema: in [72] viene dimostrato attraverso un approccio
simulativo che I’errore commesso nello scegliere distribuzioni marginali sbagliate e rilevante solo
se la scelta & profondamente sbagliata.

Tipologia contrattuale | j DLM Market Spread
Pure Endowment 1 Gamma Normal
Capitalisation 2 Weibull Normal
Endowment 3 | LogNormal Normal
Deferred Annuity 4 Weibull Normal

Tabella 6.5: Selected marginal distributions

Passo successivo € la stima della migliore copula che descriva la struttura di dipendenza. In
Figura 6.4 sono riportati gli scatterplots in scala probit delle due variabili per ciascuna j.

Pure Endowment Capitalisation Endowment Deferred Annuity

Spread
o
1
Spread
o
1
Spread
o
1

Figura 6.4: Scatterplots dei dati normalizzati

La stima e selezione della copula migliore e stata effettuata tramite il criterio della log-
likelihood, utilizzando il pacchetto R VineCopula'?, che consente di stimare, selezionare ed
eseguire un’analisi esplorativa dei dati per modelli di copula bivariata, confrontando un’ampia
gamma di copule bivariate.

In Figura 6.5, & presente un confronto tra i contour plots delle distribuzioni Kernel delle copule e
la copula parametrica stimata. In virtu della somiglianza individuata, anche ’ispezione grafica
suggerisce che le copule che le copule stimate sono adatte a descrivere il fenomeno.

Le copule stimate e i rispettivi parametri sono riportati in Tabella 6.6, insieme ai valori
assunti dal Kendall’s Tau (7x) osservato, dalla sua stima (7x) e dal p-value dei rispettivi test di

121] set di copule presenti nel pacchetto & ampio e raccoglie la maggior parte delle copule definite nel Capitolo 2.
Rimangono escluse quelle con componenti singolari, tuttavia non dovendo gestire eventi di riscatti di massa il
pacchetto & stato ritenuto idoneo all’analisi.
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Pure Endowment: Kernel Capitalisation: Kernel Endowment: Kernel Deferred Annuity: Kernel
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Figura 6.5: Confronto tra i contour plots delle distribuzioni kernel (riga superiore) e teoriche (riga
inferiore) stimate per le copule.

indipendenza asintotici basati sul Tau di Kendall ([52]). I valori bassi dei p-value (inferiori al 5%
confermano che gli assicurati sono sensibili ai cambiamenti degli scenari economico-finanziari.

Tipologia contrattuale | j Copula 01 0 Tk  TK p-value
Pure Endowment 1| Tawn Type 1 | 1.31 0.36 0.13 0.16 | 0.0073**
Capitalisation 2 BB8 1.73 093 0.22 0.19 0.0014**
Endowment 3 BBS8 2.54 0.94 0.39 0.39 | 3.07e-11***
Deferred Annuity 4 BBS& 2.16 0.89 0.29 0.34 | 9.27e-09%**

Tabella 6.6: Risultati principali della fase di stima della copula

Le strutture di copula selezionate sono biparametriche — BB8 e Tawn Tipo 1 (Capitolo 2):
il numero totale di parametri stimati per ciascun tipo di prodotto & percio pari a sei (due per
ciascuna distribuzione marginale e due per la copula).
In Figura 6.6 sono mostrate le funzioni di densita stimate per le varie copule.

6.5.3 Regression analysis with copulas

Il calcolo delle h-function e riportato in Capitolo 2. In Figura 6.7 sono mostrata la stima
della CR e della CQR.

Il trend non decrescente mostrato dalle varie tipologie contrattuali conferma il comportamento
dinamico del processo decisionale dell’assicurato: gli assicurati mostrano un aumento (riduzione)
dei riscatti quando il rendimento di mercato & superiore (inferiore) al tasso di rendimento della
polizza . La dinamica ad S segue l'ipotesi del comportamento economico razionale descritta
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Capitalisation Endowment Deferred Annuity Pure Endowment

02 Ty,

(a) Cap - BBS8 (b) End - BBS8 (c) DA- BB8 (d) PE - Tawn 1

Figura 6.6: Funzioni di densita selezionate
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Figura 6.7: Stime CR (linea continua) e CQR (linea tratteggiata). Le linee tratteggiate corrispondono
ai quantili 2,5% e 97,5%. I punti rappresentano i valori osservati.
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in [10], pur essendo 'approccio con CR e CQR privo di un presupposto sul comportamento
economico.

Per verificare la bonta di adattamento per CR, abbiamo calcolato la misura di efficienza
di Nash-Sutcliffe (NSE). L’NSE ¢ una misura statistica che permette di valutare la bonta di
adattamento di un modello ai dati utilizzando come stimatore di riferimento la media semplice.
Esso varia da —oo a 1 e il valore critico per accettare o rifiutare un modello ¢ 0, poiché

e se NSE =1 il modello & perfetto per descrivere i dati

se 0 < NSFE < 1 il modello fornisce una previsione migliore della media dei dati osservati

se NSE = 0 le previsioni del modello sono accurate quanto la media dei dati osservati
e se —00 < NSFE < 0, la media osservata ¢ un predittore migliore del modello utilizzato

Nella Tabella 6.7, si osserva che i valori NSE per ciascuna tipologia contrattuale sono maggiori
di 0, il che dimostra che il modello ha un buon adattamento ai dati.

Tipologia contrattuale | j NSE

Pure Endowment 1| 4.65%
Capitalisation 2| 17.711%
Endowment 3| 43.91%
Deferred Annuity 4 | 15.02%

Tabella 6.7: Valori NSE per le Copula Regressions

In Figura 6.7 ¢ interessante anche osservare la forma e la traiettoria assunte dagli intervalli di
predizione. Essi, come anticipato, non sono simmetrici e consentono di ottenere un andamento
specifico per livello di predizione. Inoltre, si osserva che il modello utilizzato € anche in grado di
catturare la dispersione dei dati che aumenta al crescere dello spread.

La ragione di questo ampliamento dell’intervallo di previsione a valori piu alti e piu bassi degli
spread e sia statistica che pratica. In primo luogo, il fatto che queste osservazioni sono sparse e
le poche osservazioni su ampi spread di mercato nel nostro campione aumentano l'incertezza
del modello, con conseguente ampliamento naturale degli intervalli di previsione nella CQR.
In secondo luogo, 'eterogeneita della tipologia di prodotto potrebbe causare reazioni diverse
tra i contraenti. Inoltre, sebbene ci si possa aspettare un comportamento di riscatto pressoché
uniforme a livelli elevati di spread di mercato, cid non si osserva nella pratica poiché i tassi di
riscatto variano ampiamente a seconda della tipologia di prodotto e delle caratteristiche del
contraente.

Prendendo come esempio la polizza di tipo Mista, si osserva che solo tre punti superano la
soglia di spread di mercato di 300 punti base e questi corrispondo al periodo di crisi del debito
sovrano (da novembre 2011 a gennaio 2012). I picchi dei primi due mesi, tuttavia, trovano una
contrazione a inizio 2012, malgrado lo spread elevato: una possibile spiegazione potrebbe essere
leffetto "burn-out'

I picchi pit elevati di cessioni si sono verificati a novembre e dicembre 2011, mentre 1’osservazione
di gennaio 2012 mostra una contrazione delle cessioni nonostante uno spread altrettanto elevato.
Questo andamento potrebbe essere coerente con un potenziale effetto "burnout', tuttavia il
ridotto numero di osservazioni con spread elevato non permette di fornire una conferma statistica
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al fenomeno.
Per un confronto con gli intervalli di previsione calcolati dal modello NLDS, per semplicita in

Figura 6.8 ci concentriamo sul caso di polizza Mista.

Endowment: Copula Regression (solid) vs Sigmoid (dashed)
Estimated DLM

0.02 0.00 0.02
Market Spread

Figura 6.8: Confronto tra stime CR e stime NLDS

Si osservano due interessanti aspetti:

e la stima NLDS nel caso in esame collassa in una sigmoide semplice, i cui intervalli di
predizione (tratteggiati) sono simmetrici.

e per quanto riguarda le stime centrali i due modelli non forniscono risultati molto diversi,
diverso e invece il confronto sugli intervalli di previsione.

Dalla Figura 6.8 si osserva che la larghezza dell’intervallo di previsione NLDS e approssi-

mativamente costante e questo non € in linea con i dati osservati, per i quali & presente una
dispersione crescente.
Volendo verificare 'intervallo di previsione ottenuto, si nota che il numero di osservazioni non
contenute nell’intervallo di previsione € 5 per entrambe le metodologie, definendo una frequenza
stimata di osservazioni al di fuori dell’intervallo pari al 3,79%, che ¢ appropriata per un intervallo
di previsione del 95%.

Tuttavia, concentrando ’analisi sul sottocampione di osservazioni con uno spread di mercato

superiore al 2% (dove si ha la dispersione massima), il campione presenta 13 osservazioni, 2 delle
quali fuori dall’intervallo per il caso NLDS e 0 per il caso CQR.
Poiché il campione ¢ scarsamente popolato, viene utilizzata la "rule of succession" per stimare la
frequenza delle osservazioni fuori dall’intervallo. La "rule of succession" & un caso particolare di
smoothing additivo ([83]) che consente la stima delle probabilita sottostanti quando ci sono poche
osservazioni o eventi che non sono stati osservati nel campione. Dopo lo smoothing additivo, la
stima della probabilita che l'osservazione sia al di fuori dell’intervallo di predizione (p) puo essere
ottenuta dalla seguente equazione:
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n+v
N+ 20’

dove 7 ¢ il numero di osservazioni fuori dall’intervallo, NV ¢ il numero di osservazioni e v ¢
un parametro di smoothing. Se assumiamo v = 1, stiamo considerando un caso particolare di
smoothing additivo noto come "rule of succession', introdotta da Laplace nel XVIII secolo.
Si ottiene cosi una stima di p = % = 20% tramite NLDS e p = 1&%1.1 = 6,66% trami-
te CQR. Il secondo sembra essere un risultato piti coerente per un intervallo di previsione del 95%.

p= (6.5)

Infine, sono stati calcolati gli intervalli di previsione per il caso NLDS utilizzando la simulazione
Monte Carlo (100.000 simulazioni) applicata alla augmented covariance matrix (d’ora in poi
NLDSMC), come suggerito in [120], al fine di ottenere intervalli di previsione asimmetrici. I
risultati sono mostrati nella Figura 6.9. Sebbene in questo caso gli intervalli di previsione siano
asimmetrici, la larghezza dell’intervallo appare approssimativamente costante, evidenziando
problemi di adattamento all’eteroschedasticita.

Applicando nuovamente la "rule of succession" per ottenere la stima della probabilita di essere
fuori dall’intervallo condizionata a valori di spread maggiori del 2%, il risultato per NLDSCM ¢
20%.

Endowment: Copula Regression (solid) vs Sigmoid (dashed)
Estimated DLM

Market Spread

Figura 6.9: Confronto tra le stime CR e le stime NLDSMC
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Capitolo 7

Copule e Variabili Categoriche

a gestione delle variabili categoriche ha un ruolo chiave in ambito attuariale e 'utilizzo di
L strumenti piu avanzati come CR e CQR puo risultare fondamentale in alcuni contesti in cui
& necessario allentare le ipotesi dei modelli regressivi classici. Nella pratica, possono presentarsi
particolarita nella distribuzione, vere e proprie complicazioni, che rendono necessario I'utilizzo di
uno strumento basato su copule con marginali costruite ad hoc, come, ad esempio, quando si
considera il risarcimento del sinistro come variabile di risposta: in questo caso, alcuni elementi
contrattuali come franchigia o massimale possono generare masse di probabilita discrete, oppure
potrebbero essere previsti rimborsi per soglie di importo, dove, I’eventuale presenza di accordi tra
I’assicuratore e una struttura che eroga la prestazione, puo portare a distribuzioni multimodali e
discontinue, con masse di probabilita su alcuni valori.

Il presente capitolo vuole ampliare il framework metodologico attuale per la modellazione
delle strutture di dipendenza tramite copula. Nella pratica e letteratura corrente, le applicazioni
si concentrano prevalentemente su variabili continue, discrete e categoriche ordinali. Tuttavia,
alcuni contesti applicativi richiedono l'inclusione di variabili categoriche nominali, la cui gestione
nel framework delle copule ¢ scarsamente discussa.

La domanda di ricerca cui si vuole rispondere ¢ la seguente

Come si possono includere in modo coerente e significativo variabili categoriche
nomainali all’interno di un modello copula-based?

In un modello regressivo le variabili categoriche devono essere trasformate in variabili quanti-
tative prima di essere utilizzate ([124]). L’impiego di una errata codifica nel contesto delle copule,
tuttavia, puo risultare metodologicamente scorretto. Nel capitolo, sono analizzate criticamente
alcune principali metodologie per la codifica e gestione delle variabili categoriche all’interno di
modelli copula based e viene proposto come approccio alternativo I'utilizzo di misture di copule:
tale strumento consente infatti di modellare la dipendenza direttamente nel framework delle
copule senza ricorrere a trasformazioni preliminari dei dati.

7.1 Dummy Coding

Il Dummy Coding & una celebre tecnica statistica utilizzata nell’ambito della regressione con
variabili categoriche. Con questa tecnica le diverse categorie di una variabile, ad eccezione di una
che viene presa come riferimento, sono descritte in tante altre variabili bernoulliane (i.e. binarie)
con valori

1 se ¢ appartiere alla categoria
0 altrimenti
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In altri termini, le variabili binarie create andranno a descrivere la presenza o assenza di una
determinata categoria per ciascuna osservazione. Quando tutte le categorie avranno valore 0,
significa che 'osservazione avra come categoria la categoria di riferimento.

Osservazione 7.1.1. Si osservi che la necessita di introdurre una categoria di riferimento
deriva dal voler evitare di introdurre delle variabili dummy perfettamente correlate. Cio
porta infatti al fenomeno di una perfetta collinearita, che crea difficolta sul modello statistico.
La tecnica statistica che definisce una variabile binaria per ogni categoria, senza escludere
una variabile di riferimento, prende il nome di One Hot Encoding. Una codifica alternativa
¢ offerta dall’effects coding ([15]), dove gli effetti non sono correlati con l'intercetta. Pur
creando tante variabili quanto il dummy coding, in questo caso la variabile di riferimento
assume valore -1, le restanti variabili presentano valore 1 se la caratteristica si verifica, 0

diversamente.
n

Quando viene utilizzato il Dummy coding, la categoria di riferimento ¢ la base per il confronto,
i.e. i coefficienti stimati per le variabili dummy indicano come una specifica categoria modifica il
valore della variabile dipendente rispetto alla categoria di riferimento. Esempi di questo approccio
sono molteplici nella letteratura ([58]) e spaziano dai modelli lineari, ai GLM e modelli ancora
piu avanzati.

Seppure il Dummy Coding sia di agevole comprensione e il suo utilizzo nella pratica e
predominante, nel contesto delle copule statistiche esso presenta importanti inconvenienti e
considerazioni. Innanzitutto, le variabili dummy sono per costruzione mutualmente esclusive (i.e.
per una stessa variabile, solo una categoria alla volta puo assumere valore 1) e questo comporta
violazioni rispetto alla classica teoria delle copule.

Esempio 7.1.1. Si consideri una variabile categorica nominale X con 3 possibili realizzazioni
{za,xp,xc}, rispettivamente con probabilita {74, 7, 7c}, con 1¢ =1 — (w4 + 7p). Nel
caso di codifica Dummy, ipotizzando sia presa come riferimento la modalita x¢, si avrebbero
due nuove variabili Dy = 1x_x, e Dp = 1x—_x, tra loro dipendenti, le cui possibili
realizzazioni con rispettiva probabilita sono

(0,0)  P[Da=0,Dg=0 =nc
(1,0) P[Dy=1,Dp=0]=my
(0,1) P[Da=0,Dp=1]=np
(1,1) P[Da=1,Dp=1]=0

Rispetto a quanto presentato nella Sezione 3.1.1, in questo caso la distribuzione congiunta
P[D4 = 1,Dp = 1] & degenere: il supporto della distribuzione non coincide con il prodotto
dei supporti marginali, ovvero lo spazio degli stati {0, 1} non & pienamente riempito essendo
nulla la probabilita di avere (1,1). Quanto osservato si traduce nel framework delle copule
come una violazione del teorema di Sklar in quanto la funzione che si ottiene non ¢ una

copula ma una subcopula (Definizione 3.1.1).
|

Generalizzando I’Esempio 7.1.1, ipotizzando una variabile categorica con K possibili realizza-
zioni, la distribuzione multivariata utilizzera K — 1 dummies con uno spazio combinatorio di
2K—1 elementi, di cui K sono combinazioni effettivamente possibili e 25~1 — K hanno probabilita
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nulla: il supporto di questa distribuzione non & percio I'intero spazio {0,1}. Non & altresi
possibile utilizzare una copula per descrivere la struttura di dipendenza in quanto le probabilita
delle marginali descrivono l'intera struttura: il vincolo delle dummies per cui si puo verificare
un solo "1" alla volta elimina I’eventuale liberta nella dipendenza che dovrebbe essere catturata
dalla copula.

Un ulteriore spunto di riflessione si ottiene considerando un elevato numero di livelli per la
variabile e utilizzando la PCC per aggregare a coppie le realizzazioni. In questo caso, infatti, &
importante notare che la dipendenza tra due dummies D; e D; puo collassare in un punto nel caso
in cui nel set condizionante ci sia una generica Dy = 1: la probabilita P[D; = 0,D; = 0D, = 1]
sarebbe infatti 'unica combinazione con probabilitd non nulla dell’intero spazio cartesiano.
Inoltre, utilizzando il dummy coding, la presenza di una variabile di riferimento riflette un’ulte-
riore difficolta nell’interpretazione degli output: la variabile di riferimento ha una influenza su
tutte le altre e il suo effetto e solo implicito, a differenza delle altre variabili dicotomiche le quali
possono essere descritte pit esplicitamente dalle rispettive dummy.

Rimanendo nell’ambito della PCC, un altro forte elemento di debolezza € la velocita con cui
incrementa il numero di variabili incluse nel modello: ed esempio, una v.a. categorica con 10
livelli introduce nel modello 9 nuove variabili.

Per le considerazioni svolte, risulta evidente che il dummy coding, codifica principe dei piu
noti modelli di regressione, non risulti particolarmente idoneo nel framework delle copule come
metodo di codifica.

Esempio 7.1.2. (dataCar)

Si consideri il dataset di R dataCar, presente nella libreria insuranceData. Il dataset
contiene informazioni su un portafoglio di 67.856 contratti e presenta variabili relative al
veicolo, al soggetto che lo guida e ai sinistri avuti per le polizze. In particolare, con I'obiettivo
di agevolare la comprensione, in questo esempio saranno utilizzate le seguenti variabili:

e claimcstO : costo del sinistro, variabile continua ;
e veh_value: valore del veicolo, variabile continua ;
e area: area geografica, variabile categorica a 6 livelli.

Analogamente, per snellire ’esemplificazione e focalizzarsi sulla fase di stima per rischi sini-
strati, saranno considerate esclusivamente le osservazioni con un costo del sinistro maggiore

di zerol.

Sebbene formalmente 'utilizzo del dummy coding riduca il Dominio delle funzioni,
passando da copule a subcopule (Definizione 3.1.1), di seguito viene riportato un modello
Vine ottenuto a seguito della codifica dummy. Le variabili incluse nel modello sono sette: le
due variabili continue e cinque dummy, con I'area geografica "A" considerata come variabile
di riferimento. In Figura 7.1 si osserva la D-Vine stimata.

Graficamente i risultati ottenuti mostrano due evidenti difficolta:

1. Le copule stimate sono schiacciate nei primi alberi della vine lungo la diagonale che
va da in alto a sinistra, verso in basso a destra. Questo perché le variabili sono molto
legate tra loro, mostrando dipendenza negativa.

1Si precisa che questa esemplificazione & irrilevante ai fini della metodologia applicata, alcune soluzioni per la
gestione di dataset zero-inflated nell’ambito di un modello copula possono essere ad esempio dei modelli Hurdle o,
eventualmente, la definizione di una particolare struttura copula con una massa di probabilita in 0.

86



7.2. Altre Metodologie di codifica

Figura 7.1: Esempio Vine con codifica dummy, I'ordinamento stimato delle variabili pone a sx le variabili
continue e a dx le variabili dummy

2. Condizionando rispetto ad altre dummy, le variabili mostrano una densita sempre pit
bassa, fino a che non risulta possibile tracciare le curve di livello.

I principali package e software sono in grado di fornire una stima parametrica di strutture
Vine anche in presenza di variabili dummy. Prima di procedere con analisi di questo tipo,
tuttavia, occorrerebbe ragionare su questo esempio e chiedersi quale dipendenza possa essere
descritta o rappresentata dalla copula tra due Aree Geografiche differenti, condizionate
ad una terza. In generale, 'inclusione di molteplici variabili dummy — riferite ad una
stessa variabile categorica — rende la struttura Vine non solo piu difficile da stimare, ma

soprattutto poco interpretabile concettualmente e metodologicamente discutibile. .

7.2 Altre Metodologie di codifica

Nella presente Sezione sono descritte due metodologie di codifica delle variabili categoriche
in variabili quantitative. La scelta di accorpare le metodologie presentate in un’unica sezione €
legata al fatto che malgrado sia possibile operativamente procedere come indicato - ottenendo dei
valori quantitativi da inserire nel modello regressivo copula-based - 'interpretabilita del modello
stesso viene inevitabilmente persa. Inoltre, come sara osservato nelle sezioni ed esempi forniti di
seguito, le codifiche presentate in questa sezione sono strettamente legate alla presenta di una
variabile risposta e, pertanto, all’uso delle copule esclusivamente come strumento regressivo.

7.2.1 Entity Embedding

Per superare le difficolta che si presentano nel Dummy Coding, & possibile valutare I'idea di
utilizzare strumenti e approcci piu moderni come quelli offerti dal Machine Learning. Questo
"settore statistico" € in continua evoluzione e nel tempo ha trovato applicazioni in molteplici
contesti, nello stesso settore attuariale ¢ stato utilizzato sia per svolgere regressioni ([108]) che
per effettuare classificazioni ([91]), sia per la fase di pricing ([127]), che per quella di reserving
([126], [48]).
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L’utilizzo delle Reti Neurali Artificiali per modellare la relazione tra un insieme di segnali di
input per ottenere un output si ispira a quanto svolto dal cervello nel ricevere e decifrare gli
stimoli e i segnali che ci circondano. Utilizzando le nozioni base di teoria dei grafi, gia osservate
nel Capitolo 4, si osserva in Figura 7.2 che in questo caso i nodi della rete descrivono i neuroni,
tra loro collegati mediante archi direzionati, fino al raggiungimento dell’output finale.

Figura 7.2: Esempio 5 input e 1 layer

In un modello di predizione numerica classico, dato un set di segnali di input x viene generato
il segnale di output y, eventualmente pesando ciascuna informazione di input con un peso w,
graficamente corrispondente al peso dell’arco direzionato. Il segnale che giunge al nodo successivo
n
e la somma pesata delle informazioni ricevute > w;x;. Successivamente, tale sommatoria
i=1
viene elaborata dal nodo mediante una particolare funzione definita funzione di attivazione 1) e
trasmessa al nodo successivo. Dati n input e ipotizzando una struttura semplificata in cui sara
applicata solo una volta la funzione 1, 'output y sara allora definito come

y=flz;w) = zﬁ(zz: wixi> =Y(< w,z >) (7.1)

Nella (7.1) & descritta una struttura semplice, il Percetrone, nella quale sono previsti solo un
layer di input e di output. Strutture piu complesse possono presentare un diverso numero di
layers, un maggior numero di nodi di output o la possibilita di aggiornare le proprie informazioni
prima di procedere allo step successivo.

In generale, seppure vi siano molteplici caratteristiche che consentono di definire una specifica rete
neurale, gli aspetti principali possono essere ricondotti alla funzione di attivazione e I'architettura
della rete. La prima ha il compito di convertire il segnale di input dato dalla somma dei pesi in
un segnale di output da trasmettere successivamente. In questo modo le informazioni ricevute
vengono lavorate e trasmesse in avanti fino ad ottenere ’output finale. Il principale elemento di
distinzione tra le diverse funzioni di attivazione ¢ il range di valore nei quali oscillano gli output,
alcuni esempi sono la logistica - o sigmoide - ¥ (z) = 1 +1e*’“ ma anche la lineare, la gaussiana o
la ReL.U.

Per quanto riguarda la topologia della rete neurale, gli elementi che la costituiscono sono i
neuroni - ovvero ’elemento base che riceve un segnale di input, lo elabora e lo trasmette - i
layer - ovvero gli strati che collegano i neuroni fino al raggiungimento dell’output -, il numero
di neuroni - e la direzione che descrive il modo in cui il flusso di informazioni si trasmette nella rete.
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Osservazione 7.2.1. Sotto alcune situazioni, la rete puo essere ricondotta ad un modello
di regressione lineare o GLM con stima dei parametri mediante verosimiglianza, come nel

caso si assuma una distribuzione per i residui.
|

Per superare i problemi e le difficolta definiti dal Dummy Coding, nelle Reti Neurali viene
utilizzato ’embedding in un apposito layer che prende il nome di Embedding Layer. Nell’ambito
delle scienze attuariali, 'uso di tale layer & presente in alcuni testi come [108] e [100] (sviluppato
poi in [101] e [102]).

Come illustrato in [128], un embedding layer nasce con 'idea di mappare le variabili categoriche
in uno spazio euclideo continuo di una arbitraria dimensione d, fornendo dati che possono essere
implementati in un modello di regressione generico, quindi anche nella Copula Regression.

Definizione 7.2.1. Embedding Layer

Sia data una variabile categorica C' con set di realizzazioni {cy, ca, ..., cx }, 'embedding layer
associa ad ogni valore ¢; una posizione nello spazio RY.

In altre parole, puo essere visto come una funzione f tale che

f:A—=R?

O

I pesi degli embedding non sono noti a priori, la matrice viene inizializzata con dei valori
che poi sono modificati secondo il meccanismo di backpropagation per ottimizzare una funzione
obiettivo specifica — tipicamente il MSE per la regressione del valore medio [51] e la Pinball Loss
per i quantili [116]. T pesi stimati vengono poi inseriti in matrici di lookup e geometricamente
¢ possibile fornire la seguente interpretazione: "categorie simili" saranno rappresentate vicine
nello spazio R? e la distanza tra le categoria permette una rappresentazione delle stesse nella
predizione.

In sintesi, con questo pre-processing viene addestra una Rete Neurale utilizzando come unico
input la variabile categorica di cui si vuole ottenere la stima in un generico spazio R e come
target la variabile da predire. In questo modo, data una matrice di Embedding E € R“*4 con C'
numero di categorie, cio che il modello fa ¢ costruire uno spazio latente di dimensione d stimando
le coordinate di ciascuna categoria della variabile categorica minimizzando una generica funzione

di Loss (£). Usando I'MSE, si ha che

=15 e

i=1

(7.2)

In tal senso i vettori ottenuti sono valori che ottimizzano la Loss Function. Molteplici algoritmi
sono utilizzati per svolgere questo compito, uno dei piu celebri nell’ambito delle Reti Neurali €
I’Adam (Adaptive Moment Estimation, [73].

L’utilizzo di un Embedding Layer consente di mappare tutte le categorie in uno spazio
euclideo, diversamente dalla codifica dummy, riducendo inoltre la dimensione del DB utilizzato.
Per questo, potrebbe essere considerato idoneo allo scopo, tuttavia € necessario sottolineare
importanti elementi negativi, sia nella fase di pre-processing che nel calare questa analisi in un
modello copula-based:
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e Selezione e addestramento della Rete
Nella fase di pre-processing occorre valutare attentamente la struttura piu idonea, sia in
termini di dimensione dei layer che di numero degli stessi.

e Elevato numero di parametri nel modello

e L’Embedding definisce rappresentazioni latenti
Le coordinate sono definite su uno spazio non direttamente osservabile e con un significato
non noto a priori, cid potrebbe creare difficolta nel comprendere il mapping

o Mancata interpretabilita nel modello copula-based
Le coordinate nello spazio continuo vengono ottenute tramite addestramento su un modello
diverso da quello in cui vengono poi utilizzate

Per i sopracitati motivi, seppure in questo caso sia possibile parlare di copula, non € ragionevole
utilizzare questo approccio per codificare le variabili categoriche.

Esempio 7.2.1. (dataCar)

Si consideri nuovamente il dataset dataCar precedentemente definito. Per mostrare gli effetti
della codifica embedding ¢ stata definita la variabile numerica area_v3 da inserire in una
rete neurale che, considerando la ridotta dimensione del campione, presentava un solo hidden
layer con un neurone. I pesi, inizializzati casualmente, sono stati addestrati per ottimizzare
la funzione obiettivo avente come variabile dipendente claimcst0 e come unica esplicativa
'area geografica?.

Nella Figura 7.3 ¢ riportata una struttura D-Vine con 5 parametri, le copule utilizzate sono
la Copula Gaussiana, la BB7 e la BB8 Copula.

claimecst0,area_v3;veh_value

claimest0,veh_value veh_value,area_v3

Figura 7.3: D-Vine con Embedding Encoding

E’ interessante osservare come, con questa codifica, la stima dei valori da utilizzare
per codificare la variabile categorica sia dipendente dalla variabile claimcstO e pertanto
non sia possibile utilizzare la Vine per fini diversi da quelli regressivi con quella specifica
variabile risposta: un uso della stessa codifica per descrivere, ad esempio, un’altra variabile
potrebbe non essere idoneo. Ultimo, ma non meno importante, un nuovo addestramento
con una funzione obiettivo diversa, una struttura di rete piu elaborata o anche solo una
diversa funzione di attivazione, potrebbe portare a risultati differenti nel modello copula e cio

2La scelta di escludere il valore del veicolo da questa prima analisi & stata volontaria, in modo da studiare
I’effetto che la sola variabile categorica aveva sul costo dei sinistri e utilizzare questi pesi nel modello copula.
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rende estremamente variabile la stima della Vine ottenuta, che soffre la diversa metodologia
utilizzata per la codifica.

Oltre alle sopracitate difficolta, la metodologia definita non permette di interpretare i valori
assunti dalla copula. Trattandosi di dati discreti, ma comunque relativi a categorie, sebbene
il modello riesca ad ottenere una stima delle strutture di dipendenza, queste non consentono
di ottenere alcuna informazione sul comportamento delle variabili al variare dell’altra: ad
esempio, banalmente non ¢ possibile affermare che "al crescere della X aumenta anche la
Y" in quanto la "X", seppur numerica, descrive un’area. Un altro esempio di questa scarsa
interpretabilita si presenta quando si vuole osservare il comportamento sulle code, non

essendo possibile parlare propriamente di "valori estremi" della variabile. .

7.2.2 Target Encoding

Data una generica variabile aleatoria categorica con n livelli A = {A1, ..., A, } la codifica puo
essere svolta tramite target encoding. Questa metodologia consente di trasformare le variabili
categoriche in numeriche sulla base di una variabile risposta (definita target).

Il target encoding e percio rappresentabile da una generica funzione v

Y A— RY (7.3)

dove d dipende dal numero di statistiche della variabile target che si vogliono osservare:
media, varianza, quantili, asimmetria, curtosi,...
Malgrado sia possibile considerare numerose statistiche, dovendo codificare una sola variabile
categorica nominale puo risultare eccessivo creare un eccessivo numero di variabili quantitative.
Un approccio potrebbe essere 'aggregazione di queste per macro-categorie tramite PCA ([3]).
Ad esempio si potrebbero ottenere una variabile di posizione (ottenuta da media e quantili) e
una variabile per ciascuna delle caratteristiche descritta dai momenti successivi della variabile
target condizionata alla categoria. Tuttavia cio potrebbe comportare over-fitting e un eccessivo
peso alla variabile categorica, esclusivamente perché descritta da un maggior numero di variabili
codificate.
Per evitare questa distorsione, puo sembrare ragionevole e parsimonioso utilizzare una sola
dimensione, determinando un ordinamento sulla base del target che ci si pone: la media nel caso
di regressione, il quantile « nel caso di regressione quantilica.

Osservazione 7.2.2. L’approccio proposto ¢ semplice e per la regressione utilizzerebbe
solo indicatori di posizione per la codifica. Come osservato nel Capitolo 3, ottenendo una
variabile discreta, quando questa viene inserita in un modello copula-based ’approccio piu
comune per trasformare la variabile ¢ il jittering. In alternativa, volendo considerare anche
la dispersione specifica di ciascuna categoria, si potrebbe ad esempio valutare di estrarre
il dato per ciascuna categoria da una Gaussiana, avente media la media condizionata del

target e varianza la varianza condizionata del target.
n

Malgrado questa metodologia permetta una codifica piu interpretabile, essendo basata su
statistiche di una variabile target, come sara osservato nel seguente Esempio 7.2.2, il suo
inserimento all’interno di un modello copula-based riflette alcune delle principali difficolta
interpretative gia osservate nel precedente approccio.
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Esempio 7.2.2. (dataCar)

Si consideri nuovamente il dataset dataCar precedentemente definito. A scopo esemplificativo
del target encoding, sono state scelte come codifica della variabile categorica una statistica di
posizione (la media) e una di dispersione (la varianza) della variabile dipendente claimcstO.
Nella Figura 7.4 ¢ riportata una struttura D-Vine con 4 parametri, le copule utilizzate sono
la BB8 Copula, la Joe Copula e la Copula Gaussiana.

claimest0,Media_Cat;veh_value

claimest0,veh_value veh_value,Media_Cat

Figura 7.4: D-Vine con la media nel Target Encoding

Rispetto ai precedenti modelli, utilizzare il Target Encoding consente di superare i

problemi osservati nel Dummy Coding e di superare la scarsa interpretabilita delle variabili
usate come input nel modello, andando a spiegare la codifica della variabile in funzione
della variabile dipendente anziché come un input matematico finalizzato ad ottimizzare una
funzione obiettivo, come invece accadeva nel’Embedding Encoding.
Questa codifica, tuttavia, come la precedente soffre il fatto che sia legata ad una variabile
dipendente e che pertanto non consente di mantenere una interpretabilita generale a livello
di copula. Inoltre, come la precedente, condivide la mancanza di interpretazione su concetti
come ad esempio la dipendenza di coda.

Nella Vine in Figura 7.5 il numero di parametri aumenta a 10 e le copule selezionate
sono la Copula Gaussiana, la t-Copula, la Clayton Copula e le biparametriche BB7 e BBS.
Attraverso questa Vine si osserva un ulteriore problema che si riscontra nell’utilizzo delle
codifiche descritte in questa sezione: con 'aumentare del numero di dimensioni della codifica,
si perde la possibilita di mantenere un ordinamento naturale tra le categorie, inoltre aumenta
rapidamente il numero di parametri. Nonostante questi aspetti negativi, i risultati ottenuti

1 /i . . . v, variabi .
ossono migliorare grazie all’inserimento di una nuova variabile nel modello
n

7.3 Mixture Copulas

Una mistura di copule & una combinazione lineare di copule differenti che consente di generare
strutture di dipendenza non appartenenti alle classiche famiglie di copule. Esse sono state
utilizzate per la prima volta in un ambito finanziario in [60] e in [26], dove viene analizzata la
dipendenza tra mercati azionari internazionali. Un legame con la PCC ¢ fornito in [125], dove le
mixture copulas sono utilizzate con modelli Vine su portafogli finanziari di grandi dimensioni,
con uno studio empirico sulla accuratezza di modelli per la previsione del Value at Risk.
Malgrado modelli di Mixture Copula siano presenti in letteratura, il loro utilizzo come alternativa
per la gestione delle variabili categoriche non & stato investigato. In questa sezione si vuole
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claimest0 Media_CatVar_Cat,veh_value

claimest0, Var_Catven_value weh_value Media_Cat\Var_Cat

Var_Cat Media_Cat

Figura 7.5: D-Vine con media e varianza nel Target Encoding

pertanto mostrare il modello e valutare la possibilita di utilizzarlo in contesti attuariali reali
come soluzione al problema della gestione delle variabili categoriche nei modelli copula.
La logica sottostante questi modelli € la stessa di altri modelli di mistura.

Definizione 7.3.1. (Distribuzione Mistura)

Dato un set di n funzioni di densita fi(x), ..., fn(z) con funzioni di ripartizione Fi(x), ..., Fy,(z),
vettori di parametri 64, ..., 6, e pesi 71, ..., T, la distribuzione mistura puo essere espressa in
termini di densita e funzione di ripartizione come

me(.%') = ZWZFI(JQ 02> (74)
=1

fmie(@) =D mifi(a;6;) (7.5)
=1

Come visto nella Sezione 1.1, le copule sono una particolare funzione che lega le distribuzioni
con marginali uniformi. La precedente definizione si puo percio adattare al framework come
segue.

Definizione 7.3.2. (Distribuzione Mistura di Copule)
Dato un set di n funzioni di densita copula c¢;(uy,us), ..., ¢y (u1, uz) con funzioni di riparti-
zione C1(uy,u2), ..., Cp(uy, uz), vettori di parametri 60y, ..., 60, e pesi 1y, ..., Ty, la funzione di
ripartizione della mistura di copule puo essere espressa come

n

Criz(u1,u2) =Y mCi(ua, ug; ;) (7.6)

i=1

O

Nel costruire una Mixture Copula, in [60] si osserva che i parametri 6 = {61, ..., 0, } descrivono
la strength della dipendenza e i pesi m = {m,...,m,} la form della stessa. Una definizione
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alternativa dei parametri, fornita in [60], vede i parametri # come parametri di associazione che
riflettono la dipendenza e i pesi m sono parametri di forma che impattano sulla struttura di
dipendenza.

Una Mixture Copula e percio una media ponderata di di copule, con pesi vincolati alle seguenti

condizioni
n

€ (0,1) e d om=1, i=1,...n

In altre parole, con questo approccio si ottiene una maggiore flessibilita potendo sfruttare
proprieta e caratteristiche di copule note.
Quello che puod sembrare semplicemente un modo per creare nuove copule a partire da altre, puo
rivelarsi la soluzione migliore per gestire le variabili categoriche.

Si consideri una Base Dati (DB) composta da tre variabili continue Y, X1, X2 e una variabile
categorica nominale con un numero finito di livelli B = {b1, b2, b3}. Dalla (1.5) si ricava che

Fy x, x5, (Y, 1, 22) = Cp(Gypp, (), Gxypp, (21), Gxop, (v2)) V5 =1,2,3

con Cj; copula condizionata sulla modalita b;.

Se per ogni j si avesse che ogni (p; corrisponde alla stessa copula C, allora la struttura di
dipendenza tra le variabili ¢ indipendente da B. Se invece le copule condizionate C, dovessero
differire tra loro, si avrebbe che la variabile aleatoria B ha un forte impatto sulla struttura,
portando a copule diverse per le popolazioni ottenute al variare di b;. In questo secondo caso,
puo risultare errata una codifica che rende B una variabile aleatoria continua, eventualmente
multivariata: si potrebbe allora preferire utilizzare B come una covariata del modello, rendendola
un elemento qualitativo e latente utile a descrivere la struttura di dipendenza.

Utilizzando questo approccio sul DB sopradefinito, per ogni valore di b;, si definiscono le
seguenti quantita

vj = Fyp,(y)  ury = Fxgp, (1) ugyy = Fiyp, (22) (7.7)

Le (1.12) e (1.11) diventano rispettivamente

o2
E (ylz1, z2,b5) = chj(vjauhj,uzj)
Y|X:,X2,B _
| X1, X2, »Fer Y CUl;jUQ;j;bj( 1;j>U2;j) (7‘8)

= OV, U100, (Vi1 u2:g)

cb; (V5 U5, Us;j)
fyix,.x,.8(UlT1, 22,b5) = . Ty, (¥ (7.9
| X1,X2, ( ’ y 42,05 CUl;jUQ;j;bj(ul;j7u2;j) \J( ) )

dove cuy,;uy.;:b; (w15, u2;5) corrisponde alla densita marginale di copula delle variabili indipen-
denti condizionatamente alla categoria assunta da B.

Osservazione 7.3.1. Si osservi che le trasformazioni nella (7.7) e utilizzate nelle successive
(7.8) e (7.9) descrivono il caso generico in cui anche le distribuzioni marginali seguono
distribuzioni diverse a seconda della b; considerata. Tuttavia, non sempre questo avviene
nella pratica: in questo caso le trasformazioni nella scala copula saranno semplicemente
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7.3. Mixture Copulas

come definito nei precedenti capitoli

v="Fy(y) ur=Fx, (1) ug=Fx,(v2)

La densita e la funzione di ripartizione multivariate e non condizionate del DB proposto,
dunque, sono

3
F(y,z1,m2) = Y m,Ch, (Gyp, (1), Gxy o, (21), Gy, (2)) (7.10)
j=1
3
fy,mr,wa) =D (05, w15, u2:5) fy o, (U) Fxa o, (1) g, (22) (7.11)
j=1

Dalla (7.11) & possibile calcolare la distribuzione condizionata come il rapporto tra la funzione
di densita trivariata e bivariata

3
> b, (V5 s, u2:5) fy o, (Y) Fxa o, (1) Fxp o, (2)

o f(y7x17x2) _J=1
fyixix, = = (7.12)
f(z1,22)

3
Ezl Ty CUL o Un,sbe (U105 U250) 1 5, (1) f X0 , (22)

Una migliore interpretazione della (7.12) si ottiene moltiplicando numeratore e denominatore
Der CUy Uy, ib; (U135, U2;5) 5 infatti

3
Zl T, C; (V5 U5, w235) o, () Fxa o, (21) [l (T2) €y 05500, (01555 u2;5)
‘7:
fY‘Xl,XQ = 3
D2 by CUUn,pibe (U130, U30) fx 116 (B1) 3o b, (B2) €U U 30, (U355 w25)

(=1
3
T, CUUsyib; (U, u2,5) Fxy b, (1) Fxopp, (2) 7.13
_ ZfY|X1,X2,B(y‘$17$27bj) 3 J Y155V 2;559] ’ 1]b; 2|b; ( )
J=1 Zzlﬂ-bchl;zUQ;g;bz(ul;Zvu?;é)fXﬂbg(xl)fX2|bg(x2)

3
= wp; (w1, 22) fy | x,,x0,8(ylT1, T2, b5)
=1

La (7.13) mostra che la distribuzione condizionata Jy|x,,x, Puo essere interpretata come
una miscela finita delle j distribuzioni condizionate fy|x, x, B(y|T1,72,b;), con pesi a posteriori
Wh; (x1,x2) che ponderano il contributo di ciascuna categoria b; alla distribuzione di Y. Per il
teorema di Bayes, i pesi della miscela coincidono con le probabilita a posteriori di appartenenza
alle categorie b;.

L’analisi proposta consente in questo modo di gestire le variabili categoriche senza effettuare
codifiche, mantenendone la loro natura. L’aspetto negativo di questo approccio, tuttavia, € che
puo risultare computazionalmente oneroso al crescere dei livelli della variabile categorica o delle
dimensioni del DB. In questi casi puo risultare utile aggregare i livelli secondo appositi criteri, di
Expert Judgment o di carattere statistico, come:

o Macro-Aree: ad esempio nelle assicurazioni sanitarie anziché la specifica visita puo risultare
utile analizzare I’area di appartenenza
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7.3. Mixture Copulas

o Copula fittata dal modello: ad esempio se due categorie portano a strutture di dipendenza
molto simili, pud avere senso aggregarle seguendo la logica applicata nella suddivisione per
classi di rischio

o Caratteristiche latenti individuate da cluster analysis ([69])

7.3.1 Interpretabilita del modello

Dal punto di vista di interpretabilita e spiegabilita del modello, ’approccio qui proposto
risulta essere il migliore tra quelli affrontati nel capitolo, le variabili categoriche svolgono in
questo caso un effetto latente sulla struttura e il loro impatto sul modello ¢ duplice:

e Stima delle copule
Relativamente alla componente fy|x, x,,p del modello, per ciascuna categoria si possono
ottenere relazioni diverse tra le variabili quantitative, caratteristiche distributive considerate
nel modello complessivo.

e Peso delle distribuzioni
Per ciascuna categoria, si ha il peso wp, che determina 'importanza di una categoria nel
definire la struttura di dipendenza.

In particolare, in una analisi regressiva come visto nel Capitolo 5, 'impatto e I'importanza di
una variabile aleatoria categorica nominale potrebbe essere ottenuto sommando la variazione
della likelihood condizionata di ciascuna covariata rispetto al modello che non utilizza la variabile
nominale. Simili ragionamenti possono essere svolti per il calcolo di cAIC e ¢BIC, tuttavia
utilizzando una mixture copula occorre tenere in considerazione il fatto che il numero di parametri
puo crescere rapidamente.

Inoltre, a favore di questa metodologia, si ha il fatto che le copule possono essere stimate e
utilizzate come visto nei precedenti Capitolo 1 e Capitolo 3, senza dover ricorrere a particolari
codifiche.

Esempio 7.3.1. (dataCar)

Si consideri nuovamente il dataset dataCar precedentemente definito. Separando per area
geografica, 'utilizzo della mixture copula si concretizza nella definizione di sei differenti
copule bivariate tra le variabili relative al valore del veicolo e il costo del sinistro. L’analisi e
stata effettuata attraverso il package VineCopula di R.

Le copule ottenute per ciascuna Area Geografica sono riportate in Tabella 7.1 e rappresentate
graficamente nella Figura 7.6.

Area Copula Parl Par2
A BBS8 (270°) -1.1 -0.96
B Frank -0.09 -
C BB8 (270°) -1.16  -0.82
D Tawn type 1 (270°) -1.51  0.11
E Tawn type 1 (180°) 3.49  0.02
F Tawn type 1 (90°) -1.25 0.2

Tabella 7.1: Copule bivariate stimate per area geografica
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Area A AreaB AreaC

2Z;
I I N I B |

AreaD AreaE Area F

1
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1
I I T N N

Figura 7.6: Contourplots delle copule bivariate per area geografica

Il modello qui descritto consente di superare i problemi di interpretabilita forniti dalle
precedenti codifiche, implementando le variabili categoriche come effetto implicito nelle

strutture di dipendenza.
|

7.4 Una applicazione nel settore Motor: Kasko Parziale

L’assicurazione Kasko € una copertura assicurativa dei rami danni, che si accompagna
volontariamente alla RC Auto, obbligatoria per legge, ampliando il set di garanzie per il veicolo.
La RC Auto, infatti, copre esclusivamente i danni provocati a terzi, senza risarcimento per i
danni subiti dal proprio veicolo o dalla persona. In modo complementare, la Kasko risarcisce
questo tipo di eventi.

Parlare genericamente di "Kasko", tuttavia, puo essere riduttivo in quanto per questa
assicurazione e necessario distinguere due tipologie:

o Kasko Parziale
Copre i danni subiti per i quali non si ¢ direttamente responsabili

o Kasko Totale
Copre i danni subiti anche in presenza di responsabilita parziale o totale

L’analisi che segue e stata effettuata su una Base Dati reale e ha ’obiettivo di mostrare come
la presenza di variabili categoriche e I'utilizzo della mixture copula C,,;, consente di ottenere
risultati pitu adatti di una singola copula C,, priva di una distinzione per la variabile categorica,
mantenendo una interpretabilita degli stessi risultati.

Per ridurre 'onerosita computazionale e agevolare la comprensione dell’applicazione, nel seguito
saranno utilizzate copule multivariate senza ricorrere alla PCC.

7.4.1 Introduzione al Dataset

Il dataset utilizzato per questo case study ¢ il dataOhlsson del package insuranceData in
R. Esso contiene dati relativi ad assicurazione casco parziale per motocicli nel periodo 1994-1998.
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7.4. Una applicazione nel settore Motor: Kasko Parziale

Volendo analizzare la struttura di dipendenza tra i rischi sinistrati, sono state escluse le osservazioni
prive di claims. Il dataset utilizzato per I'applicazione & costituito da 670 osservazioni e 9 variabili:

Frequenza

agarald - Variabile quantitativa
Eta del proprietario del veicolo;

kon - Variabile categorica ordinale
Eta del proprietario del veicolo in classi. Trattandosi di una ripetizione della precedente,
questa variabile sara esclusa dall’analisi;

zon - Variabile categorica nominale
Zona geografica, numerata da 1 a 7;

mcklass - Variabile categorica ordinale
Classificazione basata sul rapporto EV (EV =
sette classi;

(Potenza del motore in kW x 100)

(Peso del veicolo in kg + 75) 7 suddiviso in

fordald - Variabile quantitativa
Eta del veicolo;

bonuskl - Variabile categorica ordinale
Classe di bonus, da 1 (classe peggiore) a 7 (classe migliore);

duration - Variabile quantitativa
Duration della polizza;

antskad - Variabile quantitativa
Numero di sinistri;

skadkost - Variabile quantitativa
Costo dei sinistri.

La distribuzione incondizionata delle variabili numeriche e categoriche ordinali, rispetto alla
zona, € fornita nella Figura 7.7, la dipendenza bivariata tra le coppie di variabili, osservata
tramite il tau di kendall, & presentata nella Figura 7.8

0

agarald antskad bonuskl duration

600 -

100-

. .D,Illll .
2 4

1.0 20 6 0 10 20

mcklass skadkost

150 -

200~
100 -
100-
50- I
0- I - 0- = — —
2 4 6

0e+00 1e+05 26405 3e+05
Valore

Figura 7.7: Distribuzioni incondizionate delle variabili aleatorie
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Figura 7.8: Tau di Kendall tra le variabili
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Le osservazioni si distribuiscono per le zone come indicato di seguito: Zonal (173), Zona2(162),
Zona3(118), Zona4(190), Zona5(9), Zona6(17), Zona7(1). Considerata la bassa numerosita e la
conseguente possibilita di distorsioni, si preferisce proseguire I’analisi osservando le sole Zone con
piu di 100 osservazioni, di conseguenza nel seguito saranno considerate quattro zone.

Una prima ispezione grafica delle variabili condizionate alla zona, consente di vedere che in
questo caso alcune variabili cambiano la propria distribuzione marginale. Prendendo ad esempio
agarald, fordald e skadcost, nella Figura 7.9 si osservano importanti variazioni nella distribuzione

delle variabili.

70

agarald agarald agarald agarald
Zona 1 Zona 2 Zona 3 Zona 4
1.6% 1.00%
. 075% 0.75% 0.9%
h 0.50% 0.50% 0.6%
0.5% 0.269% 0.25% 0.3%
0.0% 0.00% 0.00% ED:E 0.0%
20 30 40 50 60 70 20 30 40 50 60 20 30 40 50 60 7 30 40 50 60
fordald fordald fordald fordald
Zona 1 Zona 2 Zona 3 Zona 4
$20% 0.8%
©15% 0.9% 0.6% 10%
% 1.0% 0.6% 0.4% )
2 0.5¢
T0s% 0.3% 0.2%
I 0.0% 0.0% 0.0% B .00
0 20 40 0 10 20 30 0 10 20 30 10 20 30 40
skadkost skadkost skadkost skadkost
Zona 1 Zona 2 Zona 3 Zona 4
20%
20% 3%
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1.0% 0% 1%
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0.0% m 0.0% m =T 0% 0% S ITem
0e+00 1e+05 2e+05 0 50000 100000 150000 200000 0e+00 1e+05 28405 3e+05 50000 100000 150000
Valore

Figura 7.9: Distribuzione condizionata alle zone

Analogamente, si hanno variazioni anche nelle dipendenze bivariate, come osservabile nella

Figura 7.10.

Questi primi risultati consentono di affermare che la variabile categorica nominale relativa
alla zona svolge un ruolo chiave nella descrizione del modello e pertanto deve essere inclusa
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Figura 7.10: Tau di Kendall tra le variabili, condizionatamente alla zona

nell’analisi.

Stima delle copule e confronto

Le copule multivariate utilizzate nel presente studio saranno selezionate tra le seguenti:
Gaussiana, t, Clayton, Gumbel, Frank.

La stima della copula C; e delle singole copule C}, con j € {1,2,3,4} indicatore relativo alla
zona, ¢ stata effettuata usando il package copula di R.

Per la C i risultati sono riportati nella Tabella 7.2, dove la copula multivariata t risulta la
migliore per descrivere la struttura di dipendenza, sia in termini di LogLikelihood che di AIC.

Gaussiana t Clayton Gumbel Frank
LogLik 185.98 188.65 18.30 15.25 9.54
AIC -329.97  -333.30 -34.61 -28.49  -17.09

Tabella 7.2: Selezione della Copula multivariata C,
Analogamente, utilizzando la LogLikelihood come criterio di selezione, per le copule C; ,j =
{1,2,3,4} sono state stimate e selezionate le copule Gaussiana e t. In Tabella 7.3 sono riportati

i valori della massima verosimiglianza per ciascuna copula.

Una volta stimate le copule Cj, la densita della Mixture Copula si ottiene come segue:

4
Cmic (U1, -y ug) = mici(ua, ..., ug) (7.14)
i=1
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Gaussiana t Clayton Gumbel Frank

Ch 59.85 59.82 1.76 0.92 0.63
Cs 54.85 54.80 6.19 5.00 2.79
Cs 45.46 47.03 2.18 1.73 1.01
Cy 74.83 75.47 9.42 9.38 6.55

Tabella 7.3: Selezione delle Copule multivariate C; attraverso il criterio della verosimiglianza

__ Osservazioni zona j

con il generico peso m; definito come m; = =" e

Le verosimiglianze dei due approcci, calcolate come

0,.(0) = ilog c(24]0) (7.15)

n 4
Kmm(e) = Z log |:Z 5 Cy (.731‘9])] (7.16)
=1 j=1

mostrano un lieve miglioramento quando si utilizza la Mixture Copula (£, = 199.94),
rispetto al modello che esclude la variabile categorica (£, = 188.65).
Un miglioramento cosi modesto ¢ giustificato dal fatto che le copule selezionate sono uguali
per alcune zone e, anche quando differiscono, presentano valori di massima verosimiglianza
molto vicini (Tabella 7.3). Cio suggerisce che, malgrado il dettaglio per zona influisca sulla
struttura di dipendenza descritta dalla specifica copula multivariata stimata, tali strutture sono
molto simili e 'inserimento di una Mixture Copula, seppure migliori i risultati, non introduce
dinamiche fortemente diverse. Il guadagno di verosimiglianza, seppur ridotto, riflette in questo
specifico caso pitl la maggiore flessibilita del modello che la significativita della variabile introdotta.

A supporto di tale affermazione, & possibile osservare criteri piu penalizzanti come I’AIC o il
BIC. Nella fattispecie, il modello con una copula unica utilizza 22 parametri distribuiti come
segue

e 21 parametri nella matrice di correlazione ;
e 1 parametro v, relativo ai gradi di liberta.

Analogamente, il modello che utilizza la mistura di copule ha 22 parametri per ciascuna t-copula
e 21 per ciascuna copula gaussiana, nelle quali si ha la sola matrice di correlazione: il totale di
parametri ¢ 86.

Effettuando un confronto utilizzando I’AIC, si ha una preferenza per il modello con copula
unica (-333.30) rispetto al modello Mixture (-227.87). Di conseguenza, seppure la mixture
copula consenta di ottenere un migliore adattamento alle diverse strutture di dipendenza presenti
nei dati, il peggioramento nell’AIC suggerisce che nell’analisi presentata 'inserimento di una
distinzione per zona non fornisce un guadagno esplicativo adeguato per giustificare 'aumento di
complessita del modello.
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Estensione per la PCC

Utilizzare la metodologia PCC osservata nel Capitolo 4 con le Mixture Copulas, seppur piu
complicato e oneroso, e possibile.
A partire dalla (7.14), nell’eventualita in cui le variabili incluse nella copula fossero state solo 3,
avremmo scritto

M-

.
Il
—

Cmiz (U1, U2, ug) = Y mici(u1, ug, us)

(7.17)

I
'M"“

-
Il
i

mi[ci2(u, u2, u3) - ciag(u1, U2, u3) - g2 (U1, ug, usz)]

In questo modo sarebbe possibile ottenere una mixture copula che utilizza le variabili
categoriche, mantenendo l'interpretabilita del modello e sfruttando la flessibilita della PCC,
ottenendo modelli regressivi ancora piu accurati.
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Capitolo 8

Conclusioni

I ‘utilizzo delle copule nel panorama attuariale rappresenta un terreno di ricerca ancora in
evoluzione, sia dal punto di vista teorico che pratico.

L’analisi fornita nel Capitolo 6 ha mostrato come le copule siano un valido strumento per
modellare il Policyholder Behaviour e in particolare sia la severity che la frequency dei riscatti,
inserendosi validamente nel ventaglio di strumenti a disposizione per l'attuario e, in alcuni
contesti, rivelarsi la scelta migliore grazie alla flessibilita che le caratterizza.

In particolare, nell’applicazione presente nella Sezione 6.4 & stato osservato come la Copula
Regression si possa accostare alla Beta Regression per lo studio di tassi e proporzioni, rimanendo
flessibile e utilizzabile anche in presenza di distribuzioni che non rispettano ’assunzione di
distribuzione Beta per la variabile risposta. Nell’analisi del comportamento dinamico presentata
in Sezione 6.5, invece, & stato mostrato come rispetto a modelli attualmente presenti in letteratura
un approccio copula-based consente di ottenere stime piu accurate e intervalli di predizione
piu precisi grazie alla possibilita di separare la struttura di dipendenza e le distribuzioni marginali.

Successivamente, 'analisi condotta nel Capitolo 7 rappresenta un primo contributo allo
sviluppo metodologico di un panorama attuariale che possa includere coerentemente le variabili
nominali all’interno di modelli basati sulle copule. Il confronto critico tra le diverse metodologie
di codifica delle variabili nominali, supportato da esempi, ha reso evidente la necessita di dover
trovare un approccio diverso dai principali utilizzati in altri modelli regressivi, non mutuabili nel
copula framework.

La proposta di utilizzare le Mixture Copula consente di rimanere all’interno del framework
delle copule, evitando I'uso di metodologie esterne che risultano incoerenti e, al tempo stesso,
mantenendo l'interpretabilita dei risultati. Il caso studio ha confermato I'importanza di includere
le variabili nominali nel modello, mostrando miglioramenti in termini di adattamento ai dati
utilizzando la Mixture Copula. Seppure tale strumento nasca con obiettivi diversi, ovvero la
costruzione di nuove copule da altre con proprieta note ([60], [21]), il risultato ottenuto suggerisce
che tale strategia puo rappresentare una valida direzione di ricerca per future estensioni e per lo
sviluppo di modelli attuariali pit completi e realistici.

La semplicita di tale metodologia la rende adatta per essere implementata anche in combinazione
con altri approcci, come la PCC, sfruttando quindi la maggiore flessibilita della struttura di
dipendenza e l'informazione aggiuntiva portata dalla variabile categorica.
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8.1 Future Developments

In considerazione dei risultati ottenuti, & interessante sottolineare quelli che possono essere
dei futuri sviluppi della presente ricerca.

In particolare, con riferimento a possibili sviluppi applicativi, una direzione della ricerca
potrebbe essere la modellazione del lapse behaviour attraverso un modello pitt complesso che ge-
stisca un numero piu elevato di variabili finanziarie e macroeconomiche, analizzando il contributo
informativo che ciascuna di esse fornisce nel processo decisionale del policyholder. Un ulteriore
ambito di approfondimento potrebbe essere fornito dallo studio del mass lapse, per il quale 'uso
di copule costruite ad hoc attraverso misture o PCC potrebbe offrire una rappresentazione piu
flessibile ed efficace del fenomeno.

Da un punto di vista teorico, 'approccio proposto basato sulle misture di copule puo essere
esteso a contesti multivariati con dimensioni elevate ed essere integrato sistematicamente nella
metodologia della PCC. In questo caso, una direzione di ricerca consisterebbe nell’approfondire
gli aspetti inferenziali del modello definito, analizzando la fase di stima e selezione, oltre che i
criteri di scelta del numero di componenti e di parametri.
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Appendice A

Esempi di derivazione di h-functions

In questo capitolo di Appendice, con scopo esemplificativo, sono riportate le h-functions
utilizzate nella Sezione 6.5 con le relative dimostrazioni.

A.1 BBS8 Copula

La h-function della Copula BB8 &

(1= 6u)" L= (1= )] [ [ (1= o)1~ (1= Bpu)]]

h1|2(U1|UQ) = 1— (1 _ 92)01 - 1— (1 _ 92)91

(A1)

Dimostrazione A.1.1. Si adotti la seguente notazione

Yy = [1 — 92U2}91
d— [1—(1—02u1)%1]
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Sostituendo i valori si ottiene la Eq. (A.1)
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A.2. Tawn Type 1 Copula

[m]
A.2 Tawn Type 1 Copula
Ponendo ¢, = log(us2) e ¢, = log(ujuz) , la h-function della Tawn di Tipo 1 ¢

1 la 1 la\10—1 02 O2laq 020a0—1
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hua(nfun) = {01 2% — g0 = 1" ol — 222
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Dimostrazione A.2.1. Si adotti la seguente notazione

_ _log(uz)
{Z - log(ulzg)
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2= upt T [log(u1uz)]2

0
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Semplificando, sostituendo i valori e cambiando la notazione, si ottiene la Eq. (A.2)
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