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Introduzione

Questo studio ha lo scopo di illustrare le proprietà delle 
super� ci rigate e delle super� ci sviluppabili attraverso 
gli strumenti del laboratorio informatico. La ricerca si 
colloca all’interno dei fondamenti scienti� ci del dise-
gno e del metodo della rappresentazione matematica e, 
in linea generale, vuole essere un contributo al rinnova-
mento della geometria descrittiva. La tesi è strutturata 
in due momenti fondamentali:
la ricognizione storica  delle super� ci rigate e delle su-
per� ci sviluppabili dal punto di vista della geometria 
solida e della geometria descrittiva;
la rilettura  delle proposizioni teoriche che riguardano 
queste due specie di super� ci attraverso una serie di 
esperimenti compiuti nell’ambito del laboratorio vir-
tuale della nuova geometria descrittiva.
Il laboratorio virtuale è quella “bottega” digitale nella 
quale è possibile controllare direttamente nello spazio 
tridimensionale i problemi di generazione della forma 
che interessano la geometria e l’architettura. Di volta in 
volta verranno descritti i problemi affrontati e le opera-
zioni svolte nell’ambito del laboratorio. Quando è ne-
cessario verranno introdotti in breve i concetti relativi 
alla modellazione NURBS1, che sono indispensabili per 
capire alcuni punti critici.
Il computer, al di là dei problemi riscontrati nella mo-
dellazione, si è rilevato uno strumento indispensabile 
per la visualizzazione di alcune proprietà delle rigate. 
Molte tra le considerazioni teoriche che ho analizzato 
sono, infatti, solamente enunciate in letteratura e non 
vengono mai rappresentate. Penso ad alcune proprietà 
spiegate da Hachette ma non solo. La ragione di questo 
particolare carattere della letteratura geometrica classi-
ca è da ricercare nella complessità dei disegni che si 
sarebbero dovuti eseguire con il solo strumento della 
Geometria descrittiva. 
Hachette, come Monge prima di lui, era un matematico. 

Per cui molte delle considerazioni sulle rigate sono il 
frutto di studi analitici o più semplicemente di intuizio-
ni geometriche. La rappresentazione, quando è affatto 
macchinosa, viene lasciata all’immaginazione del letto-
re. Lo scopo della ricerca è anche quello di rendere visi-
bile ciò che è solo enunciato a parole su basi teoriche. È 
interessante quanto afferma Hachette in proposito:

La geometria descrittiva così come la consideriamo in 
questo libro, contiene due parti, l’una razionale (ration-
nelle), e l’altra tecnica (technique). La prima parte, pu-
ramente teorica, si riaggancia a una branca della ma-
tematica, che abbraccia tutte le proprietà delle � gure 
estese, e che i più grandi geometri hanno trattato o con 
l’analisi o con la sintesi. La parte tecnica della geome-
tria descrittiva è l’arte di rappresentare su dei fogli da 
disegno, i punti, le linee dello spazio; essa ha per base 
il metodo delle proiezioni; la pratica di questo metodo 
esige un colpo d’occhio sicuro, una mano esercitata, 
che sappia impiegare con abilità la riga, il compasso e 
la squadra.2

Oggi questo duplice aspetto della disciplina del disegno 
è divenuto ancora più evidente. La rivoluzione infor-
matica se da un lato facilita la rappresentazione dello 
spazio, dall’altro esige una maggiore conoscenza delle 
proprietà geometriche delle forme nello spazio. Que-
sta dicotomia che caratterizza la geometria descrittiva 
rende urgente una rivisitazione dei problemi geometrici 
per poter rafforzare il disegno come metodo scienti� co 
d’analisi. Lo stesso Loria, matematico del secolo scor-
so, afferma che la costruzione è un “metodo di dimo-
strazione esistenziale”.3 Penso, infatti, che il contributo 
più importante della rivoluzione informatica nello stu-
dio della geometria descrittiva non sia semplicemente 
l’aver potenziato la rappresentazione in sé (la capacità 
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di rappresentare direttamente nello spazio e le in� nite 
possibilità gra� che come il rendering e l’animazione), 
quanto piuttosto l’aver consolidato il disegno come 
strumento della logica, ovvero come strumento di sco-
perta e veri� ca del pensiero geometrico; per dirla in al-
tre parole la capacità di vedere e toccare veramente le 
cose. Questa non è un’idea nuova, al contrario, si può 
dire che, secondo alcuni studiosi4, sia stata il fondamen-
to della matematica e del metodo scienti� co. Cercherò 
di spiegarmi meglio con alcuni esempi. 
Fino all’avvento del computer gli strumenti principali 
del disegno sono stati la riga e il compasso. Ma cosa 
signi� ca per la geometria classica fare una costruzio-
ne con riga e compasso? Vuol dire compiere un certo 
numero di operazioni attraverso l’uso esclusivo di due 
linee: il cerchio e la retta. Per il matematico greco l’uti-
lizzo della riga e del compasso erano necessari per il 
ragionamento deduttivo, per il calcolo e per il disegno. 
La matematica euclidea, di fatto, nasce esplicitamente 
come la “teoria scienti� ca dei disegni eseguibili con 
riga e compasso” 5. In Euclide la sinergia tra il disegno e 
il ragionamento geometrico è evidente. Tuttavia la ma-
tematica ha sviluppato nel tempo altri strumenti come il 
calcolo differenziale e il linguaggio, nel corso dei seco-
li, si è fatto sempre più astratto � no a relegare, ai giorni 
d’oggi, lo studio sintetico della geometria ad una branca 
quasi morta. È esistito, però, un momento nella storia 
della matematica e della rappresentazione in cui queste 
due strade, ovvero quella sintetica del disegno e quella 
astratta dell’analisi matematica,  hanno seguito percorsi 
paralleli. Mi riferisco al periodo dei geometri della rivo-
luzione, in particolare a Monge e ai suoi allievi. Monge 
oltre ad essere il fondatore riconosciuto della Geome-
tria descrittiva è stato un protagonista importante nello 
sviluppo dell’analisi matematica. Gaultier, un altro pro-
fessore dell’École polytecnique che a suo tempo fu an-
che allievo di Monge assieme ad Hachette, ricorda in un 
suo mémoire6 come il disegno, in alcuni casi, può essere 
ancora più ef� cace per risolvere determinati problemi. 
In quel caso egli si riferiva al problema di determinare 
una sfera tangente ad altre quattro. Il patrimonio che 
questi matematici ci hanno lasciato è il giusto testimone 
di questo connubio felice tra la matematica e il disegno. 
Ovviamente questa sinergia è stata possibile grazie alla 

nascita della Geometria descrittiva, ovvero ad una teo-
ria dei metodi della rappresentazione che ha potenziato 
notevolmente le possibilità di utilizzo della riga e del 
compasso. Esistono nella storia della scienza numerosi 
esempi di ricerca tra rappresentazione visiva e matema-
tica ma non è mai esistita una scuola che, come L’Ecole 
Polytechnique, abbia saputo fare della rappresentazione 
un metodo di ricerca e un carattere peculiare della pro-
pria identità. 
Il Novecento è stato il secolo che ha visto i matemati-
ci abbandonare sempre di più la via sintetica per privi-
legiare l’austerità algebrica. Una tendenza che per� no 
Hilbert ha perseguito, nonostante un formidabile testo 
come Geometria Intuitiva7. Ormai per i matematici le 
� gure sembravano non contare più nulla. 
Ma la geometria intesa nel modo classico era davvero 
morta? Non tutti la pensavano così, per fortuna. C’era 
un “umile geometra, un uomo pratico che amava sentire 
tra le mani le sue forme e i suoi modelli, farli girare tra 
le dita, scrutarne attentamente i più reconditi aspetti per 
coglierne le loro proprietà geometriche intrinseche”8. 
Questo geometra era Donald Coxeter, “il re della ge-
ometria”. Attualmente egli è considerato colui che ha 
maggiormente contribuito allo sviluppo della geometria 
pura nel secolo scorso ed è da alcuni considerato colui 
che l’ha salvata da una possibile estinzione. È noto per 
i gruppi di Coxeter e i diagrammi di Coxeter e per aver 
studiato la simmetria secondo nuovi criteri. 
Oggi la rivoluzione informatica9 dà agli studiosi di ge-
ometria descrittiva la possibilità di studiare e scoprire 
le proprietà delle � gure direttamente nello spazio. Il di-
segno geometrico digitale è, soprattutto, uno strumento 
della logica del pensiero. Probabilmente siamo di fronte 
a una nuova possibilità di sviluppo della disciplina pari 
a quella avvenuta dopo la rivoluzione francese grazie 
alla codi� cazione del metodo di Monge. 
Il computer ci consente di rivisitare problemi geometri-
ci classici in una nuova luce. Penso, per esempio, alla 
nuova soluzione data da Riccardo Migliari al problema 
di Apollonio nello spazio10. Ma la storia della geometria 
descrittiva è ricca di problemi che meritano una rilettura 
e una fonte inesauribile è l’Ecole Polytechnique con i 
suoi annali. Tra questi problemi ci sono quelli relativi 
alle super� ci rigate e alle super� ci sviluppabili.

Federico Fallavollita
Le super� ci rigate e le super� ci sviluppabili: una rilettura attraverso il laboratorio virtuale
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Le super� ci rigate erano note già da diverso tempo, 
con il nome di surfaces gauches, prima che Jean Pierre 
Nicholas Hachette desse loro il nome attuale. Hachette 
dunque è colui che per primo ha studiato queste super-
� ci approfonditamente e ne ha dato una catalogazione 
che, a mio modo di vedere, è ancora valida oggi. Prima 
di iniziare lo studio vero e proprio delle super� ci rigate 
è interessante riportare il passo di Hachette in cui chia-
risce l’origine del nome surfaces réglées coniato da lui 
stesso:

On a appelé jusq’à présent surface gauche, toute sur-
face engendrée par une droite mobile, quelle que soit 
la loi du mouvement de cette droite, pourvu néanmoins 
que deux droites consécutives, qui comprennent un élé-
ment de la surface, ne se rencontrent pas. Chaque élé-
ment est un petit plan gauche; mais l’ensemble de ces 
éléments forme souvent des surfaces très-régulières, qui 
ne conservent aucune apparence de difformité. Nous 
étions convenus avec Monge de les appeler surfaces ré-
glées ; ce qui motive cette dénomination, c’est qu’on 
peut appliquer une règle sur les droites de la surface, et 
s’assurer ainsi qu’elle est exécutée rigoureusement.11

La regolarità, la simmetria e la forma elegante di alcune 
super� ci rigate, come l’iperboloide iperbolico generato 
da una retta che si appoggi a tre direttrici rette sghem-
be qualsiasi, non potevano essere denominate super� ci 
sghembe12. Hachette ha pensato, giustamente, di sosti-
tuire l’aggettivo sghembe con rigate, un termine che dà 
ragione della bellezza di molte di queste super� ci.
Un’altra questione che è d’obbligo speci� care, riguarda 
la distinzione accennata nel titolo super� ci rigate e le 
super� ci sviluppabili. Hachette ci insegna che esistono 
due tipi differenti di super� ci generate da una retta: le 
super� ci sviluppabili che godono della proprietà di po-
ter essere sviluppate su un piano e le super� ci rigate 
che non sono affatto sviluppabili. Questo studio si attie-
ne, dunque, alle de� nizioni di Hachette.

Struttura della ricerca
Lo studio è articolato in tre capitoli e in un’appendice � -
nale sull’applicazione delle super� ci rigate e delle super-
� ci sviluppabili in alcuni apparecchi per pietre da taglio. 

Il primo è dedicato a Jean Nicolas Pierre Hachette e al 
suo lavoro sulle surfaces réglées: Hachette e les surfa-
ces réglées. Come ho ricordato, Hachette spiega che la 
Geometria descrittiva si compone di due parti: l’una ra-
zionale, che comprende le soluzioni sintetiche dei pro-
blemi relativi alle proprietà delle � gure, l’altra sempli-
cemente gra� ca, che consiste nell’arte di rappresentare 
esattamente la forma e la posizione delle linee situate 
nello spazio. Questa rappresentazione, che un tempo si 
faceva sopra un foglio da disegno, oggi si fa col compu-
ter direttamente nello spazio, quello spazio virtuale che 
può essere osservato attraverso lo schermo del compu-
ter stesso. Tuttavia un disegno di Geometria descrittiva 
rimane costituito da linee e super� ci che servono per 
arrivare alla soluzione di un problema proposto. Gran 
parte del capitolo in questione è una traduzione del trat-
tato di Hachette. 
Il trattato di Hachette13 è diviso in due libri: il primo 
contiene la géométrie descriptive pure; il secondo 
riguarda due capitoli che hanno per titoli: Lieux 
géométriques e Ombres et perspectives linéaires. La 
ricerca, in� ne, comprende un’appendice, nella quale 
si espongono i principi della stereotomia applicata al 
taglio della pietra.
La prima parte di questo studio è dedicata ad una ri-
lettura del primo libro di Hachette e ad una ricostru-
zione tridimensionale dei procedimenti stereotomici 
descritti nell’appendice. Hachette dopo aver stabilito 
la divisione delle super� ci di secondo grado in cinque 
specie differenti che nomina ellissoide, iperboloide a 
una falda, iperboloide a due falde, paraboloide ellitti-
co, paraboloide iperbolico, si occupa fondamentalmen-
te dello studio delle proprietà geometriche delle rigate 
e in particolare delle super� ci rigate di secondo grado: 
l’iperboloide a una falda e il paraboloide iperbolico o 
plan gauche. Le proprietà più importanti delle super� ci 
rigate sono le seguenti:

- tutte le super� ci rigate hanno come super� cie nor-
male lungo una retta, un iperboloide a una falda, o un 
plan gauche i cui parametri variano per ciascuna ret-
ta;

- tutte le super� ci rigate hanno per super� cie oscu-
latrice lungo una retta, un iperboloide a una falda de-

Federico Fallavollita
Introduzione
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terminato, i cui parametri variano per ciascuna retta;
- tutte le super� ci rigate hanno per super� ci tangenti 

lungo una retta, un’in� nità d’iperboloidi a una falda;
- due super� ci rigate che abbiano una retta in comu-

ne e tre piani tangenti comuni in tre punti differenti di 
questa retta, sono tangenti l’una all’altra lungo tutti i 
punti della retta loro comune.

Vorrei far notare subito che la prima proprietà così come 
è enunciata da Hachette è inesatta, perché la super� -
cie normale lungo una retta di una super� cie rigata è 
sempre un paraboloide iperbolico e non un iperboloide 
(come precisano autori più moderni, ad esempio Gino 
Fano). Hachette, purtroppo, non aveva gli strumenti per 
potersene rendere conto. Egli, infatti, non poteva fare 
una veri� ca sperimentale di questa proprietà, come ab-
biamo fatto noi, e non poteva neppure studiarla con gli 
strumenti della geometria proiettiva, sorta, come è noto, 
con Jean-Victor Poncelet negli stessi anni in cui Hachet-
te compieva i suoi studi (vedi il paragrafo paraboloide 
delle normali). 

Il secondo capitolo di questo studio è perciò dedicato 
alla Geometria proiettiva delle super� ci quadriche riga-
te e si occupa della descrizione della genesi proiettiva 
e delle proprietà di queste super� ci. Le principali fonti 
sono i lavori di Guglielmo Fiedler14 oltre ai testi di Ge-
ometria proiettiva di Ferdinando Aschieri15 e Francesco 
Severi16. 
La Geometria proiettiva si è sviluppata proprio negli stes-
si anni in cui Jean Nicolas Pierre Hachette studiava le 
super� ci rigate. Generalmente si fa risalire la nascita del-
la geometria proiettiva al trattato di Jean-Victor Poncelet 
del 182217. Alcuni studiosi indicano, correttamente, come 
contributi iniziali signi� cativi gli studi di Girard Desar-
gues (1591–1661)18 e Blaise Pascal (1623–62)19. Vorrei 
far notare che il trattato di Hachette è datato 1828, quindi 
è di cinque anni più vecchio di quello di Poncelet. La 
geometria proiettiva sintetica, però, così come ci è nota 
oggi, si è sviluppata a partire dal 1822 per raggiungere la 
sua piena maturità solo alla � ne del secolo XIX con Fied-
ler e Aschieri (1888 circa). La ragione che mi ha spinto a 
mettere come secondo capitolo la genesi proiettiva delle 
rigate è dovuta sia a ragioni storiche e sia, soprattutto, a 

ragioni di completezza e maturità di idee. La Geometria 
proiettiva è stato l’ultimo campo della matematica in cui 
i matematici abbiano utilizzato il disegno come strumen-
to di studio e in cui il metodo sintetico raggiunge la sua 
piena maturità. Nelle pagine che seguono non ho voluto 
riscrivere un trattato di geometria proiettiva ma ho unica-
mente riletto alcune questioni che mi sono sembrate par-
ticolarmente signi� cative alla luce dei nuovi strumenti a 
disposizione. Per cui non ho pensato necessario introdurre 
alcuni concetti (come forme di prima specie o fasci pro-
iettivi) ma ho soltanto aggiunto alcune note esplicative. 
L’intento non è tanto quello di spiegare questa bellissi-
ma scienza quanto quello di sperimentare alcuni teoremi 
direttamente nello spazio e mostrare come oggi sia pos-
sibile comprenderla e � nalmente rappresentarla per dav-
vero. Penso, infatti, che un capitolo fondamentale, per il 
rinnovo della geometria descrittiva, sia la rilettura, diret-
tamente nello spazio virtuale, dei concetti della geome-
tria proiettiva che riguardano le omogra� e dello spazio. 
Questa operazione permette di “toccare” idee astratte e di 
renderle reali. La precisione dello strumento informatico, 
inoltre, mi ha permesso di sperimentare alcune vecchie 
questioni secondo una luce nuova. Una parte di grande 
interesse è stata dedicata alle coniche, come prodotto di 
fasci proiettivi, e all’applicazione del teorema di Pascal 
e Brianchon con il metodo della rappresentazione mate-
matica. Ho potuto sperimentare, per esempio, come per 
cinque punti passi effettivamente una conica ed estende-
re allo spazio il teorema di Pascal/Brianchon. Ho potuto 
altresì sperimentare come due fasci di piani prospettivi 
nello spazio determinano una super� cie che è un iperbo-
loide rigato. Inoltre ho potuto disconnettere i due fasci, 
e muoverli liberamente nello spazio ed osservare che la 
proiettività si conserva e che i due fasci proiettivi nelle 
loro nuove posizioni determinano un altro iperboloide 
rigato. Grazie allo studio della Geometria proiettiva, ho 
cercato di mettere a punto una procedura per la costru-
zione esatta, attraverso il metodo della rappresentazione 
matematica, di un iperboloide ad una falda date tre ret-
te sghembe. La possibilità di rappresentare direttamente 
nello spazio le � gure della Geometria proiettiva è un me-
todo molto ef� cace per la comprensione di questa scien-
za. Una scienza dove la rappresentazione è lo strumento 
principe della logica del pensiero geometrico.
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Nell’ultimo capitolo Le super� ci rigate e le super� ci svi-
luppabili nel quadro del rinnovamento della geometria de-
scrittiva, rivedremo alcune delle proprietà studiate e altre 
nuove secondo una catalogazione delle super� ci proposta, 
in gran parte, da Gino Fano nel suo trattato di Geometria 
descrittiva20. Nella vasta letteratura sulle super� ci rigate è 
il testo che ha saputo maggiormente riepilogare la descri-
zione di queste super� ci secondo un approccio puramente 
sintetico descrittivo. Anche qui, però, come nei due capito-
li precedenti alcune delle proprietà descritte non vengono 
rappresentate dal matematico ma sono solo enunciate per 
via sintetica e, in alcuni casi, per via analitica. Il lavoro di 
ricerca è consistito, in una prima fase, nella rilettura attenta 
dei vari problemi e in una seconda fase nella rappresenta-
zione. In de� nitiva ho cercato di riassume diverse questio-
ni alla luce dei nuovi strumenti e di illustrare, attraverso 
il metodo della rappresentazione matematica, proprietà 
che prima erano state solo descritte analiticamente ma mai 
effettivamente disegnate. Per esempio attualmente, il la-
boratorio virtuale consente di poter disegnare direttamente 
nello spazio tridimensionale il paraboloide delle normali 
di una super� cie rigata. Oppure possiamo individuare in 
modo esatto il punto centrale di una generatrice di una 
super� cie rigata. O ancora possiamo ottenere, in modo 
automatico, una proiezione stereogra� ca di una quadrica 
rigata e ottenere un disegno che metta in luce, attraverso 
un’unica rappresentazione, diverse proprietà di queste bel-
lissime super� ci. È abbastanza singolare che di questo di-
segno non si trovi traccia alcuna nei vari testi di geometria 
descrittiva. In fondo la sua rappresentazione può essere be-
nissimo fatta attraverso gli strumenti tradizionali, intendo 
senza il computer, e tuttavia questa rappresentazione passa 
attraverso un ragionamento del tutto spaziale. Proprio qui 
è possibile scorgere la grande potenzialità dei nuovi stru-
menti digitali: la possibilità di ragionare e rappresentare 
direttamente nello spazio ci dà un vantaggio considerevole 
rispetto ai diversi studiosi che ci hanno preceduto. Oggi 
diventa necessario poter recuperare e rielaborare gli studi 
di geometria descrittiva e rappresentarli direttamente nello 
spazio per arricchire il campionario possibile delle � gure 
astratte di questa disciplina. Figure che sono un risultato 
notevole sia per la comprensione della geometria descrit-
tiva stessa, e sia come ispirazione per i futuri architetti e 
designer. 

In conclusione è lecito domandarsi perché è importan-
te rileggere vecchi trattati di Geometria descrittiva alla 
luce delle nuove conoscenze. Attraverso le immagini di 
questo studio ho cercato di dare una risposta possibi-
le provando a seguire quel rinnovamento della scienza 
della rappresentazione che, ormai da anni, ha coinvol-
to molti ricercatori dell’area. Aggiungo solo un’ultima 
considerazione che riguarda la rivoluzione informatica: 
il computer ci dà l’illusione di vivere uno spazio tri-
dimensionale alternativo e di poterlo effettivamente 
controllare, ma il mondo della geometria è un mondo 
ideale. Ora, grazie a questa rivoluzione tecnologica, lo 
scarto tra il mondo reale e quello ideale della geometria 
si è fatto più sottile e ciò potrebbe indurre alcuni di noi 
ad abbassare la guardia e a trascurare lo studio della ge-
ometria dello spazio e della Geometria descrittiva. Inve-
ce è proprio rileggendo i vecchi problemi alla luce delle 
nuove tecnologie, che saremo in grado d’intensi� care 
la conoscenza e scoprire nuove questioni. Oggi, grazie 
all’informatica, possiamo osservare due super� ci rigate 
che si “baciano”, laddove Hachette, dal canto suo, po-
teva solo immaginarle. Non bisogna dimenticare, però, 
che la geometria, quella vera, si vede prima nella nostra 
mente.

Note
1. NURBS è un acronimo che sta per Non Uniform Rational 

B-Splines, traducibile in “B-Splines razionali non uniformi”, una 
classe di curve geometriche utilizzate in computer gra� ca per 
rappresentare curve e super� ci.

2. Hachette Jean Nicolas Pierre (1828), Traité de Géométrie 
Descriptive, Paris. Pag. XI. “La géométrie descriptive, telle qu’on 
la considère dans ce premier livre, contient deux parties, l’une 
rationnelle, e l’autre technique. La première, purement théorique, 
se rattache à une branche importante des mathématiques, […]”.  

3. Loria Gino (1935), Metodi matematici: essenza, tecnica, 
applicazioni, Milano.

4. Russo Lucio (1998), La rivoluzione dimentica, Feltrinelli, 
Milano. L’utilizzo, nell’antichità, della riga e del compasso era 
dovuto anche a due motivi non trascurabili. Innanzitutto la precisione 
tecnica, che era misurabile dal rapporto dello spessore del segno 
utilizzato con la lunghezza della linea; e, di non minore importanza, 
la facilità di riproduzione del risultato. Ora è risaputo che qualsiasi 
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cerchio disegnato con un compasso non sarà mai un cerchio perfetto. 
Ed è proprio dall’astrazione di questi due strumenti, e “l’utilizzo di 
strumenti ideali che nasce la scienza matematica”.  

5. Vedi Nota 4. 
6. Gaultier Louis de Tours (1812), Mémoire, Sur les Moyens 

généraux de construire graphiquement un Cercle determine par 
trois conditions, et une Sphère determine par quatre conditions; Lu 
à la première Classe de l’Institut, le 15 Juin 1812, Journal de l’école 
polytechinique, XVI, 124 – 21, Paris. 

7. Hilbert David,  Cohon-Vossen Stefan (1972), Geometria 
Intuitiva, Torino.

8. Roberts  Siobhan (2006), Il re dello spazio in� nito, Milano. 
Pag. 31.

9. Emmer Michele (2006), Visibili Armonie, Torino. Pag. 368. 
“Diventa possibile costruire una super� cie su di un terminale video 
e quindi muoverla e trasformarla per studiarne meglio le proprietà. 
Oltre che agire come aiuto all’intuizione, i computer diventavano 
strumenti essenziali per la costruzione dei modelli. La grande 
potenzialità della computer graphics come mezzo d’investigazione 
venne riconosciuta dai matematici subito dopo che le nuove tecnologie 
divennero disponibili. Man mano che strumenti e programmi 
informatici si facevano più so� sticati, aumentavano anche la 
profondità e la rilevanza delle applicazioni della computer graphics 
ai problemi matematici. Dopo i primi tentativi degli anni settanta vi 
è stato un notevole incremento dell’uso della computer graphics in 
matematica; il che ha comportato lo sviluppo di un settore speci� co 
della matematica che possiamo chiamare visual mathematics. Non 
si tratta soltanto, come si potrebbe pensare, di rendere visibili, di 
visualizzare cioè, fenomeni ben noti tramite strumenti gra� ci, ma 
piuttosto di utilizzare strumenti visivi per farsi un’idea dei problemi 
ancora aperti nella ricerca matematica. Il computer come un vero 
e proprio strumento per sperimentare e formulare congetture, 

insomma. Negli ultimi anni sono avvenuti numerosi cambiamenti 
nel settore della visualizzazione matematica.”

10. Migliari Riccardo (2008), vedi Ikhnos e Disegnare.
11. Hachette Jean Nicolas Pierre, Op. cit. Pag. XIII. “Abbiamo 

chiamato � no ad oggi super� ci sghembe, tutte quelle super� ci 
generate da una retta mobile, quale che sia il movimento di questa 
retta, purché due rette consecutive, che comprendono un elemento 
della super� cie, non si incontrino mai. Ogni elemento è un piccolo 
piano sghembo; ma l’insieme di questi elementi forma spesso delle 
super� ci molto regolari, che non presentano nessuna apparenza di 
difformità. Abbiamo deciso con Monge di chiamarle super� ci rigate; 
quello che motiva questa denominazione, è che possiamo applicare 
una riga sulle rette della super� cie e assicurarci così che sia eseguita 
correttamente”.

12. Il termine gauche in francese ha anche il signi� cato di 
sinistro per cui può avere un’accezione negativa.

13. Hachette Jean Nicolas Pierre (1828), Op. Cit., Paris.
14. Fiedler Guglielmo (1874), Trattato di Geometria Descrittiva, 

Firenze.
15. Aschieri Ferdinando (1888), Lezioni di Geometria Proiettiva, 

Milano.
16. Severi Francesco (1926), Geometria Proietttiva, Firenze.
17. Poncelet Jean-Victor (1822), Traité des propriétés projectives 

des � gures, Paris. 
18. Girard Desargues (Febbraio 21 or March 2, 1591-Ottobre 

1661) è considerato il fondatore della geometria proiettiva soprattutto 
grazie al teorema che porta il suo nome.

19. Blaise Pascal (Giugno 19, 1623 – Agosto 19, 1662) ha 
scoperto il teorema che porta il suo nome sulle proprietà di un 
esagono inscritto in una conica all’età di sedici anni.

20. Fano Gino (1925), Lezioni di Geometria Descrittiva, 
Torino.
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Hachette e les surfaces réglées 

Il primo capitolo è dedicato a  Jean Nicolas Pierre 
Hachette e al suo lavoro1 sulle  surfaces réglées. Il 
capitolo, in particolare, è dedicato ad una rilettura del 
primo libro di Hachette. La ricostruzione tridimensionale 
di un esempio di épure di stereotomia descritta nel trattato 
è riportata nell’appendice della tesi. Lo studio, come già 
precisato, è una rilettura di alcune considerazioni sulle 
super� ci rigate e sulle super� ci sviluppabili attraverso 
il metodo della rappresentazione matematica. Per cui 
gran parte del lavoro in questione è una traduzione del 
trattato di Hachette. 
Il matematico francese dopo aver stabilito la divisione 
delle super� ci di secondo grado in cinque specie dif-
ferenti che nomina ellissoide, iperboloide a una falda, 
iperboloide a due falde, paraboloide ellittico, parabo-
loide iperbolico, si è occupato fondamentalmente dello 
studio delle proprietà geometriche delle rigate generi-
che e delle quadriche rigate: l’iperboloide a una falda e 
il paraboloide iperbolico o plan gauche.2 Le proprietà 
più importanti di queste super� ci, che si vuole rappre-
sentare, sono le seguenti:

- tutte le super� ci rigate hanno come super� cie 
normale lungo una retta, un iperboloide a una falda, 
o un plan gauche i cui parametri variano per ciascuna 
retta3;

- tutte le super� ci rigate hanno per super� cie oscu-
latrice lungo una retta, un iperboloide a una falda de-
terminato, i cui parametri variano per ciascuna retta;

- tutte le super� ci rigate hanno per super� ci tangenti 
lungo una retta, un’in� nità d’iperboloidi a una falda;

- due super� ci rigate che abbiano una retta in comu-
ne e tre piani tangenti comuni in tre punti differenti di 
questa retta, sono tangenti l’una all’altra lungo tutti i 
punti della retta loro comune.
Ho deciso di attenermi il più possibile al testo del trattato 
originale tralasciando alcuni paragra�  e alcuni passaggi 

legati al metodo della rappresentazione di Monge4. In 
effetti Hachette espone gran parte dei suoi ragionamenti 
nello spazio in modo generale per cui il mio lavoro è 
consistito nel tradurre nello spazio tridimensionale vir-
tuale del laboratorio della geometria descrittiva tali con-
siderazioni. La prima parte del capitolo, allora, è una 
rilettura, passo dopo passo, delle considerazioni di Ha-
chette per arrivare � nalmente alla rappresentazione del-
le proprietà anzidette. L’apporto originale della ricerca 
è consistito nell’aver sperimentato direttamente nello 
spazio, attraverso il metodo della rappresentazione ma-
tematica, tali considerazioni. Nella parte conclusiva del 
capitolo è presente un’appendice, intitolata Laboratorio 
sperimentale della geometria descrittiva, in cui descri-
vo alcuni esempi signi� cativi attraverso le operazioni 
svolte nel laboratorio virtuale. Credo, infatti, che sia im-
portante condividere l’esperienza tecnica del disegno in 
modo tale che ciascuno possa a sua volta ripetere esatta-
mente l’esperimento descritto. Una parte fondamentale 
del lavoro è stato il tentativo di ottimizzare il disegno 
di queste proprietà attraverso lo strumento della rappre-
sentazione matematica.  

La generazione delle super� ci e loro de� nizioni
Possiamo considerare una linea curva come il luogo ge-
ometrico d’un punto mobile soggetto a una o più forze 
che sono costanti, o che variano per ciascuna posizione 
del punto; la legge del movimento determina la natura 
della curva. Supponendo che tutte le forze costanti o 
variabili che agiscono sul punto mobile cessino la loro 
azione, il punto continuerà a muoversi seguendo una li-
nea retta che sarà la tangente alla curva5.
Possiamo de� nire la tangente d’una curva, una linea ret-
ta che ha soltanto un punto in comune con la curva, tale 
che non sia possibile far passare nessuna altra retta tra 
la tangente e la curva. Comunque sia la curva, sghemba 
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o piana, le proiezioni delle tangenti di questa curva sono 
tangenti alle proiezioni della curva.
Una curva può essere de� nita come il limite d’una in� -
nità di poligoni che hanno come lati delle corde succes-
sive della curva. Quando i poligoni si confondono con 
la curva, i suoi lati diventano gli elementi della curva e i 
suoi prolungamenti determinano le tangenti. Una super-
� cie potrebbe essere decomposta in un grande numero 
di parti dove ogni elemento possa essere considerato 
come un piano, il piano di questo elemento prolunga-
to inde� nitamente è un piano tangente della super� cie. 
L’elemento ridotto a un punto � sico è il punto di con-
tatto. Il piano tangente contiene le tangenti di tutte le 
linee piane o sghembe fatte passare per la super� cie del 
punto di contatto; due tangenti qualsiasi individuano il 
piano tangente. La perpendicolare a questo piano è una 
normale alla super� cie; sezionando la super� cie con dei 
piani passanti per una normale alla super� cie, le sezioni 
fatte sulla super� cie si chiamano sezioni normali.
Tutte le linee piane o sghembe possono essere conside-
rate come  o l’intersezione di una super� cie curva con 
un piano o l’intersezione di due super� ci curve. La tan-
gente in un punto qualsiasi della curva piana è l’interse-
zione del piano tangente alla super� cie in questo punto 
e del piano della curva; la tangente in un punto qualsiasi 
della curva sghemba è la retta intersezione di due pia-
ni tangenti passanti per questo punto  alle due super� ci 
dove la curva è l’intersezione: queste due proposizioni 
sono delle conseguenze della de� nizione di piano tan-
gente ad una super� cie.
Esistono due tipi di piani tangenti; il primo tipo ha in 
comune con la super� cie solo il punto di contatto6 e tut-
te le sezioni normali che passano per questo punto sono 
poste dalla stessa parte in rapporto al piano tangente. 
Quando le sezioni normali sono poste da parti differenti 
in rapporto al piano tangente, questo piano è del secon-
do tipo: ovvero è sia tangente che secante7. 

In geometria descrittiva consideriamo una super� cie 
come il luogo d’una curva mobile dove la forma co-
stante o variabile è data in ciascun istante; la legge del 
movimento di questa curva determina la forma e la po-
sizione della super� cie: chiamiamo questa curva la ge-
neratrice della super� cie.

Facendo muovere una super� cie d’una forma costante 
o variabile, l’inviluppo dello spazio che essa percorre è 
un’altra super� cie che chiamiamo super� cie d’invilup-
po, e che è il luogo delle linee d’intersezione successive 
della super� cie mobile. Ciascuna di queste linee, che 
Monge ha nominato la caratteristica della super� cie 
d’inviluppo, può essere considerata come la genera-
trice di questa super� cie. Le quantità che determina-
no una posizione particolare della super� cie mobile, e 
le dimensioni della super� cie corrispondente a questa 
posizione, si chiamano parametri della super� cie. Una 
super� cie è de� nita quando, per ciascun punto di essa, 
possiamo assegnare la linea generatrice, costante o va-
riabile di forma, che passa per questo punto.
Esistono due tipi di super� cie generate da una linea 
retta: l’una che chiamiamo super� ci sviluppabile, e 
l’altra che chiamiamo super� cie rigata, che non è 
affatto sviluppabile. 

Le super� ci sviluppabili
Una super� cie sviluppabile è il luogo delle tangenti a 
una curva sghemba, che nominiamo spigolo di regresso 
della super� cie (� g. 1); due tangenti consecutive corri-
spondono a due posizioni successive della linea rette ge-
neratrice mobile della super� cie8. Lo spigolo di regresso 
divide la super� cie in due parti uguali e simmetriche. I 
coni e i cilindri sono super� ci sviluppabili dove lo spi-
golo di regresso è un punto. Questo punto è il vertice 
del cono, mentre per il cilindro è un punto all’in� nito. 
La super� cie conica è generata da una retta generatrice 
mobile soggetta a passare per un punto � sso. Quando 
la retta generatrice è sempre parallela ad essa stessa, la 
super� cie conica diventa un cilindro.
Due rette successive d’una super� cie sviluppabile com-
prendono un elemento di questa super� cie; tutti gli ele-
menti possono essere riuniti sotto un unico stesso piano. 
In effetti due elementi successivi sono separati da una 
retta della super� cie e il secondo elemento può ruotare 
con la super� cie attorno a questa retta � no a che non 
coincida con il piano del primo elemento. Questi primi 
due elementi riuniti siano � ssi, il terzo elemento può 
ruotare con la porzione della super� cie che è adiacente 
per unirsi al secondo e così di seguito. Tutti gli elementi 
riuniti su uno stesso piano formano quello che è chia-
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1/ Una super� cie sviluppabile è il luogo delle tangenti a una curva sghemba, che nominiamo spigolo di regresso della super� cie.

2/ Tutti gli elementi riuniti su uno stesso piano formano quello che è chiamato lo sviluppo della super� cie.
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mato lo sviluppo della super� cie (� g. 2). E’ evidente 
che in questo modo dallo sviluppo di tutte le curve pia-
ne o sghembe tracciate sulla super� cie sviluppabile e 
che tagliano le rette di questa super� cie sotto angoli de-
terminati, si trasformano sul piano di sviluppo in altre 
curve che tagliano le rette della super� cie sviluppabile 
su  questo piano sotto gli stessi angoli rispettivamente 
uguali ai primi. 
Le super� ci sviluppabili sono le sole che hanno questa 
proprietà di poter essere sviluppate su un piano senza 
rotture o sovrapposizioni: sono le sole dove gli elemen-
ti piani hanno una dimensione illimitata lungo il verso 
delle rette generatrici della super� cie9. L’estensioni di 
questi elementi in tutti i sensi formano i piani tangenti 
della super� cie. In qualsiasi modo un piano si muova 
nello spazio, l’inviluppo dello spazio che percorre è una 
super� cie sviluppabile. Questa super� cie è il luogo ge-
ometrico delle rette, intersezioni successive del piano 
mobile. 

Le super� ci rigate
Due elementi successivi d’una super� cie sviluppabile 
s’incontrano e comprendono un elemento piano di que-
sta super� cie. In una super� cie rigata, due rette conse-
cutive, quale che sia la loro distanza, non s’incontrano 
mai e l’elemento compreso tra queste due rette non è un 
piano; è un elemento curvo che ha un’estensione illi-
mitata nel verso delle rette che lo comprendono: la sua 
forma è quella di un piano sghembo, e per questa ragio-
ne sono state chiamate super� ci sghembe. Hachette ha 
poi in seguito deciso di nominarle super� ci rigate, ed è 
questo il nome che oggi noi utilizziamo10.
La super� cie rigata la più generale, come insegna Mon-
ge, è generata da una retta mobile che s’appoggia su tre 
curve date; chiamiamo queste curve direttrici. Prenden-
do un punto qualsiasi sulla prima direttrice e conside-
randolo come il vertice dei due coni che hanno per basi 
le altre due direttrici, le rette intersezioni di questi coni 
appartengono alla super� cie rigata (� g. 3).  
Nei paragra�  successivi sono dati degli esempi dei piani 
tangenti alle super� cie sviluppabili. Ho deciso di ripor-
tare le soluzioni proposte da Hachette rilette però con 
il metodo della rappresentazione matematica, perché 
sono soluzioni che evidenziano le proprietà particolari 

di questi piani. Le soluzioni di Hachette sono soluzioni 
studiate caso per caso. Esiste tuttavia una soluzione più 
generale di questo problema che fa uso delle proprietà 
del contorno apparente. Di seguito troverete entrambe 
le soluzioni. E’ importante notare che il comportamento 
di una super� cie sviluppabile e di una super� cie rigata 
rispetto ad un piano tangente è differente. In una su-
per� cie sviluppabile un piano tangente � in un punto P 
è tangente lungo tutta la generatrice g della super� cie 
passante per quel punto (� g. 4). In una super� cie rigata 
il piano tangente � in un punto P, generalmente, tocca 
la super� cie solo in quel punto11.  La normale n alla su-
per� cie nel punto P è ortogonale al piano tangente alla 
super� cie in quel punto.

Esempi di piani tangenti alle super� ci sviluppabili e 
alle super� ci di rivoluzione rigate
Primo esempio. Costruire un piano tangente a una 
super� cie cilindrica: 1) per un punto preso sulla 
super� cie; 2) per un punto preso fuori della super� cie; 
3) parallelo a una retta data.
Una super� cie cilindrica è una super� cie sviluppabile 
generata da una retta mobile, costantemente parallela a 
una retta data e diretta nel suo movimento da una curva 
anch’essa data, che chiamiamo direttrice12.

1) Il punto P1 di contatto è preso sulla super� cie 
(� g. 5). Facciamo passare per questo punto la retta 
generatrice g della super� cie; questa incontra la 
direttrice in un punto, per il quale facciamo passare 
una tangente a questa curva: la tangente e la retta 
della super� cie determinano il piano tangente13. 
Questo piano non tocca la super� cie solamente nel 
punto di contatto, ma contiene l’elemento cilindrico 
che è compreso tra due rette parallele consecutive in 
direzione del prolungamento dell’elemento stesso. Il 
contatto del piano e della super� cie ha luogo su tutti i 
punti della retta generatrice g passante per il punto dato. 

2) Il punto P2 dato è preso fuori della super� cie. Fac-
ciamo passare per il punto dato una tangente a una se-
zione qualsiasi della super� cie, purché il piano secante 
passi per il punto dato. La tangente e la retta generatrice 
della super� cie passante per il punto di contatto deter-
minano il piano tangente. E’ possibile in alternativa co-
struire il contorno apparente della super� cie cilindrica 
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3/ La super� cie rigata la più generale, come insegna Monge, è generata da una retta mobile che s’appoggia su tre curve date.

4/ In una super� cie sviluppabile un piano tangente � in un punto P è tangente lungo tutta la generatrice g della super� cie passante per quel 
punto. In una super� cie rigata il piano tangente � in un punto P, generalmente, tocca la super� cie solo in quel punto
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dal punto dato. Il piano tangente passa per il punto dato 
e per una delle generatrici che costituiscono il contorno 
apparente.

3) Il piano tangente è parallelo a una retta data r. 
Facciamo passare per un punto qualsiasi dello spazio 
due rette, l’una parallela alla retta data e l’altra paral-
lela alle generatrici del cilindro. Uniamo queste due 
rette con una terza tale che sia possibile staccare una 
tangente alla super� cie che le è parallela. Questa tan-
gente e la retta della super� cie passante per il punto di 
contatto  determinano il piano tangente. Questo piano 
sarà parallelo alla retta data. Una soluzione più spedita 
nella rappresentazione matematica utilizza le proprietà 

del contorno apparente. Per cui si costruisce il contorno 
apparente della super� cie cilindrica secondo la direzio-
ne della retta data. I piani formati rispettivamente dalle 
rette del contorno apparente con le parallele alla retta 
data sono i piani tangenti alla super� cie cilindrica cer-
cati. Il numero di questi piani dipenderà dalla sezione 
del cilindro. Nel caso del cilindro quadrico i piani sa-
ranno due. Questa costruzione mi ha suggerito la solu-
zione di un problema piano: trovare la tangente ad una 
curva s qualsiasi che sia parallela ad una retta data. 
Per risolvere il problema costruiamo un cilindro retto 
che abbia come base la curva s. Dopodiché costruiamo 
il contorno apparente del cilindro rispetto alla direzione 

5/ Costruzione di un piano tangente a una super� cie conica (cilindrica): 1) per un punto preso sulla super� cie; 2) per un punto preso fuori 
della super� cie; 3) parallelo a una retta data.
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della retta data. Il contorno apparente sarà costituito da 
una o più generatrici del cilindro che intersecheranno la 
curva s nei rispettivi punti di contatto. Le rette parallele 
alla retta data passanti per i punti trovati rappresentano 
le tangenti che risolvono il problema. 

Secondo esempio. Costruire un piano tangente a una 
super� cie conica: 1) per un punto preso sulla super� cie; 
2) per un punto preso fuori della super� cie; 3) parallelo 
a una retta data.14

Una super� cie conica è una super� cie sviluppabile ge-
nerata da una retta mobile soggetta costantemente a pas-
sare per un punto dato e per una curva che chiamiamo la 
direttrice della retta generatrice.

1) Il punto P1 di contatto è preso sulla super� cie 
(vedi � g. 5). Facciamo passare per il punto la generatri-
ce g della super� cie. Costruiamo la tangente alla diret-
trice nel punto di contatto dato. Le due rette così trovate 
individuano il piano tangente. Questo piano, come per 
il cilindro, tocca la super� cie lungo tutti i punti della 
generatrice che passa per il punto di contatto15. 

2) Il punto P2 è preso fuori della super� cie. Faccia-
mo passare per il punto dato una tangente a una curva 
piana della super� cie conica, purché il piano passi per il 
punto dato. La retta generatrice passante per il punto di 
contatto della curva e della tangente, e la tangente stessa 
formano il piano tangente richiesto. Una soluzione più 
generale fa uso delle proprietà del contorno apparente. 
Per cui è suf� ciente costruire il contorno apparente del-
la super� cie conica rispetto al punto dato. Il piano tan-
gente deve passare per il punto e per la generatrice del 
contorno apparente. Il numero delle soluzioni dipende 
dalla sezione della super� cie conica. Se il cono è qua-
drico i piani tangenti saranno due. 

3) Il piano tangente è parallelo a una retta data r. 
Facciamo passare per il vertice della super� cie conica 
una parallela alla retta data e prendiamo su questa paral-
lela un punto per il quale possiamo staccare una tangen-
te a una linea conosciuta della super� cie conica. Questa 
tangente e la parallela alla retta data � ssano la posizione 
del piano tangente. La retta di contatto del piano e del 
cono è determinata dal punto di contatto della tangente 
alla linea nota della super� cie conica. Anche in questo 
caso è valida la soluzione più generale che fa uso del 

contorno apparente. Vale a dire si costruisce il contorno 
apparente della super� cie conica rispetto alla direzione 
della retta data. I piani tangenti passeranno per le gene-
ratrice del contorno apparente e per una parallela alla 
retta data passante per un punto qualsiasi della genera-
trice individuata. 

Terzo esempio. Sui piani tangenti alla super� cie 
sviluppabile, generata da una retta mobile che passa 
per due curve date.16

Tre curve sono necessarie per dirigere il movimento 
d’una retta mobile che genera la super� cie rigata ge-
nerale; ma quando questa super� cie è sviluppabile, due 
sono suf� cienti. In effetti, siano c e c’ le due curve date 
(� g. 6). Prendiamo sulla prima c un punto P qualsiasi 
che osserviamo come il vertice  d’un cono che ha per 
base la curva c’. Disegniamo la tangente t nel punto P 
alla curva c. Facciamo passare per questa tangente t un 
piano tangente � al cono. La retta di contatto r appar-
tiene alla super� cie sviluppabile. La retta r si appoggia 
alla curva c’ nel punto Q. La tangente t’ nel punto Q alla 
curva c’ appartiene al piano �. Prendendo sulla curva c 
un altro punto P2, vertice d’un secondo cono passante 
per c’, il piano tangente a questo cono passante per la 
tangente alla curva c’ nel punto P2, passerà per una tan-
gente alla curva c’. Chiamiamo Q2 il punto di contatto 
su questa curva c’, una retta r2 della super� cie sviluppa-
bile passerà per i punti P2 e Q2. Otterremo così una serie 
di rette PQ, P2Q2, P3Q3, P4Q4 dove il luogo geometrico 
è la super� cie sviluppabile richiesta. Questa costruzio-
ne ha per scopo di determinate le coppie di tangenti alle 
curve c e c’, che sono situate nello stesso piano. I piani 
successivi di questi diversi piani si tagliano e le rette 
intersezioni appartengono alla super� cie sviluppabile, 
perché due tangenti alle curve c e c’ appartengono allo 
stesso piano e le due rette successive inde� nitamente 
vicine che s’appoggiano su queste due curve e sulle loro 
tangenti appartengono anch’esse allo stesso piano: que-
sta è la peculiarità delle super� ci sviluppabili. 

Quarto esempio. Piano tangente a una super� cie di 
rivoluzione
Se il punto è dato sulla super� cie, prendiamo per il pun-
to e per l’asse di rivoluzione un piano che contenga una 
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6/ Tre curve sono necessarie per dirigere il movimento d’una retta mobile che genera la super� cie rigata generale. Quando questa super� cie 
è sviluppabile, due sono suf� cienti.
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sezione meridiana della super� cie. Il piano tangente 
passa per una tangente  a questa sezione passante per 
il punto dato. Essendo la super� cie composta anche da 
una serie di cerchi perpendicolari all’asse di rivoluzio-
ne, il piano tangente nel punto dato passerà anche per la 
tangente al cerchio della super� cie al quale questo pun-
to appartiene. Di conseguenza il piano tangente d’una 
super� cie di rivoluzione è determinato dalle tangenti 
passanti per il punto dato alla sezione meridiana e al cer-
chio che s’incontrano ad angolo retto in questo punto. 
Essendo la tangente al cerchio perpendicolare al piano 
della sezione meridiana , il piano tangente in un punto 
qualsiasi d’una super� cie di rivoluzione è perpendico-
lare al piano meridiano che passa per questo punto. La 
doppia condizione di passare per una tangente alla se-
zione meridiana d’un punto della super� cie e di essere 
perpendicolare al piano di questa sezione, determinano 
il piano tangente in questo punto.

Le sezioni piane delle super� ci sviluppabili e 
dell’iperboloide di rivoluzione
In questo capitolo Hachette tratta delle intersezioni pia-
ne delle super� ci e delle intersezioni fra le super� ci in 
generale17. In particolare vengono presi in considerazio-
ne dei nuovi esempi di piani tangenti del secondo tipo 
che sono allo stesso tempo tangenti e secanti18.

Le sezioni piane di una super� cie sviluppabile. Il cono 
circolare retto e le sue tre sezioni dette Ellisse, Iperbole 
e Parabola.19

Il cono a base circolare può essere retto od obliquo20, in 
tutti e due i casi è costituito da due falde simmetriche 
che hanno in comune solo il vertice. Le sezioni piane di 
questo cono possono essere di tre tipi: ellisse, iperbole 
o parabola. Quale che sia la posizione del cono in rap-
porto al piano tutte le generatrici del cono incontrano il 
piano, a meno che una o più generatrici sono parallele al 
piano secante. Se tutte le generatrici incontrano il piano 
la sezione è un’ellisse. Nel caso in cui una o più genera-
trici siano parallele al piano secante, la curva ha uno o 
due rami in� niti. La curva con un solo ramo si chiama 
parabola ed è situata su una delle due falde del cono. 
Quella invece che ha due rami situati sulle due falde del 
cono si chiama iperbole. 

Conoscendo le generatrici del cono parallele al piano 
secante è semplice costruire gli asintoti. Nominiamo 
asintoti quelle rette che toccano una sezione conica in 
due punti situati all’in� nito. La tangente in un punto 
qualunque della sezione conica è data dall’intersezione 
del piano tangente al cono in questo punto e dal piano 
sezione. Il piano tangente in un punto d’un cono toc-
ca il cono secondo la generatrice che passa per questo 
punto. Ma la generatrice del punto situato all’in� nito è 
nota perché è parallela al piano secante. Dunque se per 
questa retta generatrice facciamo passare un piano tan-
gente al cono, l’intersezione di questo piano e del piano 
secante sarà l’asintoto. Quando la sezione è un iperbole, 
il cono ha due generatrici parallele al piano secante e di 
conseguenza due piani tangenti seguono le generatrici, 
che tagliano il piano dell’iperbole secondo due asintoti. 
Il centro dell’iperbole è determinato dall’intersezione 
dei due asintoti o dal punto d’incontro del piano secante 
con i due piani degli asintoti. Ne segue che le sezioni 
parallele e iperboliche d’un cono a base circolare, han-
no i centri sulla retta intersezione dei due piani tangenti 
al cono passanti per le rette di contatto parallele al piano 
di una qualunque delle sezioni delle iperboli. 
Hachette spiega le proprietà dei fuochi di un’ellisse 
e di un’iperbole utilizzando la dimostrazione di MM. 
Dandelin et Quetelet. Non mi dilungherò a riportare tali 
considerazioni. 

L’iperboloide di rivoluzione
Una retta che ruota attorno ad un’altra retta � ssa genera 
una super� cie di rivoluzione in cui le sezioni meridiane 
sono delle iperboli che hanno per semiasse principale 
la minima distanza delle due rette date (� g. 7). La retta 
generatrice è in tutte le sue posizioni parallela a un pia-
no meridiano e la sua distanza da questo piano è ugua-
le alla minima distanze delle due rette date21. Un piano 
qualsiasi perpendicolare all’asse di rivoluzione taglia la 
super� cie secondo un cerchio. Il cerchio di gola divide 
la super� cie in due parti uguali e simmetriche. Qui di 
seguito riportiamo la dimostrazione di Hachette sulla 
doppia generazione di rette dell’iperboloide di rivolu-
zione. Nel capitolo successivo sulla geometria proietti-
va daremo una dimostrazione più generale. 
Immaginiamo per questo cerchio di gola un cilindro ver-
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7/ Una retta che ruota attorno ad un’altra retta � ssa genera una super� cie di rivoluzione in cui le sezioni meridiane sono delle iperboli che 
hanno per semiasse principale la minima distanza delle due rette date.

8/ Dimostrazione della doppia generazione tramite una retta dell’iperboloide di rivoluzione.
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ticale retto che abbia lo stesso asse z dell’iperboloide, 
la retta generatrice a dell’iperboloide che è data su un 
piano tangente � al cilindro e che ruota attorno all’as-
se, passa successivamente in tutti i piani tangenti del 
cilindro (� g. 8). Ora per un punto P qualsiasi dell’iper-
boloide possiamo far passare due piani � e � tangenti al 
cilindro (vedi piano tangente ad un cilindro da un punto 
preso fuori della super� cie), i quali ambedue contengo-
no la retta a e b generatrice. Quindi non c’è alcun punto 
della super� cie che non sia l’intersezione di due rette a 
e b appartenenti alla super� cie. Allora è possibile dise-
gnare due sistemi di rette che dividono la super� cie in 
piccoli quadrilateri. Le rette d’un sistema non s’incon-
trano mai fra loro, viceversa sono tutte intersecate da 
una retta qualsiasi dell’altro sistema. Le rette del’uno e 
dell’altro sistema sono ugualmente inclinate in rapporto 
a un piano perpendicolare all’asse di rivoluzione, l’an-
golo che esse formano con questo piano è costante. 

Gli asintoti delle sezioni piane d’un iperboloide di 
rivoluzione
Le sezione piane d’un iperboloide di rivoluzione sono 
come quelle di un cono retto22: ellisse, iperboli o pa-

rabole. La sezione può estendersi all’in� nito solo se 
il piano sezione è parallelo almeno ad una generatrice 
dell’iperboloide. C’è un sistema semplice per capire 
se esiste sull’iperboloide di rivoluzione una generatri-
ce parallela al piano dato. Consiste nel prendere  per 
un punto qualsiasi dell’asse dell’iperboloide una retta 
parallela ad una retta generatrice qualsiasi dell’iperbo-
loide. Questa parallela ruotando attorno all’asse genera 
un cono retto, detto cono asintotico, tale che ciascuna 
generatrice del cono è parallela a quella dell’iperboloi-
de e viceversa (� g. 9). Facendo passare per il vertice 
del cono un piano parallelo al piano dato potrebbe darsi 
che questo sia tangente al cono secondo una generatrice 
oppure secante secondo due generatrici o, in� ne, non 
abbia che il vertice come punto in comune. Allora la 
sezione sarà una parabola (piano �), un iperbole (pia-
no �) o un’ellisse (piano �). Se esistono sul cono ret-
to delle generatrici parallele al piano secante, le rette 
dell’iperboloide parallele a queste generatrici, saranno 
incontrate dal piano secante all’in� nito. Le tangenti ai 
punti all’in� nito della sezione situata su queste rette 
sono gli asintoti. Il piano tangente in un punto dell’iper-
boloide di rivoluzione è determinato dalle due condi-

9/ Facendo passare per il vertice del cono asintotico un piano parallelo al piano dato potrebbe darsi che questo sia tangente al cono secondo 
una generatrice (parabola) oppure secante secondo due generatrici (iperbole)  o, in� ne, non abbia che il vertice come punto in comune (ellisse).
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zioni di passare per una retta della super� cie e di essere 
perpendicolare al piano meridiano del punto di contatto. 
Ma quando il punto di contatto è all’in� nito su una retta 
data della super� cie, il piano meridiano di questo punto 
è necessariamente parallelo a questa retta. Dunque un 
piano fatto passare per la retta data perpendicolare al 
piano meridiano che gli è parallelo è il piano tangente al 
punto situato all’in� nito su questa retta. L’intersezione 
di questo piano e del piano sezione è l’asintoto. Nel caso 
in cui la sezione è un’iperbole, esistono sull’iperboloide 
di rivoluzione, due rette parallele al piano secante, che 
determinano due piani tangenti per i punti di questa ret-
ta situati all’in� nito. Le rette intersezione di questi piani 
con il piano sezione sono gli asintoti. Nel caso della pa-
rabola il piano tangente al punto situato all’in� nito sulla 
retta parallela al piano secante è parallela a quest’ultimo 
piano e la sezione non ha asintoto. 
Per dimostrare il parallelismo di questi due piani notiamo 
che i meridiani, dei punti di contatto situati all’in� nito, 
passano per gli spigoli del cono retto, paralleli alle rette 
dell’iperboloide, ai quali questi piani appartengono. Ma 
per ipotesi nel caso della parabola, il piano passante per 
il vertice del cono parallelo al piano secante è tangente a 
questo cono. Dunque il piano meridiano passante per lo 
spigolo di contatto è perpendicolare al piano secante. Ora 
il piano tangente al punto situato all’in� nito passa per 
una parallela allo spigolo di contatto del cono ed inoltre 
è perpendicolare al piano meridiano di questo spigolo. 
Dunque il piano tangente e il piano secante passano per 
delle rette parallele e sono perpendicolari allo stesso pia-
no meridiano, dunque sono paralleli. Questo paralleli-
smo non ha luogo per l’iperbole perché i piani meridiani 
dei punti di contatto situati all’in� nito essendo normali 
al cono retto, sono necessariamente inclinati rispetto al 
piano sezione, quindi il piano parallelo fatto passare per 
il vertice del cono taglia il cono secondo due spigoli. 

Le sezioni piane dell’iperboloide di rivoluzione a 
una falda
Le sezioni piane dell’iperboloide di rivoluzione sono 
come per il cono retto, delle ellissi, delle iperboli o delle 
parabole23. E’ possibile dimostrare che i fuochi di queste 
curve sono i punti di contatto delle sfere circoscritte 
all’iperboloide a ai due piani delle curve. Sezioniamo 

con un piano meridiano l’iperboloide. Le sezioni saranno 
due iperboli. Inscriviamo nell’iperboloide due sfere 
a piacere24 (� g. 10). Dopodiché costruiamo un piano 
tangente � alle due sfere che tagli l’iperboloide secondo 
una sezione ellittica25. E’ possibile osservare che i punti 
F ed F’ di contatto delle due sfere con il piano sezione 
sono i fuochi dell’ellisse sezione. Ora prendiamo una 
retta r qualsiasi sull’iperboloide. Questa incontra il 
piano � in un punto M. Le sfere toccano l’iperboloide 
secondo due cerchi c e c’. La retta r interseca i due 
cerchi in due punti I ed I’. Ora le tangenti ad una sfera 
prese da un punto esterno sono tutte uguali per cui:
MI = MF ed MI’ = MF’ da cui
MF + MF’ = MI + MI’
Che è uguale alla parte della generatrice dell’iperboloi-
de compresa tra i due cerchi c e c’. Ma quale che sia la 
posizione della generatrice dell’iperboloide in rapporto 
all’asse di rivoluzione, la sua parte non varierà. Dunque 
la somma dei raggi vettori da un punto qualsiasi del-
la sezione piana dell’iperboloide di rivoluzione è una 
quantità costante. Questa dimostrazione è la medesima 
che Dandelin applica al cono retto e al cilindro retto.

La super� cie rigata elementare o l’iperboloide a 
una falda
Esistono cinque tipi di super� ci di secondo grado, di 
cui tre hanno un centro e altre due ne sono sprovviste. 
Le prime tre sono l’ellissoide, l’iperboloide a una falda, 
l’iperboloide a due falde. Le altre due sono il paraboloi-
de ellittico e il paraboloide iperbolico. Quest’ultima e 
l’iperboloide iperbolico possono essere generate da una 
retta in due modi differenti. 
Essendo date tre rette � sse, prendiamo un punto qualun-
que sulla prima. Per questo punto e per la seconda retta 
facciamo passare un piano che taglia la terza direttrice. 
La quarta retta, passante per il punto d’intersezione e 
per il punto della prima retta, s’appoggia sulle tre diret-
trici � sse. Questa quarta retta è la generatrice dell’iper-
boloide a una falda26. Questa super� cie ha un centro e 
tre assi principali ortogonali x, y, z  che passano per il 
centro O (� g. 11).
Due di questi assi sono quelli dell’ellisse che forma la 
gola della super� cie. Quando gli assi sono uguali l’el-
lisse di gola diviene un cerchio e l’iperboloide a una 
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falda coincide con l’iperboloide di rivoluzione. Le se-
zioni parallele delle super� ci di secondo grado sono 
simili. I piani paralleli all’esse di gola dell’iperboloide 
a una falda, tagliano questa super� cie secondo delle el-
lissi af� ni, dove gli assi aumentano in modo continuo 
a misura che i loro piani si allontanano dall’ellisse di 
gola. La super� cie è composta di due parti uguali che 
s’estendono inde� nitamente al di sotto e al di sopra di 
questa ellisse. In altre parole la super� cie ha tre piani 
di simmetria ortogonale individuati dai tre assi. Le tre 
sezioni principali costruite sui tre assi dati x, y e z che si 
tagliano nel centro O della super� cie rigata di secondo 

grado, sono un’ellisse e due iperboli. Le rette dell’iper-
boloide a una falda proiettate sui piani principali sono 
tangenti a queste sezioni, perché i piani proiettanti le 
rette dell’iperboloide sono, come tutti i piani passanti 
per queste rette, tangenti alla super� cie.

Tutte le sezioni piane dell’iperboloide sono, come per il 
cono circolare, delle ellissi, delle iperboli o delle para-
bole. Due sistemi di piani paralleli tagliano la super� cie 
secondo dei cerchi. Tutti i cerchi d’uno stesso sistema 
hanno i loro centri su una retta che passa per il centro 
della super� cie e che è inclinata rispetto ai piani prin-

10/  Il teorema di Dandelin applicato al caso dell’iperboloide di rivoluzione.



28

Federico Fallavollita
Le super� ci rigate e le super� ci sviluppabili. Uua rilettura attraverso il laboratorio virtuale

11/  L’iperboloide ad una falda ha un centro e tre assi principali ortogonali x, y, z  che passano per il centro O. L’iperboloide di rivoluzione 
ha un solo asse z.



29

Federico Fallavollita
Hachette e les surfaces réglées 

cipali. Due piani paralleli all’ellisse di gola tagliano la 
super� cie secondo dell’ellisse simili all’ellisse di gola 
e che sono uguali. Due altri piani passanti per gli assi 
maggiori di queste ellissi inclinati diversamente, taglia-
no la super� cie secondo due cerchi uguali e paralleli 
d’un diametro uguale all’asse maggiore delle ellissi. Per 
costruire le sezioni circolari di un iperboloide a una fal-
da conviene partire dall’ellisse di gola27. Si costruisce 
un cerchio su un piano passante per il diametro minore e 
per l’asse c ortogonale al piano dell’ellisse, di diametro 
pari all’asse maggiore dell’ellisse di gola. L’intersezio-
ne di questo cerchio con la super� cie dell’iperboloide 
darà quattro punti. Unendo i punti a due a due (che sono 
situati simmetricamente rispetto al centro) otterremo 
due rette passanti per il centro della super� cie. Il piano 
passante per queste rette e per l’asse maggiore dell’el-
lisse darà le due giaciture dei piani secanti l’iperboloide 
secondo dei cerchi.
Quanto detto ci suggerisce che per costruire l’iperbo-
loide a una falda è possibile prendere come direttrici 
due ellissi uguali e parallele oppure due cerchi uguali e 
paralleli e supporre che la generatrice si appoggi costan-
temente a queste due curve. 
Se sono dati l’ellisse di gola e una sola retta genera-
trice della super� cie questa super� cie è determinata28. 
In effetti consideriamo l’ellisse di gola come la base di 
un cilindro retto. Un piano qualsiasi tangente a questo 
cilindro taglia la retta data in un punto. Lo spigolo di 
contatto del cilindro e del piano incontra l’ellisse di gola 
in un altro punto: la retta che unisce questi due punti 
appartiene alla super� cie. In questo modo è possibile 
costruire quante generatrici si vuole.

La super� cie dell’iperboloide rigato è determinata da 
una retta che si appoggia a tre direttrici rette � sse. Am-
mettendo questa de� nizione possiamo dimostrare sin-
teticamente che la super� cie ha un centro O e che può 
essere generata in due modi differenti (� g. 12). Chia-
miamo a, b, c tre rette nello spazio sghembe. Date tre 
rette sghembe qualsiasi nello spazio di modo che non 
s’incontrino e che non siano parallele ad uno stesso pia-
no, esiste un unico parallelepipedo capace delle tre rette 
date. Infatti sappiamo che la direzione (la giacitura) d’un 
piano è determinato dalla condizione di essere parallelo 

a due rette. Per una delle rette date, per esempio la retta 
a, possiamo far passare due piani, l’uno parallelo alla 
retta b, e l’altro parallelo alla retta c; questo determina 
sei piani paralleli a due a due, che, a loro volta, determi-
nano il parallelepipedo. Gli spigoli del parallelepipedo 
sono le intersezioni dei sei piani. Ora di questi sei piani, 
tre sono, per ipotesi, condotti per le rette a, b, c. Dunque 
queste rette sono necessariamente dirette secondo i tre 
spigoli d’un parallelepipedo unico, capace delle tre rette 
date. Tre spigoli dei dodici del parallelepipedo, sono le 
rette a, b, c. Tre altri spigoli a’,b’, c’ hanno la caratte-
ristica che sono allo stesso tempo paralleli ad una delle 
tre rette date, e secanti gli altri due. I tre spigoli a’, b’, c’ 
sono detti i simmetrici di a, b, c e viceversa. E’ possibile 
costruire una trasversale qualsiasi t che si appoggi alle 
tre rette date a, b, c e trovare la sua simmetrica s che si 
appoggia sulle rette simmetriche a’, b’, c’. I due sistemi 
di rette s e t costituiscono i due sistemi delle generatrici 
dell’iperboloide. 
Il centro O dell’iperboloide, intersezione di due diago-
nali del parallelepipedo, è il centro del parallelepipedo 
costruito sulle tre rette a, b, c o a’, b’, c’ (� g. 13). Tre 
rette qualsiasi prese sull’una o l’altra serie di trasver-
sali s o t determinano un parallelepipedo. Tutti i paral-
lelepipedi costruiti sulle tre trasversali qualsiasi prese 
sullo stessa serie di rette, hanno lo stesso centro O ed 
è il centro della super� cie. Infatti le tre trasversali di 
ciascuna serie possono essere prese come le generatrici 
dell’iperboloide rigato. Di conseguenza questa super� -
cie può essere generata da una retta mobile in due modi 
differenti e in ogni punto di essa è possibile prendere 
due rette s e t, appartenenti ai due sistemi. 
Questa proprietà di doppia generazione dell’iperboloi-
de ad una falda sussiste ancora nel caso particolare in 
cui le tre rette a, b, c direttrici della retta mobile, siano 
parallele ad un medesimo piano. Allora l’iperboloide ri-
gato prende il nome di paraboloide iperbolico29. Questa 
super� cie era nota con il nome di plan gauche o pan o 
ancora quadrilatero sghembo. 

Le sezioni piane e il piano tangente ad una quadrica 
rigata
Queste due super� ci possono essere generate da una ret-
ta in due modi differenti. Un punto qualsiasi di queste 
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12/  Costruzione del parallelepipedo determinato da tre rette sghembe e del centro O dell’iperboloide ad una falda.

13/ Il centro O dell’iperboloide, intersezione di due diagonali del parallelepipedo, è il centro del parallelepipedo costruito sulle tre rette a, 
b, c o a’, b’, c’.
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super� ci è dunque l’intersezione di due rette apparte-
nenti ai due sistemi di generazione. Di conseguenza il 
piano tangente in questo punto è determinato da queste 
due rette. Se concepiamo su ciascuna super� cie tre rette 
d’uno stesso sistema, un piano qualsiasi passante per una 
di queste rette, e ruotante attorno ad essa come cernie-
ra, sarà in tutte le sue posizioni tangente alla super� cie 
(� g. 14). Ma il punto di contatto varierà e per ottenerlo 
basterà trovare l’intersezione del piano tangente con la 
super� cie. L’intersezione sarà costituita da due rette: la 
prima sarà la cerniera del piano e la seconda apparterrà 
al secondo sistema di rette. Il punto intersezione delle 
due rette sarà il punti di tangenza. Un altro modo per de-
terminare il punto consiste nel prolungare il piano tan-
gente � no ad intersecare le altre due rette date del primo 
sistema. La retta che unisce i due punti d’intersezione 
appartiene al secondo sistema di generazione e taglia la 
retta del primo sistema nel punto di tangenza del piano. 
Tutte le rette passanti nell’angolo compreso fra le due 
rette che determinano il piano tangente dell’iperboloide 
ad una falda o del paraboloide iperbolico, sono delle 
secanti di queste super� ci. Ne segue che un piano è tan-
gente ad un iperboloide rigato soltanto per un elemento 
inde� nitamente piccolo e in un solo punto al limite di 
questo elemento. Per tutti gli altri punti il piano è se-
cante. Viceversa il piano tangente di una super� cie svi-
luppabile è tangente lungo tutti i punti della retta della 
super� cie per il quale passa.

Se prendiamo su un iperboloide cinque rette d’uno stesso 
sistema e per il centro di questa super� cie facciamo 
passare cinque parallele a queste rette, il cono quadrico 
che passerà per queste parallele gode della proprietà 
che non esiste alcuna retta sull’iperboloide appartenente 
all’uno o all’altro sistema di generazione che non abbia 
la sua parallela su questo cono, che nominiamo cono 
asintotico30. Ammettendo questa proposizione come 
dimostrata, e avendo costruito il cono asintotico di cui 
conosciamo il vertice, e cinque punti della base situati 
sulle cinque rette date, potremo riconoscere il tipo di 
curva che risulta dall’intersezione dell’iperboloide 
con un piano dato (vedi � gura 9). Avendo costruito un 
piano per il vertice del cono parallelo al piano dato, o il  
piano avrà in comune con il cono solo il vertice, o sarà 

tangente, o in� ne sarà secante e conterrà due generatrici 
del cono. Le sezioni corrispondenti a questi tre casi 
saranno o delle ellissi, o delle parabole o delle iperboli.

La teoria che abbiamo esposto porta a questi risultati: 
che l’iperboloide ad una falda comprende come casi 
particolari l’iperboloide di rivoluzione e il paraboloide 
iperbolico; che queste tre super� ci possono essere ge-
nerate in due modi differenti da una retta mobile; che 
sono divise in un’in� nità di piccoli quadrilateri sghembi 
dai due sistemi di rette; in� ne che le aree comprese fra 
due rette consecutive d’uno stesso sistema di generazio-
ne, sono degli elementi sghembi che s’estendono inde-
� nitamente nel senso delle rette che le comprendono. 
Dimostreremo adesso che la super� cie rigata generale, 
così come l’abbiamo de� nita, e l’iperboloide ad una fal-
da, possono, per una scelta conveniente delle rette ge-
neratrici di questa seconda super� cie, avere in comune 
uno o due elementi sghembi consecutivi, secondo i quali 
l’iperboloide è tangente alla super� cie rigata generale. 
E’ per questa ragione che l’iperboloide ad una falda è 

14/ I piani tangenti lungo una retta di una super� cie rigata determi-
nano un fascio di piani in cui ad ogni piano corrisponde un determi-
nato punto di contatto sulla retta generatrice.
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rispetto alle super� ci rigate quello che il piano è rispetto 
alle super� ci sviluppabili: non esiste nessuna super� cie 
rigata che non possa essere vista come l’inviluppo nello 
spazio che percorre un iperboloide ad una falda. 

Iperboloidi tangenti secondo una retta alla 
super� cie rigata generale
Siano a, b, c tre curve qualsiasi direttrici d’una retta mo-
bile r (� g. 15). La super� cie rigata di cui questa retta è 
la generatrice, ha come uno dei suoi elementi sghem-
bi l’area compresa tra due posizioni successive r ed r’ 
della generatrice mobile31. Quale che sia la super� cie 
generata da questa retta, che ha per direttrici le tre curve 
a, b, c immaginiamo di prendere per i tre punti A, B, C 

della retta r altre tre curve qualsiasi e, f, g della super-
� cie; potremo prendere queste nuove curve per diret-
trici della retta mobile. La seconda super� cie, generata 
con questa ipotesi, non differirà dalla prima, poiché le 
rette r, r’, p, che si appoggiano sulle direttrici a, b, c 
incontrano altre curve della prima super� cie, come e, 
f, g che passano per i punti A, B, C. Ma considerando 
solo l’elemento sghembo rr’, è evidente che la retta r’ 
di questo elemento s’appoggia sulle tangenti alle prime 
tre direttrici a, b, c e che la retta q che si appoggia sulle 
tangenti delle tre nuove direttrici e, f, g appartiene allo 
stesso elemento, poiché tutte le tangenti alla super� cie 
staccate dai punti A, B, C sono comprese nei piani tan-
genti in questi punti. Dunque se consideriamo tre piani 

15/  Quale che sia la super� cie rigata, esistono un’in� nità d’iperboloidi ad una falda che hanno un elemento comune con questa super� cie, e 
che le sono tangenti secondo la retta che determina questo elemento.
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16/  Rappresentazione della tavola N°17  delle super� ci rigate del trattato di Hachette. La prima super� cie, a partire da sinistra in alto, è la 
voûte conoide. Le direttrici sono un arco di cerchio, una retta verticale, e un piano direttore orizzontale. La seconda super� cie è la super� cie 
del bias passé. Le tre direttrici sono due archi di cerchio e una retta orizzontale. La terza super� cie è l’ arriére-voussure. Le tre direttrici sono 
due archi di cerchio e una retta orizzontale.
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tangenti in tre punti A, B, C d’una retta mobile d’una 
super� cie rigata, e in ciascuno di questi piani una retta 
che passa per il punto di contatto, avremo tre rette che 
potremo prendere come direttrici d’un iperboloide, che 
sarà tangente alla super� cie rigata, secondo l’elemento 
sghembo rr’.
Cosicché quale che sia la super� cie rigata, esistono 
un’in� nità d’iperboloidi ad una falda che hanno un ele-
mento comune con questa super� cie, e che le sono tan-
genti secondo la retta che determina questo elemento. 
Ciascuno di questi iperboloidi ha per direttrici della sua 
generatrice, tre rette arbitrarie prese in tre piani tangenti 
della super� cie rigata, in tre punti della retta di contatto 
di questa super� cie e dell’iperboloide. Tutti questi iper-
boloidi hanno in comune con la super� cie rigata due ret-
te consecutive di questa super� cie, tranne uno solo che 
passerà per tre rette consecutive della super� cie rigata, 
che avrà in comune con questa super� cie un contatto 
più immediato e che per questa ragione è stato chiamato 
iperboloide osculatore. 

Gli iperboloide ad una falda, tangenti ad una super� -
cie rigata secondo una retta, diventano dei paraboloidi, 
quando le rette direttrici prese nei tre piani tangenti, sono 
parallele a un medesimo piano. Siano A, B, C tre punti 
qualsiasi sulla retta r d’una super� cie rigata. Facciamo 
passare per questi punti i piani tangenti alla super� cie 
e per i medesimi punti tre piani paralleli qualsiasi che 
tagliano i piani tangenti secondo tre rette. Prendendo 
queste ultime rette come direttrici, la retta mobile gene-
ra un parabolide. Siccome la giacitura dei piani paralleli 
è arbitraria, esistono un’in� nità di paraboloidi che sono 
tangenti alla super� cie rigata secondo l’elemento r. Tra 
questi paraboloidi tangenti, c’è ne uno in cui le direttrici 
sono perpendicolari alla retta r. Determiniamo queste 
direttrici, facendo passare per i tre punti A, B, C dei 
piani paralleli, perpendicolari alla retta r, che tagliano i 
piani tangenti nei medesimi punti A, B, C secondo tre 
rette che sono evidentemente parallele ad un piano e 
perpendicolari alla retta della super� cie rigata. 

17/ Costruzione della super� cie della voûte conoide.
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18/ Costruzione di un paraboloide iperbolico tangente alla  voûte conoide lungo una retta  generatrice.
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Esempi di paraboloide tangente alle super� ci rigate  
Adesso consideriamo tre casi particolari di super� ci ri-
gate esaminate da Hachette e di raccordi con una qua-
drica rigata (� g. 16).
Primo esempio. Piano tangente e paraboloide tangente 
alla super� cie rigata che nominiamo conoide.
La super� cie rigata conoide della � gura è generata da 
una retta mobile sempre orizzontale, che s’appoggia su 
due linee direttrici di cui l’una è una retta verticale d e 
l’altra è un arco di cerchio data su un piano verticale. La 
terza direttrice quindi è un piano direttore orizzontale. 
Questa super� cie chiude una piccola volta, che nomi-
niamo volta conoide (voûte conoide).
Sia d la retta verticale direttrice della retta mobile oriz-
zontale; la seconda direttrice è un cerchio c che è dato 
nel piano verticale e che prendiamo come la base del 
conoide. Per costruire questa super� cie nel metodo del-
la rappresentazione matematica  è possibile seguire la 
strada seguente: si costruisce il cerchio c e la retta d 
verticali (� g. 17). Poi si specchia il cerchio c ortogo-

nalmente alla retta orizzontale r (che è anche perpendi-
colare al piano verticale del cerchio c). Si considerano 
le due metà opposte dei due cerchi c e c’. Si genera la 
super� cie rigata considerando come direttrici le due se-
micirconferenze suddette. Si taglia la super� cie rigata 
secondo la retta d, asse di simmetria della super� cie. 
In� ne è suf� ciente specchiare la metà della super� cie 
rispetto al piano di simmetria ortogonale verticale. La 
super� cie rigata così costruita ha le generatrici rette 
esattamente allineate con la terza direttrice, ovvero con 
il piano direttore orizzontale. 
 
Prendiamo un punto A della super� cie del conoide sulla 
retta g generatrice (� g. 18). Il piano tangente nel punto 
A deve passare per la retta g e per una delle tangenti 
alla super� cie nel punto A. Possiamo costruire un pa-
raboloide iperbolico tangente alla super� cie lungo la 
generatrice g. Consideriamo tre punti qualsiasi A, B, C 
sulla retta g e i tre piani tangenti �, �, � alla super� cie 
nei rispettivi punti. Ora tagliamo i tre piani tangenti di 

19/ Costruzione della super� cie dell’ arriére-voussure.
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asse g con altri tre piani paralleli ad un piano direttore 
�. Come piano direttore ho scelto la giacitura perpen-
dicolare alla generatrice g. I tre piani di taglio devono 
passare per i punti A, B, C. Le tre rette intersezione a, 
b, c saranno parallele ad un piano direttore dato e for-
meranno un paraboloide iperbolico tangente al conoide 
lungo la retta g. 

Secondo esempio. Super� cie rigata dell’ arriére-vous-
sure de Marseille.
Sia data una retta orizzontale r. Prendiamo sul piano 
verticale ortogonale ad r e passante per O un semicer-
chio c di centro O (� g. 19). Il secondo arco di cerchio c’ 
è su un altro piano verticale con centro O’. I due archi 
di cerchio c, c’ e la retta orizzontale r sono le tre di-
rettrici della super� cie rigata in questione. Come per il 
bias passè (vedi il terzo capitolo) le singole generatrici 
possono essere ricavate dall’intersezione di un fascio di 
piani passanti per la direttrice orizzontale r e secanti i 
due archi di cerchio. I punti intersezione rispettivi deter-
minano le posizioni delle rette generatrici che si appog-
giano alle tre direttrici date. 
Vedremo nell’appendice che la super� cie della piccola 
volta, che nominiamo arriére-voussure de Marseille si 
compone di due super� ci rigate che hanno due direttrici 
comuni, l’orizzontale r e il cerchio c. La loro genera-
zione non differisce se non per la terza direttrice. Esse 
hanno ugualmente due rette in comune e possono essere 
raccordate: questo consiste nel fatto che siano tangenti 
l’una all’altra secondo la retta che è comune. Questa 
condizione è soddisfatta quando hanno gli stessi piani 
tangenti in tre punti di ciascuna retta comune. Il pro-
cedimento per costruire un paraboloide iperbolico rac-
cordato tramite una generatrice g alla super� cie dell’ 
arriére-voussure è esattamente lo stesso adoperato pre-
cedentemente.

Iperboloide osculatore
Tre linee qualsiasi d’una super� cie rigata dirigono il 
movimento della retta generatrice di questa super� cie. 
Le tangenti a queste curve, staccate per il punto dove 
una retta generatrice qualsiasi della super� cie le incon-
tra, determina un iperboloide tangente alla super� cie 
secondo una retta. Ma sappiamo che un piano che ruoti 

attorno ad una retta di un iperboloide, è, in tutte le sue 
posizioni, tangente a questo iperboloide. Ne consegue 
che un piano che ruoti attorno ad una retta d’una su-
per� cie rigata è, anch’esso, in tutte le sue posizioni, 
tangente a questa super� cie, poiché sarà costantemente 
tangente ad un iperboloide che è lui stesso tangente alla 
super� cie rigata.
Avendo costruito lungo una retta d’una super� cie rigata 
tre piani qualsiasi che la toccano in tre punti conosciuti, 
è evidente che tutte le rette appartenenti a questi piani e 
passanti per i punti di contatto saranno tangenti alla su-
per� cie. Ora tre di queste rette prese nei tre piani, deter-
minano un iperboloide tangente alla super� cie rigata. Di 
conseguenza due super� cie rigate che hanno una retta in 
comune e tre paini tangenti in comune in tre punti di 
questa retta, sono tangenti l’uno all’altro in tutti i pun-
ti della retta comune, perché sarebbero toccati secondo 
una retta da un iperboloide che avrebbe per direttrici 
tre rette appartenenti ai tre piani tangenti, passanti per i 
punti di contatto di questi piani e delle due super� ci.
Tre piani tangenti passanti per una retta data d’una 
super� cie rigata e i tre punti di contatto determinano 
un’in� nità d’iperboloidi ad una falda, tangenti alla su-
per� cie secondo una retta data. Tra questi iperboloidi 
c’è ne uno più importante; è quello che contiene tre ret-
te consecutive della super� cie rigata e che nominiamo 
iperboloide osculatore. Esso misura la curvatura d’un 
elemento sghembo della super� cie rigata, come il cer-
chio osculatore misura quella di una curva dove è oscu-
latore.

Determinazione dell’iperboloide osculatore
Fra i piani tangenti d’una super� cie rigata, passanti per 
una retta data r di questa super� cie, tre qualsiasi di que-
sti piani tagliano la super� cie secondo tre curve a, b, 
c che sono intersecate dalla retta r in tre punti A, B, C 
(� g. 20). I punti A, B, C sono i punti di contatto dei tre 
piani tangenti alla super� cie rigata. Le tangenti rispet-
tive alle tre curve a, b, c passanti per i tre punti A, B, C 
sono le direttrici della retta generatrice dell’iperboloide 
osculatore. 
Consideriamo la super� cie rigata del conoide della 
voûte conoide analizzata precedentemente (vedi � gura 
17).32 In questo caso ho scoperto e ho potuto veri� care 
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che la super� cie osculatrice lungo una retta è un parabo-
loide iperbolico. Le tangenti a, b, c alle tre linee a, b, c 
sono tutte parallele ad un medesimo piano direttore. Di 
conseguenza la quadrica rigata passante per quelle tre 
direttrici non potrà che essere un paraboloide iperbolico 
e non un iperboloide ad una falda come sarebbe stato 
logico aspettarsi. 

Rappresentazione delle proprietà principali delle 
super� ci rigate 
In questo paragrafo33 ci proponiamo di rappresentare at-
traverso il metodo della rappresentazione matematica le 
quattro proprietà principali descritte da Hachette nel suo 
trattato. Per cui vengono descritte le operazioni spaziali 
da effettuare nelle singole sperimentazioni34. Questo per 
consentire a chi lo desiderasse di poter ripetere esatta-
mente il medesimo esperimento descritto nella ricerca.  

Prima proprietà. Le super� ci rigate hanno come 
super� cie normale lungo una retta, un iperboloide a 

una falda, o un plan gauche i cui parametri variano per 
ciascuna retta (� g. 21);
Come già ricordato la prima proprietà così come è 
enunciata da Hachette è inesatta, perché la super� -
cie normale lungo una retta di una super� cie rigata è 
sempre un paraboloide iperbolico e non un iperboloide 
(come precisano autori più moderni, ad esempio Gino 
Fano). Hachette, purtroppo, non aveva gli strumenti per 
potersene rendere conto. Egli, infatti, non poteva fare 
una veri� ca sperimentale di questa proprietà, come ab-
biamo fatto noi, e non poteva neppure studiarla con gli 
strumenti della geometria proiettiva, nata, come è noto, 
con Jean-Victor Poncelet negli stessi anni degli studi di 
Hachette (vedi il paragrafo paraboloide delle normali 
nel terzo capitolo). Consideriamo una super� cie rigata 
R35 (� g. 22). Per costruire l’iperboloide delle normali 
è suf� ciente staccare tre rette ortogonali alla super� cie 
rigata R lungo una retta qualsiasi r della super� cie in 
tre punti distinti A, B, C. Le tre rette a, b, c sono le 
direttrici che determinano il paraboloide delle norma-

20/ Costruzione della super� cie osculatrice della super� cie rigata della voûte conoide.
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li. Nella rappresentazione matematica un paraboloide 
iperbolico è determinato da un quadrilatero sghembo. 
E’ necessario, allora, procurarsi una seconda retta q ap-
partenete alla stessa schiera di r.  Si fa passare un piano 
� per la direttrice a e per un punto C qualsiasi della terza 
direttrici retta c. Si costruisce un secondo piano per la 
direttrice b e per lo stesso punto C. La retta intersezione 
q dei due piani di costruzione è la generatrice passante 
per C che si appoggia alle tre rette date a, b, c. Ora è 
possibile generare la super� cie del paraboloide tramite 
i bordi del quadrilatero sghembo composto dalla coppia 
di rette a, c e dalla coppia di rette r, q. 
Adesso veri� chiamo che i piani direttori del paraboloide 
siano ortogonali fra loro. E’ suf� ciente costruire il primo 
piano direttore � formato dalla prima coppia di rette a, c. 

Si copia la retta c e si trasla in un punto appartenente alla 
copia della retta a in un punto qualsiasi dello spazio. Il 
piano formato dalle due rette incidenti (la retta a e la 
copia traslata della retta c) è il primo piano direttore � 
del sistema di rette di cui fanno parte le tre rette a, b, 
c. Il secondo piano direttore � è formato dalla seconda 
coppia di rette r, q. La costruzione è la medesima 
anzidetta. Una volta de� niti i due piani direttori si 
misura l’angolo diedro che individuano; questo risulterà 
un angolo retto. L’intersezione dei due piani direttori dà 
la direzione dell’asse del paraboloide delle normali. La 
vista ortogonale all’asse del paraboloide delle normali 
mette in luce la presenza dei due piani direttori (� g. 
23) La dimostrazione del perché la super� cie normale 
lungo una retta di una super� cie rigata sia sempre un 

21/ Rappresentazione della prima proprietà delle super� ci rigate. Le super� ci rigate hanno come super� cie normale lungo una retta un plan 
gauche i cui parametri variano per ciascuna retta.
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paraboloide iperbolico è riportata nel terzo capitolo36. 

Seconda proprietà. Le super� ci rigate hanno per super-
� cie osculatrice lungo una retta, un iperboloide a una 
falda determinato, i cui parametri variano per ciascuna 
retta.
Il secondo teorema di Hachette è anch’esso impreciso, 
perché ho potuto veri� care che in alcuni casi la super-
� cie osculatrice è un paraboloide iperbolico. Tre piani 
tangenti passanti per una retta data d’una super� cie ri-
gata nei tre punti di contatto scelti determinano un’in� -
nità d’iperboloidi ad una falda, tangenti alla super� cie 
secondo una retta data. Tra questi iperboloidi c’è ne 
uno più importante; è quello che nominiamo iperboloi-

de osculatore. Esso misura la curvatura d’un elemento 
sghembo della super� cie rigata, come il cerchio oscula-
tore misura quella di una curva dove è osculatore. Fra i 
piani tangenti d’una super� cie rigata, passanti per una 
retta data r di questa super� cie, tre qualsiasi di questi 
piani tagliano la super� cie secondo tre curve a, b, c che 
sono intersecate dalla retta r in tre punti A, B, C. Le tan-
genti rispettive a, b, c alle tre curve a, b, c passanti per i 
tre punti A, B, C sono le direttrici della retta generatrice 
dell’iperboloide osculatore. 
Queste tre rette sono le direttrici dell’iperboloide oscu-
latore. E’ possibile costruire parte del quadrilatero 
sghembo dell’iperboloide osculatore trovando un certo 
numero di generatrici (del secondo sistema di rette che 

22/ Costruzione del paraboloide delle normali.
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interseca le tre direttrici) e poi generare la super� cie in-
terpolando tali rette. Ho elaborato, però, una costruzio-
ne ottimale che consente di disegnare esattamente un 
iperboloide ad una falda date tre rette direttrici. Questa 
costruzione sfrutta il centro della super� cie e le pro-
prietà di simmetria ortogonale dei tre piani principali 
in particolare del piano che contiene l’ellisse di gola e 
consente di disegnare l’iperboloide ad una falda come 
dilatazione di un iperboloide di rotazione. Per costruire 
l’intera super� cie dell’iperboloide a una falda si riman-
da al secondo capitolo, perché la costruzione fa uso di 
alcune proprietà della geometria proiettiva. Un caso in 
cui la super� cie osculatrice è un paraboloide iperbolico 
è quello rappresentato nella � gura 20.

Terza proprietà. Le super� ci rigate hanno per super� ci 
tangenti lungo una retta, un’in� nità d’iperboloidi a una 
falda.
Quale che sia la super� cie rigata, esistono un’in� nità 
d’iperboloidi ad una falda che hanno un elemento co-
mune con questa super� cie, e che le sono tangenti se-
condo la retta che determina questo elemento. Ciascuno 
di questi iperboloidi ha per direttrici della sua genera-
trice, tre rette arbitrarie prese in tre piani tangenti della 
super� cie rigata, in tre punti della retta di contatto di 
questa super� cie e dell’iperboloide. Tutti questi iperbo-
loidi hanno in comune con la super� cie rigata due rette 
consecutive di questa super� cie, tranne uno solo che 
passerà per tre rette consecutive della super� cie rigata, 
che avrà in comune con questa super� cie un contatto 
più immediato e che per questa ragione è stato chiamato 
iperboloide osculatore37. 
Gli iperboloidi ad una falda, tangenti ad una super� -
cie rigata secondo una retta, diventano dei paraboloi-
di, quando le rette direttrici prese nei tre piani tangen-
ti, sono parallele a un medesimo piano. Siano A, B, C 
tre punti qualsiasi sulla retta r d’una super� cie rigata. 
Facciamo passare per questi punti i piani tangenti alla 
super� cie e per i medesimi punti tre piani paralleli 
qualsiasi che tagliano i piani tangenti secondo tre rette. 
Prendendo queste ultime rette come direttrici, la retta 
mobile genera un parabolide iperbolico. Siccome la gia-
citura dei piani paralleli è arbitraria, esistono un’in� nità 
di paraboloidi che sono tangenti alla super� cie rigata 
secondo l’elemento r. Tra questi paraboloidi tangenti, 
c’è ne uno in cui le direttrici sono perpendicolari alla 
retta r. Determiniamo queste direttrici, facendo passare 
per i tre punti A, B, C dei piani paralleli, perpendicolari 
alla retta r, che tagliano i piani tangenti nei medesimi 
punti A, B, C secondo tre rette che sono evidentemente 
parallele ad un piano e perpendicolari alla retta della 
super� cie rigata (� g. 24, vedi anche � gura 18). 
Per determinare un iperboloide ad una falda tangen-
te qualsiasi si prendono tre punti qualsiasi sulla retta 
r della super� cie rigata data. Nell’esempio illustrato 
sono partito da un iperboloide di rotazione (� g. 25). Si 
costruiscono i tre piani tangenti alla super� cie nei tre 
punti. Su questi tre piani si fanno passare tre rette a pia-

23/ La vista ortogonale all’asse del paraboloide delle normali mette 
in luce la presenza dei due piani direttori.
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cere. L’unica condizione è che ciascuna di esse dovrà 
appartenere al rispettivo piano tangente e passare per il 
punto di contatto del piano a cui appartiene. E’ evidente 
che per ogni punto di contatto esiste un fascio di rette 
appartenente al piano tangente rispettivo. Queste tre ret-
te sono le direttrici di uno degli in� niti iperboloidi rigati 
tangenti lungo r alla super� cie rigata data. Per costruire 
esattamente l’iperboloide ad una falda si rimanda al se-
condo capitolo (il laboratorio sperimentale della geo-
metria descrittiva). 
Adesso vorrei fare alcune considerazioni sulla speri-
mentazione fatta. Come già detto sono partito da un 
iperboloide di rivoluzione e ho costruito tre quadriche 
tangenti lungo la retta r. Precisamente ho costruito un 

paraboloide iperbolico e due iperboloidi ad una falda. 
Per cui abbiamo 4 super� ci rigate (due iperboloidi riga-
ti, un paraboloide iperbolico e un iperboloide di rivolu-
zione) tangenti lungo una medesima retta r. Ho posizio-
nato l’insieme delle super� ci rigate secondo l’asse del 
paraboloide iperbolico. L’asse in questione è perpendi-
colare al piano orizzontale e il paraboloide è tagliato se-
condo quattro parabole principali sfruttando le proprietà 
di simmetria della super� cie. Ma non è solo questo che 
volevo far notare. La sperimentazione mi ha consentito 
di costruire nello spazio tali iperboloidi tangenti lungo 
la medesima retta e di mettere in luce una coincidenza 
interessante: le coppie di iperboloidi rigati tangenti lun-
go la retta r sembrano tagliarsi tutti secondo tre rette, di 

24/ Rappresentazione della terza proprietà delle super� ci rigate.
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cui una è la retta r (� g. 26 e 27). Non ho ancora trovato 
una dimostrazione teorica di questo fatto, d’altra parte, 
come ricorda Monge, la sperimentazione certe volte ci 
porta dal noto all’ignoto.

Quarta proprietà. Due super� ci rigate che abbiano una 
retta in comune e tre piani tangenti comuni in tre punti 
differenti di questa retta, sono tangenti l’una all’altra 
lungo tutti i punti della retta loro comune.
Questo teorema è il fondamento di tutte le proprietà vi-
ste � nora. La dimostrazione di questo teorema si basa su 
semplici concetti di geometria proiettiva  e si può tro-
vare nel capitolo terzo nel paragrafo Conseguenze del 
teorema di Chasles38.  
 
Laboratorio sperimentale della geometria descrittiva
Costruzione di un iperboloide ad una falda
Nei modellatori NURBS le super� ci vengono de� nite 
tramite curve dette isoparametriche (u, v). Una super� -
cie rigata è una super� cie nelle cui equazioni parame-

triche uno dei due parametri appare di grado uno e con 
un singolo arco39. Le curve isoparametriche relative ad 
uno dei due parametri (ad esempio il parametro u) sono 
pertanto linee rette e costituiscono le generatrici della 
super� cie rigata. È possibile, tuttavia, generare una ri-
gata anche senza costruirla a partire dal movimento di 
una retta, basti pensare al paraboloide iperbolico40, nel 
qual caso nessuna delle due schiere di curve isoparame-
triche è una retta. Il modellatore permette ugualmente 
una serie di veri� che attraverso diversi strumenti fra i 
quali l’analisi gaussiana41 che consente di controllare 
la curvatura delle super� ci e veri� care, quindi, che la 
curvatura, nel caso delle super� ci rigate, sia sempre ne-
gativa. Siccome in geometria descrittiva una super� cie 
è de� nita quando è possibile disegnare la posizione di 
ogni generatrice, è preferibile, nell’ambiente di model-
lazione, de� nire le super� ci rigate tramite il movimento 
della retta generatrice mobile. Vedremo che in alcuni 
casi sarà, invece, più opportuno generare un iperboloide 
di rotazione tramite la curva dell’iperbole principale.

25/ Paraboloide iperbolico tangente ad un iperboloide di rivoluzione lungo una retta.
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26/ Rappresentazione di quattro super� ci quadriche rigate tangenti lungo una stessa retta.
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27/ Rappresentazione di quattro super� ci quadriche rigate tangenti lungo una stessa retta.
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Il metodo più spedito ed esatto per realizzare un 
iperboloide rigato generico è quello di partire da un 
iperboloide di rotazione per poi dilatarlo in un iperboloide 
ad una falda. Questa operazione è perfettamente 
legittima sia da un punto di vista tecnico sia da un punto 
di vista teorico geometrico. Dal punto di vista tecnico ho 
veri� care che è il solo metodo42 per ottenere esattamente 
un iperboloide ad una falda attraverso gli strumenti del 
disegno digitale. Dal punto di vista teorico una rigata può 
essere sempre ottenuta come trasformazione di un’altra 
rigata. La trasformazione è simile a quella che avviene 
nelle super� ci sviluppabili quando vengono sviluppate 
nel piano. Una trasformazione che avviene senza rotture 

e sovrapposizioni. Questo metodo di generazione per 
trasformazione consente di poter sperimentare un’altra 
questione sugli iperboloidi, ovvero la questione della 
linea di stringimento43 dell’iperboloide, che, purtroppo, 
non è descritta chiaramente nei trattati di geometria 
descrittiva. Evidentemente per i matematici è una 
questione ampiamente nota oppure di poco valore e non 
ritengono necessario speci� care il problema. In ogni 
modo ho potuto veri� care che la linea di stringimento 
dell’iperboloide ad una falda non coincide con l’ellisse 
di gola come avviene, invece, per l’iperboloide di 
rivoluzione. Adesso generiamo un iperboloide rigato 
di rivoluzione. Si costruisce una retta verticale z, che 

28/ Rappresentazione particolare del paraboloide iperbolico tangente ad un iperboloide di rivoluzione.
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assumiamo come asse della super� cie, e una retta r 
sghemba rispetto all’asse. Si costruisce l’iperboloide 
di rivoluzione facendo ruotare la retta r attorno all’asse 
z. Le isoparametriche della super� cie di rivoluzione 
saranno: per la u dei cerchi simili e per la v delle rette44 
(o viceversa). Le isoparametriche v rappresentano la 
prima schiera di rette dell’iperboloide di rivoluzione. 
Per determinare la seconda schiera è preferibile fare 
una copia della super� cie specchiandola rispetto al suo 
piano di simmetria ortogonale (piano perpendicolare 
all’asse z e passante per il centro della super� cie). 
Otteniamo in questo modo una seconda super� cie 
che ha, viceversa, come isoparametriche v la seconda 
schiera di rette. E’ possibile estrarre un numero a piacere 
di rette appartenenti alla prima schiera e veri� care 
che intersecano tutte la seconda schiera.  Ritengo 
che il metodo appena descritto sia il più ef� cace per 
rappresentare l’iperboloide di rivoluzione attraverso il 
movimento della retta generatrice e ottenere ambedue 
le schiere di rette. Un altro modo, ugualmente corretto, 
consiste nel disegnare un’iperbole i in un piano 
qualsiasi passante per l’asse z e generare la super� cie di 
rivoluzione dell’iperboloide. In questo caso il parametro 
v delle isoparametriche sarà una curva assimilabile 
ad un’iperbole. Poniamoci il problema di costruire un 
iperboloide generico, altrimenti detto iperboloide ad una 
falda. Sappiamo che la de� nizione più generale è quella 
di una generatrice retta mobile che nel suo movimento si 
appoggia a tre direttrici rette � sse (teorema di Monge). 
Vedremo nel capitolo successivo come generare un 
iperboloide generico esatto a partire da tale de� nizione. 
Adesso rappresentiamo semplicemente un iperboloide 
generico attraverso una dilatazione. Una volta costruito 
un iperboloide di rivoluzione è suf� ciente trasformare 
questo, attraverso una dilatazione (o contrazione) 
lungo una sola direzione principale45 per ottenere 
un iperboloide generico esatto. Inoltre è possibile 
sfruttare sempre la simmetria ortogonale rispetto ai 
piani principali per generare un secondo iperboloide 
generico, perfettamente coincidente con il primo, che ci 
dia la seconda schiera di rette. 

thinkdesign 
Disegniamo un iperboloide rigato di rivoluzione.

Inserisci/ Disegno/ Linea/ 2 Punti, si disegna la linea z 
dell’asse sul piano di costruzione. 
Modi� ca/ Sposta/copia, consente di ruotare di novanta 
gradi l’asse z rispetto al sistema di riferimento cartesia-
no del programma. 
Modi� ca/ Sposta/copia, consente di fare una copia delle 
retta z e di ruotarla a piacere rispetto agli assi di rife-
rimento globali. Otteniamo in questo modo la retta r 
sghemba rispetto alla retta z. Si consiglia di traslare la 
copia rispetto al punto medio della retta z verso la di-
rezione y degli assi e di ruotarla rispetto al piano zy di 
un angolo a piacere (si può scegliere anche la direzione 
lungo l’asse x). 
Inserisci/ Super� ci/Di rotazione, consente di generare 
l’iperboloide di rivoluzione rigato scegliendo come ge-
neratrice la retta r e come asse della super� cie la retta z. 
Inserisci/ Curve/Isoparametriche, consente di estrarre 
le curve isoparametriche della super� cie. E’ possibile 
veri� care che le u sono le rette generatrici mentre le v 
sono i cerchi paralleli al piano orizzontale. 
Modi� ca/ Ri� etti, consente di specchiare e copiare la 
super� cie secondo la modalità perpendicolare ad asse e 
per punto scegliendo come asse l’asse z e come punto un 
punto qualsiasi appartenente all’asse z. Otteniamo una 
copia della super� cie rigata, perfettamente coincidente 
con la prima, che avrà questa volta come generatrice 
retta il secondo sistema di rette. Si ricorda che l’iperbo-
loide di rivoluzione è una quadrica ed è generata in due 
modi differenti secondo due sistemi di rette. E’ possibi-
le estrarre da quest’ultima super� cie le isoparametriche 
rette u, e veri� care l’intersezione colle rette generatrice 
della prima super� cie dell’iperboloide. 
Adesso disegniamo un iperboloide ad una falda o quel-
lo che Hachette de� nisci come la super� cie rigata ele-
mentare.
Vista/ Orientamento/ Alto, consente di orientare la vista 
ortogonale al piano di lavoro in modo da vedere l’iper-
boloide come due cerchi concentrici e l’asse come un 
punto. Il cerchio più piccolo sarà il cerchio di gola.
Modi� ca/ Scala, consente di trasformare la super� cie 
lungo una sola direzione. Si consiglia di posizionare 
l’origine del manipolatore con un punto appartenente 
all’asse e di scalare la super� cie lungo solamente una 
direzione. Otteniamo in questo modo un iperboloide ri-
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gato generico. Come per l’iperboloide di rivoluzione è 
possibile specchiare la super� cie rispetto ad un suo pia-
no principale e ottenere un’altra super� cie perfettamen-
te coincidente colla prima. Estraendo le isoparametriche 
rette da ambedue le super� ci coincidenti otterremo i due 
sistemi di rette della quadrica. 

Note
1. Hachette Jean Nicolas Pierre (1828), Traité de Géométrie 

Descriptive, Paris, Corby.
2. Hachette J. N. Pierre (1828), Op. cit., pag. XIII
3. Come già ricordato la prima proprietà così come è enuncia-

ta da Hachette è inesatta, perché la super� cie normale lungo una 
retta di una super� cie rigata è sempre un paraboloide iperbolico e 
non un iperboloide (come precisano autori più moderni, ad esem-
pio Gino Fano). Hachette, purtroppo, non aveva gli strumenti per 
potersene rendere conto. Egli, infatti, non poteva fare una veri� ca 
sperimentale di questa proprietà, come abbiamo fatto noi, e non po-
teva neppure studiarla con gli strumenti della geometria proiettiva, 
nata, come è noto, con Jean-Victor Poncelet negli stessi anni degli 
studi di Hachette (vedi il paragrafo paraboloide delle normali nel 
terzo capitolo).

4. Il criterio della selezione effettuata riguarda l’intenzione di 
concentrare lo studio sulle super� ci rigate e sulle super� ci sviluppa-
bili. Hachette tratta anche dello sviluppo delle super� ci sviluppabili, 
in particolare del cono e del cilindro. Ho preferito trascurare questa 
parte perché è trattata nel terzo capitolo della ricerca dedicato, ap-
punto, alle super� ci sviluppabili. 

5. Hachette J. N. Pierre (1828), Op. cit., pag. 26, De la généra-
tion des surfaces et de leur dé� nition.

6. Nelle super� ci sviluppabili il piano tangente tocca la super� -
cie lungo tutti i punti della generatrice che passa per il punto di con-
tatto. Questa proprietà, però, non in� uisce sul tipo di piano tangente. 
In altre parole un piano tangente di una sviluppabile può essere di 
entrambi i tipi: solo tangente o tangente e secante. 

7. Nella nota al testo originale Hachette riporta le seguenti 
considerazioni: Monge ha determinato questa bella proprietà delle 
super� ci curve, che una normale in un punto qualsiasi d’una super-
� cie non può essere incontrata che da altre due normali passanti a 
una distanza inde� nitamente piccola dal punto della super� cie. Le 
parti della normale comprese tra la super� cie e i punti di contat-
to di questa normale è tagliata da due altre normali in� nitamente 
vicine, si chiamano i raggi di curvatura principale della super-
� cie. I piani tangenti in un punto qualsiasi d’una super� cie è del 

primo tipo o del secondo tipo, secondo che i raggi di curvatura in 
questo punto sono diretti nello stesso senso o in senso contrario. 

8. Hachette J. N. Pierre (1828), Op. cit., pag. 28, Des surfaces 
développables.

9. Per aver la biunivocità fra la super� cie di sviluppo sul piano e 
la super� cie sviluppabile reale bisogna de� nire la porzione di super-
� cie da sviluppare. In generale, infatti, la super� cie nello sviluppo 
tende a sovrapporsi a sé stessa. Per un approfondimento si rimanda 
al terzo capitolo. 

10. Hachette J. N. Pierre (1828), Op. cit., pag. 29, Génération 
des surfaces réglées.

11. Una generatrice (di una super� cie rigata o di una super� cie 
sviluppabile) che è toccata lungo tutta la sua lunghezza da un piano 
tangente, è detta generatrice singolare, altrimenti è detta generatri-
ce singola. E’ evidente che le super� cie sviluppabili sono costitute 
da tutte generatrici singolari, mentre le super� cie rigate, in genere, 
sono costituite solo da generatrici semplici. Per un approfondimento 
si rimanda al terzo capitolo.

12. Hachette J. N. Pierre (1828), Op. cit., pag. 30, Exemples de 
plans tangents aux surfaces courbes.

13. Nella rappresentazione matematica è possibile costruire au-
tomaticamente la tangente o il piano tangente a una super� cie in un 
punto appartenente ad essa tramite un apposito comando.

14. Hachette J. N. Pierre (1828), Op. cit., pag. 34, Deuxième 
exemple de plan tangent. – Mener un plan tangent à une surface 
conique.

15. Vedi nota 3.
16. Hachette J. N. Pierre (1828), Op. cit., pag. 37, Du plan tan-

gent à la surface développable, engendrée par une droite mobile, 
qui passe par deux courbes données (Troisième exemple).

17. Hachette J. N. Pierre (1828), Op. cit., pag. 41, Des intersec-
tions de surfaces courbes par des plans, et par d’autres surfaces 
courbes.

18. Vorrei far notare che una sviluppabile può avere come piano 
tangente anche un piano del secondo tipo, ovvero tangente e secante. 
Immaginiamo un cilindro retto generato da una curva piana qualsiasi 
dovei sia presente almeno un � esso. Ebbene in corrispondenza del 
punto di � esso passerà una generatrice del cilindro; il piano tangente 
lungo di essa sarà del secondo tipo, secante e tangente. 

19. Hachette J. N. Pierre, Op. cit., pag. 48, Du cône à base circu-
laire et de ses trois sections dites Ellipse, Hyperbole, Parabole.

20. Hachette parla ancora di cono obliquo, ma il cono quadrico 
ha sempre tre assi triortogonali fra loro, per cui è sempre un cono 
retto.
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21. Hachette J. N. Pierre, Op. cit., pag. 67. Troisième exemple 
d’intersection d’une surface de révolution par un plan. Intersection 
de la surface réglée de l’hyperboloïde de révolution par un plan.

22. Hachette J. N. Pierre, Op. cit., pag. 72. Des asymptotes aux 
sections planes d’une hyperboloïde de révolution.

23. Hachette J. N. Pierre (1828), Op. cit., pag. 75, De la surface 
réglée élémentaire, ou de l’hyperboloïde à une nappe.

24. Per fare ciò conviene estrarre una sezione circolare qualsiasi 
dell’iperboloide. Questa sarà il cerchio di contatto della sfera che 
vogliamo inscrive nell’iperboloide. Poi prendiamo due normali 
alla super� cie dell’iperboloide che passano per due punti a piacere 
del cerchio. Le normali s’intersecheranno in un punto dell’asse 
dell’iperboloide. Questo sarà il centro di una delle sfere tangenti. 

25. Prendiamo un piano meridiano e tagliamo le sfere inscritte. 
Poi costruiamo la tangente ai due cerchi sezione delle sfere. 
Facciamo passare un piano per la retta tangente e perpendicolare al 
piano meridiano. Questo piano sarà tangente alle due sfere e taglierà 
l’iperboloide di rivoluzione secondo una sezione ellittica. 

26. Per la costruzione dell’iperboloide ad una falda date tre rette 
sghembe qualsiasi si rimanda al secondo capitolo, al paragrafo Il 
laboratorio sperimentale della geometria descrittiva.

27. La costruzione delle sezioni circolari di un iperboloide a una 
falda è riportata anche nel terzo capitolo dove è possibile osservare 
le � gure relative.

28. Hachette J. N. Pierre, Op. cit., pag. 79.
29. Per lo studio del paraboloide iperbolico si rimanda al terzo 

capitolo.
30. Il teorema di Pascal sulle coniche era già noto per cui è 

possibile che Hachette conoscesse già la proprietà delle coniche di 
essere determinate da cinque punti o tangenti. L’estensione nello 
spazio è intuitiva. Per determinare il cono asintotico, infatti, sono 
suf� cienti cinque generatrici. Tagliando queste con un piano è 
possibile determinare la conica direttrice del cono quadrico e quindi 
determinare la posizione di ogni singola generatrici della super� cie. 
E’ comunque curioso il fatto che Hachette non senta il bisogno di 
spiegare perché siano suf� cienti cinque rette per determinare il cono, 
dato che si tratta di un trattato di geometria descrittiva indirizzato 
agli studenti dell’Ecole Polytechnique. 

31. In questo paragrafo riporto le considerazioni di Hachette. 
Nel terzo capitolo ho riportato, invece, le considerazioni di Fano sul 
medesimo teorema che fanno uso dei concetti di geometria proiettiva. 
La dimostrazione di Fano della quarta proprietà principale delle 
super� ci rigate, si basa sul fatto che due forme proiettive di prima 
specie se hanno più di due elementi uniti costituiscono un’identità. 

E’ evidente che tale principio applicato ai due fasci prospettivi 
dimostra il teorema di Hachette.

32. Un’altra super� cie rigata che ha come osculatrice lungo una 
retta generatrice un paraboloide iperbolico è l’elicoide conoide retto 
(vedi il terzo capitolo). 

33. Il paragrafo è una rielaborazione personale delle proprietà 
enunciate da Hachette, in altra parole non esiste nel trattato di Ha-
chette un paragrafo analogo che raccolga insieme quelle descrizio-
ni.

34. Le versioni utilizzate sono: thinkdesign 2008.1, rhinoceros 
4.0.

35. Nell’esempio illustrato ho considerato come super� cie rigata 
R un paraboloide iperbolico. E’ importante ricordare che il teorema 
è valido per qualsiasi super� cie rigata. 

36. La dimostrazione è quella descritta da Gino Fano nel suo 
trattato di geometria descrittiva. Per maggiori informazioni si riman-
da al terzo capitolo, al paragrafo il paraboloide delle normali.

37. Per capire questo punto è forse utile pensare ad una curva 
piana. E’ noto infatti che il punto di tangenza di una curva piana 
della tangente stessa può essere considerato come  un punto doppio. 
Ovvero se si pensa alla tangente come ad una corda della curva che 
ruota attorno al punto di tangenza considerato in un intorno piccolo, 
la corda avrà con la curva due punti d’intersezione che coincideran-
no in un punto solo nel punto i tangenza. Adesso se il punto di tan-
genza considerato è un punto di � esso, questo sarà un punto triplo, 
perché la corda nell’intorno piccolo avrà tre punti d’intersezione con 
la curva. 

38. Vedi nota 31.
39.  Le curve Nurbs sono de� nite da vari parametri fra cui il 

numero di archi (o spans) che de� niscono la curva. La condizione 
necessaria e suf� ciente af� nché l’algoritmo Nurbs descriva l’equi-
valente di una retta è che la curva Nurbs abbia un solo arco di primo 
grado. Il fatto di essere formata da un solo arco garantisce che la 
curva non sia una linea spezzata, mentre il grado uno del polinomio 
garantisce che la curva sia un segmento lineare.

40. Migliari Riccardo (2003), Geometria dei Modelli, Roma, 
Pag. 203.

41. Le super� ci possono anche essere classi� cate in base alla 
curvatura di Gauss. Nel terzo capitolo della tesi è dedicato un para-
grafo a questo argomento. Le super� ci rigate hanno sempre curvatu-
ra negativa. Le super� ci sviluppabili hanno sempre curvatura nulla. 
Per un’ approfondimento di questo concetto si rimanda al sito di 
Mathworld http://mathworld.wolfram.com/GaussianCurvature.html 
e al libro di Adrian Gheorghiu e Virgil Dragomir, La Représentation 
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des structures constructives, Editions Eyrolles, Paris 1971
42. E’ evidente che questa affermazione è basata solamente 

sulla mia esperienza. E’ possibile che esista una soluzione mi-
gliore per disegnare per intero questa super� cie. Inoltre voglio 
ricordare che esiste la tecnica dello scripting che consente di ot-
tenere la super� cie attraverso l’equazione analitica esatta. 

43. Per la de� nizione di linea di stringimento si rimanda al 
terzo capitolo.

44. In verità le due isoparametriche u e v, secondo il pro-
gramma, sono ambedue delle curve. L’una delle due, però, è as-
similabile ad una retta. Purtroppo nella modellazione NURBS, 
in particolare in ambiente thinkdesign e Rhinoceros, l’algoritmo 
esatto per generare una rigata utilizza come direttrici solamente 

due curve. E’ impossibile, quindi, generare la rigata generica se-
condo la de� nizione di Monge. 

45. Siccome la sezione principale dell’iperboloide di rivolu-
zione è un cerchio, non esiste una direzione principale. In altre 
parole sono tutte direzioni principali, perché il cerchio ha in� nite 
coppie di diametri coniugati perpendicolari. Quando si trasforma 
l’iperboloide di rivoluzione in iperboloide ad una falda, il cerchio 
di gola si trasforma in una ellisse di gola. Questa diventa la se-
zione principale della super� cie. I due assi maggiori e minore (x 
e y) dell’ellisse diventano due assi principali della super� cie. Il 
terzo asse è l’asse z. Allora la super� cie, come è logico aspettar-
si, possiede tre assi triortogonali x, y, z e tre piani di simmetria 
ortogonali. 
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Il capitolo è uno studio delle super� ci rigate e dei coni 
quadrici attraverso i concetti della geometria proietti-
va. La geometria proiettiva si è sviluppata proprio negli 
stessi anni in cui Jean Nicolas Pierre Hachette studiava 
le super� ci rigate. Generalmente si fa risalire la nascita 
della geometria proiettiva al trattato di Jean-Victor Pon-
celet del 18221. Alcuni studiosi indicano, correttamente,  
come contributi iniziali signi� cativi gli studi di Girard 
Desargues (1591–1661)2 e Blaise Pascal (1623–62)3. 
Vorrei far notare che il trattato di Hachette è datato 1828, 
quindi è di cinque anni più vecchio di quello di Ponce-
let. La geometria proiettiva sintetica, però, così come ci 
è nota oggi, si è sviluppata a partire dal 1822 per rag-
giungere la sua piena maturità solo alla � ne del secolo 
XIX con Fiedler e Aschieri (1888 circa). La ragione che 
mi ha spinto a mettere come secondo capitolo la gene-
si proiettiva delle rigate è dovuta sia a ragioni storiche 
e sia, soprattutto, a ragioni di completezza e maturità 
di idee. La geometria proiettiva è stato l’ultimo campo 
della matematica in cui i matematici abbiano utilizzato il 
disegno come strumento di studio e in cui il metodo sin-
tetico raggiunge la sua piena maturità. Nelle pagine che 
seguono non ho voluto riscrivere un trattato di geome-
tria proiettiva ma ho unicamente riletto alcune questioni 
che mi sono sembrate particolarmente signi� cative alla 
luce dei nuovi strumenti a disposizione. Per cui non ho 
pensato necessario introdurre alcuni concetti (come for-
me di prima specie o fasci proiettivi) ma ho soltanto 
aggiunto alcune note esplicative. L’intento non è tan-
to quello di spiegare questa bellissima scienza quanto 
quello di sperimentare alcuni teoremi direttamente nello 
spazio e mostrare come oggi sia possibile comprenderla 
e � nalmente rappresentarla per davvero. Penso, infat-
ti, che un capitolo fondamentale, per il rinnovo della 
geometria descrittiva, sia la rilettura, direttamente nello 
spazio virtuale, dei concetti della geometria proiettiva. 

Questa operazione permette di “toccare” idee astratte e 
di renderle reali. La precisione dello strumento infor-
matico, inoltre, mi ha permesso di sperimentare alcune 
vecchie questioni secondo una luce nuova. Una parte di 
grande interesse è stata dedicata alle coniche, come pro-
dotto di fasci proiettivi, e in particolare all’applicazione 
del teorema di Pascal e Brianchon con il metodo della 
rappresentazione matematica. Ho potuto sperimentare, 
per esempio, che per cinque punti passi effettivamente 
una conica ed estendere allo spazio il teorema di Pa-
scal/Brianchon. Ho potuto altresì sperimentare che dati 
due fasci di piani prospettivi nello spazio, questi deter-
minano una super� cie che è un iperboloide rigato o un 
cono quadrico. Inoltre ho potuto slegare i due fasci e 
muoverli liberamente nello spazio ed osservare che la 
proiettività si conserva e che i due fasci proiettivi nelle 
loro nuove posizioni determinano un altro iperboloide 
rigato. La possibilità di rappresentare direttamente nello 
spazio le � gure della geometria proiettiva è un metodo 
molto ef� cace per la comprensione di questa scienza. 
Una scienza dove la rappresentazione è lo strumento 
principe della logica del pensiero geometrico.
Il capitolo segue la struttura proposta da Aschieri nel 
suo testo Lezioni di Geometria Proiettiva4. Altre due 
fonti fondamentali sono state il trattato di Guglielmo 
Fiedler5 e quello di Francesco Severi6.
Lo studio è strutturo in tre parti principali. La prima par-
te, intitolata la genesi proiettiva delle quadriche rigate, 
è quella che tratta della teoria e della rappresentazione 
matematica della genesi proiettiva delle super� ci qua-
driche nello spazio. La seconda parte tratta delle forme 
proiettive piane, ovvero della generazione proiettiva 
delle coniche. Qui è riportata, per esempio, l’applicazio-
ne del teorema di Pascal e Brianchon alla costruzione di 
una conica dati cinque enti qualsiasi. L’ultima parte, il 
Laboratorio sperimentale della geometria descrittiva, 
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tratta di due esercizi di modellazione matematica che 
racchiudono molte delle conoscenze descritte nel capi-
tolo: 1) la costruzione di un cono quadrico dati cinque 
enti qualsiasi nello spazio e, la costruzione dei suoi tre 
assi triortogonali principali e delle sue sezioni principa-
li;  2) la costruzione di un iperboloide a una falda date 
tre rette sghembe qualsiasi e dei suoi tre assi triortogo-
nali principali. 
Un’ultima e signi� cativa questione riguarda il laborato-
rio informatico. In questo caso ho preferito inserire al-
cune descrizioni delle sperimentazioni effettuate, attra-
verso i modellatori informatici, all’interno dei differenti 
paragra�  della seconda parte. Queste descrizioni sono 
precedute dal nome del software utilizzato: thinkdesign 
o Rhinoceros7. 

Forme proiettive nello spazio
Genesi proiettiva delle quadriche gobbe
E’ possibile generare le quadriche rigate tramite la cor-
rispondenza di due fasci proiettivi. In geometria pro-

iettiva si dice che è possibile concepire due forme ele-
mentari di 2° ordine prodotte da forme fondamentali di 
prima specie fra loro proiettive8: 

la forma composta da rette in cui si tagliano le ��
coppie di piani corrispondenti di due fasci proiet-
tivi di piani i cui assi non si tagliano (� g. 1). 
La forma corrispettiva è composta da rette che ��
uniscono le coppie di punti corrispondenti di due 
punteggiate proiettive sghembe (� g. 2). 

Le due forme così costruite sono uguali, perché la gene-
razione dell’una vale anche per l’altra. Infatti, se pren-
diamo la prima forma, ciascun fascio taglia l’altro asse 
in una retta punteggiata, così da avere due punteggiate 
che si corrispondono proiettivamente. Le rette, interse-
zioni delle coppie di piani corrispondenti, passano per i 
due punti corrispondenti delle due punteggiate suddette. 
E’ evidente che le due generazioni descritte descrivono 
la stessa forma nello spazio. 
Si dice che lo spazio contiene una sola forma elementa-
re di 2° ordine che è composta di rette e si chiama serie 

1/ La forma composta da rette in cui si tagliano le coppie di piani corrispondenti di due fasci proiettivi di piani i cui assi non si tagliano.
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rigata o rigata semplice.  Gli elementi retti delle serie 
rigata sono le generatrici. Gli assi dei due fasci sono le 
direttrici delle serie rigata.  Prima di sperimentare e ge-
nerare queste forme è necessario ricordare alcuni teore-
mi di geometria proiettiva senza i quali non è possibile 
capire e tanto meno costruire queste forme nello spazio 
virtuale. Un noto teorema dice che:
Dati tre elementi distinti A, B, C di una forma di prima 
specie e tre elementi distinti A’, B’, C’ di un’altra forma 
di prima specie, esiste una ed una sola proiettività fra 
le due forme, che fa corrispondere ad A, A’, e B, B’, a 
C, C’; e questa proiettività si costruisce con un numero 
� nito di proiezione e sezioni. 
La rappresentazione matematica consente di sperimen-
tare questo problema e di veri� carne la validità. Ricon-
sideriamo le due punteggiate sghembe u ed u’ (� g. 3). 
Prendiamo tre punti A, B, C, sulla u e tre punti A’, B’, 
C’ sulla u’. La prima questione da osservare è che le 

rette AA’, BB’, e CC’, che uniscono le coppie di punti 
corrispondenti, sono a due a due sghembe. Infatti se non 
fosse così i punti A, B, A’, B’ formerebbero un piano 
che conterrebbe le due punteggiate u ed u’ che abbiamo 
dette (e costruito, aggiungo) sghembe. Adesso prendia-
mo un punto C’’ sulla retta CC’. E’ noto che due rette 
sghembe a, b, ed un punto P non appartenente a nessuna 
di esse, esiste una sola retta passante per P e incidente 
ad a, b. Allora esiste un’unica retta u’’ che staccata dal 
punto C’’ si appoggia alle due rette AA’, BB’. Adesso 
facciamo passare un fascio di piani che per sostengo (o 
asse) ha la retta u’’. Questo fascio interseca le due ret-
te u ed u’ creando una corrispondenza biunivoca, che 
conserva i gruppi armonici9 ed è quindi una proiettività. 
In questo caso si dice che la corrispondenza è una pro-
spettività, perché le due punteggiate sono sezioni di un 
medesimo fascio di piani10.
Da quanto detto risulta che se le due direttrici (assi dei 

2/3/ La forma corrispettiva è composta da rette che uniscono le coppie di punti corrispondenti di due punteggiate proiettive sghembe. Dati 
tre elementi distinti A, B, C di una forma di prima specie e tre elementi distinti A’, B’, C’ di un’altra forma di prima specie, esiste una ed 
una sola proiettività fra le due forme, che fa corrispondere ad A, A’, e B, B’, a C, C’.
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fasci) non s’intersecano, non s’intersecano neanche due 
generatrici qualsiasi delle serie rigata. Inoltre una retta 
condotta per un punto di una generatrice ad incontrarne 

altre due (vedi u’’) incontra tutte le alte generatrici. Le 
due direttrici e questa retta formano il sistema di rette 
che a due a due non si tagliano. Inoltre è possibile as-
sumere una qualsiasi altra terza retta come la u’’ come 
nuova direttrice. E’ naturale che esistono in� nite diret-
trici, ovvero è possibile assumere come direttrici qual-
siasi retta corrispondente di due fasci proiettivi e questa 
terza retta può sostituirsi come nuovo asse del fascio 
proiettivo. Da quanto detto risulta che:
in una serie rigata una generatrice variabile determi-
na sopra due direttrici � sse due punteggiate proiettive.  
O anche: una generatrice variabile viene proiettata da 
due direttrici � sse da due fasci proiettivi di piani.
Adesso possiamo dire che la forma generata in questo 
modo è la stessa che conosciamo come iperboloide riga-
to o iperboloide a una falda. La super� cie viene nomi-
nata in geometria proiettiva super� cie quadrica gobba 
perché è formata da due sistemi di serie rigate (in due 
modi differenti) che costituiscono i punti di una super� -

4/ Le due serie rigate dello spazio costituiscono una super� cie 
quadrica rigata.

5/ Tagliamo con un piano qualsiasi i due fasci proiettivi di piani u ed u’. Otteniamo due fasci di raggi proiettivi
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cie, e del 2° ordine perché una retta fuori di essa la può 
intersecare solo in due punti al più (� g. 4). 
Vedremo come la super� cie quadrica gobba non è più 
tale se i due fasci di asse u ed u’ s’intersecano in un 
punto. Allora la super� cie corrispondente è un cono 
quadrico. 
Adesso cerchiamo di capire cosa succede se tagliamo 
con un piano qualsiasi i due fasci proiettivi di piani u 
ed u’. Quello che otteniamo è una � gura piana di fasci 
proiettivi di rette con centri S ed S’. Analizziamo bene 
questa � gura nel piano per poi ritornare a ragionare nel-
lo spazio (� g. 5). 

Una corrispondenza proiettiva è determinata da tre 
coppie di elementi corrispondenti, ovvero si passerà da 
un quarto elemento della prima forma ad un quarto ele-
mento della seconda forma11. Per esempio da una for-
ma armonica ABCD di punti su una retta punteggiata 
si passa ad un’altra forma armonica di punti A’B’C’D’ 
(� g. 6). 
Se si ha nel piano una punteggiata u e sopra di essa tre 
punti A, B, C presi a piacere, si possono costruire in� -
niti quadrangoli di cui due lati passano per A e uno per 
C e due per B. Il  lato rimanente taglia sempre la retta 
data u nello stesso punto D. Per questa proprietà i punti 
ABCD costituiscono una quaterna armonica (� g. 7). 
La proiettività tra due forme dipende dalla posizione re-
lativa degli elementi in ciascuna delle forme e non dalla 
posizione relativa delle forme. E’ per questo motivo che 
due forme proiettive si possono trasportare nello spa-
zio liberamente senza che cessino di essere proiettive. 
Quindi se due forme fondamentali sono congruenti, cioè 
se sono tali da potersi trasportare in modo che tutti gli 
elementi dell’una forma coincidano con quelli dell’al-
tra, queste forme sono proiettive e sono corrispondenti 
fra loro due elementi che vengono a sovrapporsi. 
Prendiamo due punti S ed S’ e stacchiamo da questi due 
punti due rette a e a’ qualsiasi che formano un angolo 
�. Il loro punto d’incontro A è il punto corrispondente 
di due rette proiettive (� g. 8). Se assumiamo che i due 
fasci di rette S ed S’ siano congruenti (ovvero uguali), 
la � gura formata dai punti corrispondenti A, B, C ecc è 
un cerchio. La veri� ca sperimentale consiste nel ruotare 
di un angolo a piacere la retta a e dello stesso angolo (e 

verso)12 la retta a’. I raggi corrispondenti s’incontrano 
in punti di una circonferenza. Se da due punti S e S’ di 
un cerchio proiettiamo i vari punti del cerchio  stesso, i 
due fasci sono proiettivi. Due raggi corrispondenti sono 
quelli che proiettano uno stesso punto della circonferen-
za e al raggio SS’ che unisce i centri dei due fasci, con-
siderato come appartenente all’un fascio, corrisponde 
la tangente dell’altro fascio. 
Più in generale si dice che il luogo C dei punti ove si 
tagliano le coppie di raggi corrispondenti di due fasci 
proiettivi è una conica (� g. 9). I centri S ed S’ dei due 
fasci proiettivi appartengono alla conica. La curva si 
dice del secondo ordine perché da una retta del piano 
è incontrata in due punti al più. Il cerchio è ovviamen-
te una conica anch’esso. Dai teoremi precedenti deriva 
immediatamente che: cinque punti di una conica basta-
no a determinare la conica stessa. Questo perché basta 
assumere due di essi come centri dei fasci proiettivi e 
gli altri tre punti rimanenti come tre elementi corrispon-
denti. Allora una conica è sempre determinata da cinque 

6/7/ Una corrispondenza proiettiva è determinata da tre coppie di 
elementi corrispondenti, ovvero si passerà da un quarto elemento 
della prima forma ad un quarto elemento della seconda forma. Per 
esempio da una forma armonica ABCD di punti su una retta pun-
teggiata si passa ad un’altra forma armonica di punti A’B’C’D’.
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enti dati che possono essere per esempio cinque punti.
Per veri� care sperimentalmente quanto detto � no ades-
so si utilizzano le proprietà dei teoremi di Pascal e di 
Brianchon sulle coniche, perciò si rimanda alla seconda 
parte di approfondimento (forme proiettive del piano) 
in cui viene spiegato in dettaglio la teoria e la tecnica 
di rappresentazione matematica relativa alla costruzio-
ne delle coniche per cinque enti dati. Inoltre, sempre 
nella seconda parte, vengono descritti il sistema polare 
di una conica e le proprietà dei diametri coniugati � no 
ad arrivare alle proprietà focali. 

Adesso è possibile tornare a ragionare nello spazio e af-
fermare con cognizione di causa che: Un piano qualun-
que dello spazio non appartenente ai due fasci taglia la 
quadrica rigata  in una conica o in un caso particolare 
in due rette, cioè in due generatrici di sistemi differenti 
(� g. 10).  Il metodo della rappresentazione matematica 
ci consente, oggi, di poter veri� care in modo accurato e 
con rigore scienti� co questa proprietà. Allora data una 
quadrica gobba, prendiamo tre generatrici r, s e t di uno 
stesso sistema di rette. Prendiamo le due rette r e t come 
assi di due fasci proiettivi di piani. Tagliamo la retta s 
con tre piani �, �, � del fascio di sostegno r. Chiamiamo 
i punti corrispondenti M, N, O. Adesso prendiamo i tre 
piani �’,�’, �’ corrispondenti del fascio di asse t. Questi 
sono i piani che passano per t e rispettivamente per i tre 
punti M, N, O della retta s. Adesso un piano qualsiasi � 
taglierà i due fasci proiettivi in due fasci in generale pro-
iettivi di raggi piani che produrranno una conica che è la 
sezione piana della super� cie quadrica. Infatti una volta 
compiuto il taglio è possibile osservare che i centri dei 
due fasci R ed T sono i centri dei due fasci di rette cor-
rispondenti che s’incontrano nei tre punti A, B, C (� g. 
11). Allora con i teoremi di Pascal e Brianchon, applicati 
al metodo della rappresentazione matematica, è possibi-
le disegnare la conica per i cinque punti e veri� care che 
coincida esattamente con la sezione della quadrica. E’ 
altresì importante veri� care che quando si taglia la qua-
drica con un piano passante per una generatrice qualsia-
si, il risultato sono due generatrici di sistemi differenti. 

Proiettando da un punto qualunque dello spazio le ge-
neratrici di una quadrica si ottengono i piani tangenti 

8/9/ Se da due punti S e S’ di un cerchio proiettiamo i vari punti 
del cerchio  stesso, i due fasci sono proiettivi. Due raggi corrispon-
denti sono quelli che proiettano uno stesso punto della circonferen-
za. Più in generale si dice che il luogo C dei punti ove si tagliano 
le coppie di raggi corrispondenti di due fasci proiettivi è una 
conica.
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di un cono che ha il vertice nel punto stesso se il pun-
to scelto è fuori della quadrica. Se invece il punto ap-
partiene alla quadrica si ottengono due fasci di piani 
aventi come assi le due rette generatrici della quadrica 
passanti per quel punto13.

Un piano tangente di una quadrica è quel piano che ne 
proietta una generatrice e contiene una dell’altro siste-
ma. Sappiamo già, infatti, che il piano tangente di una 
quadrica rigata è determinato dalle due generatrici pas-
santi per esso. 
Se per un punto di contatto M di un piano tangente � 
alla quadrica facciamo passare un piano secante 	, otte-
niamo la conica C, dove l’intersezione �	 è la tangente 
alla conica nel punto M (� g. 12).
I piani tangenti ad una quadrica nei punti situati sopra 
una stessa generatrice formano un fascio di piani pro-
iettivo alla generatrice stessa nei loro rispettivi punti di 
contatto, ovvero ad ogni piano del fascio corrisponde 
un determinato punto della generatrice (� g. 13).  
Prendiamo un punto P situato fuori della quadrica rigata 
(� g. 14). Conduciamo da P tre piani tangenti qualsiasi alla 
quadrica. Per fare ciò basta prendere tre generatrici c, c1, 
c3, qualsiasi della quadrica e costruire i tre piani che pas-
sano rispettivamente per le generatrici e il punto P. Questi 

10/ Un piano qualunque dello spazio non appartenente ai due fasci taglia la quadrica rigata generalmente  in una conica.

11/ I centri dei due fasci R ed T sono i centri dei due fasci di rette 
corrispondenti che s’incontrano nei tre punti A, B, C di una conica 
sezione della super� cie quadrica.
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tre piani devono essere tangenti in tre punti della qua-
drica. E’ possibile individuare i punti trovando l’inter-
sezione dei piani con la quadrica; questi devono interse-
care la quadrica nelle rette generatrici dell’altro sistema. 
Le intersezioni delle rispettive coppie di rette ci dà i tre 
punti di contatto C, C1, C2 dei tre piani tangenti. Questi 
tre punti determinano certamente un piano 
. Il piano 
 
interseca la quadrica in una conica C. Se proiettiamo i 
punti P e le tangenti della conica dal punto P otteniamo 
un cono quadrico e i suoi piani tangenti. Questo cono 
allora è il cono circoscritto alla quadrica dal punto P 
lungo la conica C. Quindi:
I punti di contatto dei piani tangenti condotti da un pun-
to esterno P alla quadrica danno luogo ad una conica 
o semplicemente i punti di contatto delle tangenti alla 
quadrica condotte per un punto P fuori di essa formano 
una conica.
 Riassumendo tagliando con un piano qualsiasi una qua-
drica otteniamo due fasci proiettivi di raggi che danno 
luogo ad una conica. E’ altresì vero che data una conica 
come intersezione di due fasci proiettivi di raggi di cen-

tri S ed S’ esistono in� nite quadrica che hanno come 
sezione quella conica. Infatti disegniamo nello spazio 
due rette sghembe qualsiasi s ed s’ che passino per i 
due centri S ed S’ dei fasci proiettivi della conica. Co-
struiamo i due fasci rispettivi di piani, di assi s ed s’,  
passanti per i raggi proiettivi della conica. Otteniamo 
una quadrica, che è una delle in� nite quadriche che si 
potrebbero costruire prendendo un’altra coppia di rette 
sghembe qualsiasi nello spazio passanti per S ed S’.
Adesso vorrei far notare una questione che ho potuto 
veri� care direttamente grazie alla rappresentazione in-
formatica. Sappiamo che la curva proiezione di un cer-
chio è una conica e che due fasci di rette proiettivi s’in-
tersecano in una conica. Quindi una conica è il prodotto 
di due fasci proiettivi. Il modellatore consente di veri� -
care sperimentalmente che, dati due fasci prospettivi, è 
possibile determinare una conica traslando e ruotando i 
due fasci nel piano. L’intersezione delle rette corrispon-
denti darà luogo ai punti della conica. Per fare ciò si 
costruiscono due fasci prospettivi generici di centri S’ 
ed S’’, con le rette corrispondenti a’, b’, c’, d’, e’ ed a’’, 

13/ I piani tangenti ad una quadrica nei punti situati sopra una stes-
sa generatrice formano un fascio di piani proiettivo alla generatrice 
stessa nei loro rispettivi punti di contatto.

12/  Se per un punto di contatto M di un piano tangente � alla qua-
drica facciamo passare un piano secante v, otteniamo la conica C, 
dove l’intersezione �v è la tangente alla conica nel punto M.
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b’’, c’’, d’’, e’’ (� g. 15). Sarebbe suf� ciente prendere 
solo tre coppie di rette corrispondenti per determinare 
una conica, dato che sono suf� cienti cinque punti per 
determinarla. Lo scopo, però, è veri� care che, per quei 
due fasci proiettivi (traslati e ruotati liberamente), passi 
effettivamente un’unica conica. Per cui conviene pren-
dere almeno un’altra coppia di rette. Una volta disegnati 
i due fasci prospettivi, riferiti ad una medesima retta di 
sostegno p, si possono traslare e ruotare liberamente nel 
piano conservando sempre la relazione di proiettività. 
In verità è possibile anche ribaltare uno od entrambi 
i fasci, perché nella prospettività  esiste sempre il fa-
scio simmetrico rispetto alla retta p che fa da asse di 
simmetria. I due fasci non saranno più prospettivi ma 
saranno comunque due fasci proiettivi, per cui sarà pos-
sibile passare da una forma ad un’altra per mezzo di un 
numero � nito d’operazioni di proiezione e sezione. In-

tersecando i due fasci, le coppie di rette corrispondenti 
s’incontrano in punti di una conica, ad esempio a’ e a’’ 
in A e così via. Una volta determinati i sette punti A, B, 
C, D, E, S’, S’’ è possibile costruire la conica che passa 
per essi utilizzando le considerazioni precedenti sui teo-
remi di Pascal e Brianchon. Nell’esempio della � gura la 
conica determinata dai fasci proiettivi è un’ellisse.   
Ho esplorato la medesima questione nello spazio. Per 
cui dati due fasci di piani prospettivi, ovvero riferiti alla 
medesima retta punteggiata, questi danno luogo ad una 
quadrica rigata. E’ possibile traslarli e ruotarli liberamente 
nello spazio ed ottenere ancora un’altra quadrica rigata. 
La rappresentazione matematica diventa uno strumento 
potente per la veri� ca e la comprensione delle proprietà 
di trasformazione proiettiva delle rigate. Prendiamo tre 
rette sghembe qualsiasi r, s, t (� g. 16). Prendiamo la 
retta s come la punteggiata di riferimento e assumiamo 

14/ I punti di contatto dei piani tangenti condotti da un punto esterno P alla quadrica danno luogo ad una conica o semplicemente i punti di 
contatto delle tangenti alla quadrica condotte per un punto P fuori di essa formano una conica C. La conica C è la direttrice del cono quadrico 
circoscritto al cono che come vertice il punto P.
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16/ Due fasci di piani prospettivi riferiti alla stessa retta punteggiata, determinano una quadrica rigata.

15/ Dati due fasci di raggi prospettivi riferiti alla stessa punteggiata p, è possibile ottenere una conica traslando e ruotando liberamente i due 
fasci nel piano. L’intersezione dei raggi corrispondenti sono i punti della conica C. 
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17/18/  Dati due fasci di piani prospettivi, è possibile ruotarli e traslarli liberamente nello spazio e ottenere sempre una quadrica rigata come 
prodotto dei due nuovi fasci proiettivi.
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i fasci prospettivi di assi r e t. Disegniamo, come per 
il problema nel piano, almeno quattro coppie di piani 
corrispondenti che passano per i punti A, B, C, D della 
punteggiate s. Ricordo infatti che una quadrica rigata è 
determinata da tre coppie di piani corrispondenti, per 
cui conviene prendere almeno un’altra coppia di piani 
per poter veri� care sperimentalmente  il teorema. 
L’intersezione delle coppie di piani corrispondenti 
dà luogo a quattro rette che sono quattro generatrici 
dell’iperboloide rigato, le due rette r e t sono le due 
direttrici (� g. 17). Adesso prendiamo i due fasci r e 
t e trasliamoli e ruotiamoli nello spazio liberamente. 
Sapendo che due forme di prima specie proiettive 
rimangono tali se applichiamo delle trasformazioni 
rigide, veri� chiamo che effettivamente questa 
proprietà si conservi. Rinominiamo gli assi dei due 
fasci nelle loro nuove posizioni nello spazio con le 
lettere r’ e t’ (� g. 18). Troviamo le rette corrispondenti 
dei due fasci proiettivi nelle loro nuove posizioni 
nello spazio. Per fare ciò basta trovare le intersezioni 
dei piani corrispondenti. Per esempio la generatrice a’ 
sarà l’intersezione dei due piani � e �’corrispondenti 
nelle loro nuove posizioni, e così via per le altre 
generatrici. E’ possibile veri� care che i due fasci r’ 
e t’ individuano un nuovo iperboloide rigato. Allora, 
dati due fasci di piani prospettivi, è possibile ruotarli 
e traslarli liberamente nello spazio e ottenere sempre 
una quadrica rigata come prodotto dei due nuovi fasci 
proiettivi.

Una proprietà notevole delle super� ci quadriche riga-
te è la condizione di poter trasformare sempre un iper-
boloide iperbolico in un altro iperboloide iperbolico 
in modo che ad ogni retta della super� cie originale 
corrisponda una determinata retta della nuova super-
� cie. In altre parole è possibile sempre trasformare, 
attraverso un’omologia, una super� cie rigata generica 
in una qualsiasi altra super� cie rigata e avere sempre 
una corrispondenza biunivoca. E’ possibile allora tra-
sformare uno stesso iperboloide rotondo in un altro 
iperboloide generico o, in alcuni casi particolari, in un 
paraboloide iperbolico.  Riguardo ciò un’ultima inte-
ressante sperimentazione l’ho potuta realizzare gra-
zie al motore di trasformazione omologica ideato da 

Riccardo Migliari. Per una spiegazione esaustiva del-
la questione teorica e tecnica si rimanda direttamente 
agli studi originali14. Tale esperienza è stata condotta 
con il metodo della rappresentazione numerica o poli-
gonale. Si ricorda che la rappresentazione matematica 
descrive le entità geometriche per mezzo di equazio-
ni15, per esempio un’ellisse è descritta in modo con-
tinuo.  Invece la rappresentazione numerica o poligo-
nale descrive gli oggetti per mezzo delle coordinate 
di punti notevoli16, come i vertici in un poliedro, per 
cui un’ellisse è descritta discretamente solo attraverso 
alcuni punti, e soli quei punti sono esatti. 
Nella trasformazione omologica solida il quadro di 
proiezione è da considerarsi uno spazio tridimensio-
nale racchiuso fra due piani: il piano delle tracce o 
piano di collineazione (il piano bianco) e il piano delle 
fughe o primo piano limite (il piano azzurro) . La tra-
sformazione mette in relazioni lo spazio oggettivo con 
quello prospettico. Allora un oggetto che è posto nello 
spazio reale viene proiettato e trasformato in nuovo 
oggetto nello spazio prospettico. Dato che la relazione 
è biunivoca, esistono anche punti molto lontani dello 
spazio prospettico che corrispondono a punti vicini 
e accessibili dello spazio reale. Questi punti appar-
tengono a un piano (quello rosso), che chiameremo 
secondo piano limite, parallelo al primo e posto dietro 
l’osservatore ad una distanza pari a quella fra il piano 
delle tracce e il piano delle fughe. Consideriamo ades-
so come oggetto da proiettare un iperboloide rotondo. 
Quando l’oggetto (l’iperboloide azzurro) è posto ge-
nericamente nello spazio reale, la sua prospettiva è 
una forma oblunga e chiusa, che riconosciamo come 
iperboloide generico (iperboloide fatto di rette) (� g. 
19) . A misura che l’iperboloide si avvicina al secondo 
piano limite, l’iperboloide ingigantisce e si allunga e 
nel momento in cui l’iperboloide tocca il secondo pia-
no limite, un primo punto viene proiettato nello spa-
zio profondo e avviene una seconda trasformazione: 
l’iperboloide è diventato un paraboloide iperbolico: 
una forma che, nel nostro spazio, è completamente 
aperta (� g. 20). L’iperboloide ora attraversa il piano 
rosso e una intera classe di punti, sono proiettati nello 
spazio profondo: il paraboloide si trasforma, ancora, 
e diventa nuovamente un iperboloide rigato. L’iper-
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19/ Trasformazione di un iperboloide rotondo (oggetto blu) in un iperboloide iperbolico generico (oggetto schiera rigata) attraverso il motore 
dell’omologia solida. Il piano rosso è il secondo piano limite; il piano bianco è il piano delle tracce; il piano blu è il piano delle fughe. La 
� gura è formata da due viste: l’una è una prospettiva laterale e l’altra è una prospettiva zenitale.
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20/ Trasformazione di un iperboloide rotondo (oggetto blu) in un paraboloide iperbolico (oggetto schiera rigata) attraverso il motore 
dell’omologia solida. L’oggetto reale (iperboloide rotondo) è tangente al secondo piano limite (piano rosso). Il piano rosso è il secondo piano 
limite; il piano bianco è il piano delle tracce; il piano blu è il piano delle fughe. La � gura è formata da due viste: l’una è una prospettiva 
laterale e l’altra è una prospettiva zenitale.
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boloide iperbolico ridiventa un paraboloide iperboli-
co nell’istante in cui risulta nuovamente tangente al 
secondo piano limite, per poi, una volta attraversato, 
ridiventare un iperboloide iperbolico. 

Coni e cilindri quadrici
Fino adesso ci siamo occupati della forma generata da 
due fasci di piani proiettivi sghembi, ovvero dell’iper-
boloide rigato. Adesso consideriamo sempre due fasci 
proiettivi ma con gli assi s ed s’ complanari, ovvero in-
cidenti in un punto S. La � gura generata in questo modo 
è un cono quadrico (� g. 21). Come per la quadrica gob-
ba, tagliando con un paino qualsiasi, non passante per 
il centro S, la forma di raggi della stella si ottengono i 

punti di una conica (� g. 22). La � gura può essere ge-
nerata anche proiettando da un centro S di una stella i 
punti di una conica, che stia su un piano che non passi 
per il centro della stella. La forma duale è quella gene-
rata proiettando dal centro S della stella le tangenti di 
una conica, e si ottiene la forma di piani che inviluppa-
no un cono quadrico. 
La super� cie conica di 2° ordine ha il vertice coinciden-
te nel centro della stella S. I raggi della stella sono le 
generatrici della super� cie, e qualsiasi sezione conica 
può essere la base o la direttrice del cono. Ogni piano 
che proietta una tangente della base del cono è tangente 
al cono lungo la generatrice di contatto, ovvero lungo il 
raggio che proietta il punto di contatto della linea della 

21/ Due fasci di piani proiettivi con gli assi s ed s’ complanari, ovvero incidenti in un punto S, generano un cono quadrico.
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base con la tangente considerata. Allora ogni piano �� 
passante per il centro S taglia il cono in due generatrici 
al più, s ed s’. Per ogni raggio r o retta passante per il 
centro S della stella passano al più due � ed �’ piani 
tangenti al cono. Per queste due proprietà il cono è detto 
essere una super� cie di 2° grado (� g. 23). 
Un raggio r della stella è esterno al cono quando pos-
siamo costruire due piani tangenti alla super� cie, invece 
un raggio  l è interno quando non possiamo costruire 
alcun piano tangente (� g. 24). 
Proiettando da due generatrici � sse una generatrice va-
riabile del cono si ottengono due fasci proiettivi di pia-

ni. Al piano passante per entrambi gli assi corrisponde 
nell’un fascio il piano tangente al cono passante per 
l’altro asse considerato e viceversa. Il teorema duale 
dice che: tagliando due piani tangenti � ssi con un piano 
tangente variabile, si ottengono due fasci di raggi fra 
loro proiettivi, e all’intersezione dei loro piani, consi-
derata come appartenente all’un fascio, corrisponde la 
generatrice di contatto del piano dell’altro fascio. 
Come per la conica anche il cono quadrico è determina-
to da cinque enti:
da cinque generatrici, oppure da quattro generatrici e 
un piano tangente lungo una di esse; o ancora da tre ge-

22/ Due fasci di piani proiettivi con gli assi incidenti in un punto S sono tagliati da un piano generico, non passante per il punto S, secondo 
due fasci di raggi proiettivi, vale a dire secondo una conica. Proiettando da un punto V, esterno al piano della conica C, i punti di una conica 
C si ottiene un cono quadrico. 
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neratrici e da due piani tangenti lungo due di esse. Per 
il principio di dualità: da cinque piani tangenti; oppure 
da quattro piani tangenti e dalla generatrice di contatto 
di uno di essi; o in� ne da tre piani tangenti e dalla ge-
neratrici di contatto di due di essi. 
Ora abbiamo tutti gli strumenti teorici e tecnici per ri-
solvere uno qualsiasi dei sei problemi appena enunciati. 
Prendiamo per esempio il primo problema, ovvero: date 
cinque generatrici disegnare il cono quadrico che ap-
partiene ad esse.

Sono date cinque rette nello spazio passanti tutte per 
uno stesso punto S (� g. 25). Tagliamo la stella di centro 
S con un piano � qualsiasi non passante per il centro 
S. Otteniamo una � gura formata da cinque punti, che 
nominiamo A, B, C, D, E. Adesso è suf� ciente dise-
gnare la conica passante per essi, attraverso i teoremi di 
Pascal e Brianchon (vedi parte seconda sulle coniche). 
Una volta determinata la conica C, si disegna la super� -
cie che ha come direttrice la conica C e come vertice il 
punto S. I restanti cinque problemi possono essere risol-
ti seguendo esattamente il procedimento descritto, con 
l’unica abilità di applicare bene il teorema di Pascal e 
Brianchon alle diverse situazioni.
Ogni angolo esaedro semplice inscritto del cono è un 
angolo esaedro di Pascal, ovvero sia i suoi tre spigoli 
diagonali sono in un medesimo piano. Ogni angolo esa-
edro semplice circoscritto al cono è un angolo esaedro 
di Brianchon, ovvero sia i suoi tre piani diagonali pas-
sano per una stessa retta.
Costruiamo un angolo esaedro di Pascal: si prendono 
sei generatrici a, b, c, d, e, f a piacere del cono (� g. 
26). Si costruisce un esaedro qualsiasi che appartiene a 
queste sei rette. Ovvero si costruiscono i sei piani �, �, 
�, �, 
, � che passano per i sei spigoli presi a due a due. 
Il piano � è dato dalla coppia ab, il piano � dalla cop-
pia bc, il piano � dalla coppia cd e così via. Dopodiché 
si trovano i tre spigoli diagonali, intersezioni delle tre 
coppie di piani opposti. I tre spigoli diagonali l, m, n 
apparterranno allo stesso piano �.   
Disegniamo un angolo esaedro semplice circoscritto al 
cono di Brianchon: si prendono sei piani �, �, �, �, 
, 
� tangenti qualsiasi al cono. Poi si costruiscono i tre 
piani diagonali, ovvero i tre piani che passano rispetti-
vamente per le coppie degli spigoli opposti. I tre piani 
diagonali �, �, 	 s’intersecheranno nella medesima retta 
r (� g. 27).  

Le proprietà polari delle coniche si estendono allo spa-
zio per le quadriche e in particolare per i coni quadrici 
si ha che: Dato un cono quadrico e una retta l della 
stella a cui il cono appartiene, è determinato un pia-
no �’ che è il piano polare del raggio coniugato l. Il 
suo duale dice che dato un cono e un piano � della 
stella a cui appartiene il cono, è determinato una ret-

23/24/ Ogni piano � passante per il centro S taglia il cono in due 
generatrici al più, s ed s’. Per ogni raggio r o retta passante per 
il centro S della stella passano al più due � ed �’ piani tangenti al 
cono. Per queste due proprietà il cono è detto essere una super� cie 
di 2° grado. Un raggio r della stella è esterno al cono quando pos-
siamo costruire due piani tangenti alla super� cie, invece un raggio  
l è interno quando non possiamo costruire alcun piano tangente.
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ta l’ della stella che è il raggio polare di � (� g. 28). 
Il piano �� �’è il piano che contiene i raggi coniugati 
armonici di l, rispetto ai raggi che appartengono 
al piano passante per l e che sega il cono; vicever-
sa l’ è il raggio per cui passano i piani coniugati 
armonici di l, rispetto alle coppie di piani tangen-
ti, che dai vari raggi della stella, situati in l, si 
possono condurre al cono;
��� ’ è il piano che contiene gli spigoli diagonali 
degli angoli quadri spigoli semplici inscritti nel 
cono e di cui due spigoli opposti individuano il 
piano; 
Il piano �� �’ è quello individuato dai  raggi della 
stella appartenenti al cono che sono gli spigoli di 
contatto dei piani tangenti al cono condotti dal 
raggio l; viceversa il raggio l’ è la retta per la 
quale passano i piani determinati dalle coppie di 
generatrici di contatto dei piani tangenti al cono, 
condotti per i raggi passanti per il vertice del cono 
e appartenenti al piano �.

Come per il problema nel piano, il piano polare di una 
generatrici è il piano tangente al cono lungo di essa 
e viceversa. I piani polari di raggi di un fascio for-

mano un fascio di piani proiettivo al fascio di raggi.
Un modo ef� cace per determinare il sistema polare di 
un cono quadrico è quello di proiettare dal vertice del 
cono il sistema polare di una conica direttrice C (di un 
punto P e della sua polare p) (� g. 29). Si otterrebbe lo 
stesso risultato tagliando con un piano qualsiasi non 
passante per il vertice del cono il sistema polare del 
cono quadrico, ovvero si avrebbe una conica direttrice 
con il relativo sistema polare piano. Allora proiettando 
due punti coniugati di una conica direttrice si ottengono 
due raggi coniugati e proiettando due rette coniugate si 
ottengono due piani coniugati. Proiettando un triangolo 
polare della conica base si ottiene un triedro polare del 
cono (� g. 30). 
Il cono quadrico diventa un cilindro quadrico se il ver-
tice è il punto all’in� nito di una retta p. Il cilindro è il 
luogo delle rette punteggiate parallele ad una retta � ssa 
data condotte dai punti di una conica data che può es-
sere: un’ellisse (cono ellittico), un iperbole (cono iper-
bolico) o una parabola (cono parabolico). Se l’asse del 
cono è perpendicolare al piano della conica, e se questa 
è un cerchio si ha il cilindro retto. Accade lo stesso per il 
cono che viene detto cono retto o cono di rotazione.

25/ Un cono quadrico è determinato se sono date cinque rette passanti per una stesso punto S, vertice del cono.
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27/ Esaedro di Brianchon circoscritto ad un cono quadrico. I tre 
piani diagonali� ��� ��� 	  s’intersecheranno nella medesima retta 
r. Disegniamo un angolo esaedro semplice circoscritto al cono di 
Brianchon: si prendono sei piani �, �, �, �, �, 	 tangenti qualsiasi 
al cono. Poi si costruiscono i tre piani diagonali, ovvero i tre piani 
che passano rispettivamente per le coppie degli spigoli opposti. I tre 
piani diagonali 
, �, � s’intersecheranno nella medesima retta r.

26/ Esaedro di Pascal inscritto in un cono quadrico. I tre spigoli 
diagonali l, m, n apparterranno allo stesso piano �. Si costruisce 
un esaedro qualsiasi che appartiene a queste sei rette. Ovvero si 
costruiscono i sei piani �, �, �, �, �, 	 che passano per i sei spigoli 
presi a due a due. Il piano � è dato dalla coppia ab, il piano � 
dalla coppia bc, il piano � dalla coppia cd e così via. Dopodiché si 
trovano i tre spigoli diagonali, intersezioni delle tre coppie di piani 
opposti. I tre spigoli diagonali l, m, n apparterranno allo stesso 
piano 
.
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Se due coni quadrici, aventi vertici differenti, hanno 
una stessa generazione in comune e lo stesso piano tan-
gente lungo di essa, allora i due coni s’intersecano in 
una conica, oltre che lungo la generatrice stessa.
Prendiamo una generatrice g e sia questa la generatrice 
in comune di due coni quadrici (� g. 31). Lungo di essa 
disegniamo un piano � tangente ai due coni. Conducia-
mo da g tre piani �, �, � a segare i coni in un’altra gene-
ratrice. Le generatrici dei due coni situate sui piani �, �, 
� si segano nei punti A, B, C. Il piano � individuato dai 

tre punti A, B, C sega i coni in due coniche che passano 
per i punti A, B, C, e per il punto intersezione dei due 
piani � e �. 
Un altro importante teorema dice che: Se due coniche, 
situate in piani differenti, hanno una tangente t comune, 
e lo stesso punto C di contatto di questa tangente, le due 
coniche sono poste in uno stesso cono di secondo grado 
(� g. 32). Disegniamo due coniche qualsiasi C e C’ che 
abbiano lo stesso punto di contatto C e la stessa tangente 
c nel punto di contatto. Per individuare il vertice V del 
cono basta individuare una coppia di rette polari appar-
tenenti agli stessi piani diametrali � e �. Intersecando 
le due rette che uniscono gli estremi delle rette pola-
ri si avrà il vertice V del cono, perché per gli estremi 
passano due generatrici del cono. Si viene a creare una 
corrispondenza proiettiva in cui l’asse dell’omologia è 
la tangente g e il centro dell’omologia è il vertice V del 
cono17. In alternativa si può trovare un medesimo piano 
tangente a partire da un punto P qualsiasi della tangen-
te t. Il piano tangente è individuato dalle tangenti alle 
due coniche C e C’ e dalla retta generatrice di contatto 
passante per i due punti di contatto A e A’. Poi basta 

28/29/  Dato un cono quadrico e una retta l della stella a cui il cono 
appartiene, è determinato un piano �’ che è il piano polare del rag-
gio coniugato l. Il suo duale dice che dato un cono e un piano � della 
stella a cui appartiene il cono, è determinato una retta l’ della stella 
che è il raggio polare di ���Un modo ef� cace per determinare il 
sistema polare di un cono quadrico è quello di proiettare dal vertice 
del cono S il sistema polare di una conica direttrice C (di un punto 
P e della sua polare p).

30/ Proiettando dal vertice del cono S un triangolo polare della co-
nica base si ottiene un triedro polare del cono.
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tagliare le due coniche con un piano qualsiasi passante 
per la generatrice AA’, questa taglierà le due coniche in 
altri due punti B e B’ che individuano un’altra genera-
trice. Il punto d’intersezione delle rette AA’ e BB’ dà il 
vertice del cono V che ha come direttrice una delle due 
coniche C o C’. 
Per le quadriche valgono tutti i teoremi di proiettiva pia-
na. Allora abbiamo che: Se in un certo ordine quattro 
punti di una conica formano un gruppo armonico, an-
che le tangenti nei punti stessi formeranno un gruppo 
armonico. Se si proietta questa � gura da un centro nello 
spazio si ha che: Se in un certo ordine quattro generatri-
ci di un cono di 2° grado formano un gruppo armonico, 

anche i piani tangenti lungo le generatrici formano un 
gruppo armonico. 
Nelle serie rigate proiettive appartenenti alla stessa 
quadrica: se una serie rigata è riferita proiettivamente 
alla serie rigata delle sue direttrici, il luogo dei punti 
d’intersezione dei raggi corrispondenti delle due serie 
è una conica. Prendiamo tre A, B, C per cui passano le 
tre coppie di rette corrispondenti a, a’; b, b’; c, c’. Il 
piano ABC taglia le serie rigate in una conica C che sarà 
proiettiva ad entrambe. 
Sempre le forme elementari di 2° ordine proiettive vale 
il teorema: Se due coniche sono situate in piani differenti 
e, essendo proiettive, hanno due punti uniti, le rette che 

31/ Se due coni quadrici, aventi vertici differenti, hanno una stessa generazione in comune e lo stesso piano tangente lungo di essa, allora i 
due coni s’intersecano in una conica, oltre che lungo la generatrice stessa.
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32/ Se due coniche, situate in piani differenti, hanno una tangente t comune, e lo stesso punto C di contatto di questa tangente, le due coniche 
sono poste in uno stesso cono di secondo grado.

33/ Se due coniche sono situate in piani differenti e, essendo proiettive, hanno due punti uniti, le rette che uniscono le coppie di punti corri-
spondenti formano una serie rigata (ovvero un iperboloide rigato) o le generatrici di un cono quadrico.
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uniscono le coppie di punti corrispondenti formano una 
serie rigata (ovvero un iperboloide rigato) o le gene-
ratrici di un cono quadrico. Per veri� care sperimental-
mente tale teorema prendiamo due coniche che abbiano 
due punti in comune A e B (� g. 33). Nella � gura ho co-
struito due ellissi C e C’. Prendiamo sulle due coniche 
due coppie di punti corrispondenti a piacere CC’ e DD’. 
Allora abbiamo determinato una delle due � gure anzi-
dette. Nel caso speci� co possiamo assumere le rette CC’ 
e DD’ come i due assi di due fasci proiettivi. Siccome 
gli assi sono sghembi la � gura generata dalle coppie di 
piani corrispondenti è una serie rigata di un iperboloide 
rigato. Se le rette CC’ e DD’ si tagliassero in un punto 
V allora la � gura generata sarebbe un cono quadrico. 

E facile veri� care che: Per due coniche C e C’ situate in 
piani differenti e aventi due punti A e B in comune pas-
sano due coni quadrici (� g. 34). Prendiamo un  punto 
C sulla conica C e disegniamo la tangente c � no a in-
tersecare nel punto K la retta intersezione dei due piani 
contenenti le coniche. Siano i punti C1 e C1’ i punti 
di contatto delle tangenti (dal punto K) sulla linea C’ 
e siano i punti C e C’ i punti di contatto delle tangenti 
sulla linea C. Allora è possibile disegnare i due coni che 
hanno rispettivamente i vertici nei punti V e V’. Infatti 
si possono considerare come coppie di punti corrispon-
denti sia i punti C e C1 e ottenere il primo cono di ver-
tice V; oppure considerare la coppia di punti C e C1’ e 
ottenere il secondo cono di vertice V’. 

34/ Per due coniche C e C’ situate in piani differenti e aventi due punti A e B in comune passano due coni quadrici.
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Sistema polare rispetto ad una quadrica
E’ data una quadrica rigata nello spazio. Sia P un pun-
to qualunque non appartenete alla super� cie della qua-
drica (� g. 35). Conduciamo per P una retta a segare la 
super� cie in due punti M ed M’. Tagliamo la quadrica 
con un piano passante per la retta MM’ e otteniamo una 
conica C. Disegniamo la retta polare p’ di P rispetto alla 
conica C. La retta polare conterrà il punto P’ coniugato 
armonico di P rispetto alla coppia MM’. Il punto P’ è 
l’intersezione della retta p e della polare p’ del punto P. 
Il punto P’, coniugato armonico di P rispetto alla cop-
pia MM’, può essere trovato anche in questo modo: dal 
punto M’ si staccano due rette qualsiasi appartenenti al 
medesimo piano (per esempio nel piano della conica C); 
poi si tacca una retta qualsiasi dal punto M che interseca 
le prime due rette nei punti A e B; adesso stacchiamo una 
retta dal punto P passante per il punto A, questa interse-
ca la seconda retta nel punto C; dal punto M stacchiamo 
una retta passante per il punto C � no ad intersecare la 
prima retta nel punto D; la retta passante per i punti DB 
interseca la retta p nel punto P’, coniugato armonico di 
P rispetto alla coppia MM’. Se immaginiamo dal punto 
P un’altra qualsiasi retta che intersechi la quadrica nella 
coppia di punti MM’ e costruiamo il coniugato armoni-
co P’ di P rispetto a MM’, questi punti staranno sempre 
sulla retta polare di P rispetto alla coniche sezioni dei 
piani passanti per P. Le polari sono rette che a due a due 
si tagliano nei punti stessi senza passare per uno stesso 
punto. Le rette polari di P e il suo coniugato armonico 
P’ giacciono su un medesimo piano 
’. Allora data una 
quadrica S ed un punto P fuori di essa resta determina-
to un piano 
’ che può essere de� nito come:


�� ’ è il piano che contiene i coniugati armonici P’ 
di P rispetto alla coppia di punti MM’ che una 
retta secante qualsiasi da P stacca sulla quadrica;

�� ’ è il piano nelle cui rette si tagliano i piani tan-
genti della quadrica nelle coppie di punti MM’ in 
cui le trasversali da P intersecano la quadrica.

Il piano 
’ è detto piano polare di P rispetto alla quadrica. 
Come per il problema piano se il punto è sulla quadrica 
il relativo piano polare è il piano tangente in quel punto. 
Esiste anche il duale secondo cui il punto P’ è il punto in 
cui si tagliano i piani tangenti alla quadrica nei punti di 
contatto delle trasversali che segano la quadrica e ap-

partengono al piano p. Consideriamo la stessa quadrica 
e lo stesso piano 
, questa volta come dato e cerchiamo 
il relativo polo. Allora sul piano 
 costruiamo una tra-
sversale qualsiasi che interseca la quadrica nei due punti 
M ed M’. Costruiamo i piani tangenti alla quadrica nei 
punti M e M’. Nell’esempio della � gura la quadrica è 
un iperboloide rigato, allora per trovare i piani tangenti 
nei rispettivi punti è suf� ciente prendere le due rette che 
passano per essi e appartengono alla super� cie. Poi in-
tersechiamo i due piani tangenti e troviamo la loro retta 
intersezione. Ripetiamo l’operazione per un’altra tra-
sversale qualsiasi e troviamo un’altra retta intersezione 
dei due piani tangenti. E’ possibile veri� care che le due 
rette intersezione s’incontrano nel polo P. 
Per una quadrica che non sia un cono quadrico vale la 
relazione seguente: se per un punto P qualsiasi esiste 
una tangente alla quadrica, ne passeranno in� nite  e i 
punti di contatto di quelle tangenti formano una conica 
che giace sul piano polare 
’ di P. Le tangenti passanti 
per P formano un cono quadrico che è circoscritto alla 
quadrica e la tocca nella conica C. Il cono è inviluppato 
dai piani tangenti alla quadrica passanti per P. Una qua-
drica può essere data in due modi differenti e correlativi 
come inviluppo dei piani tangenti alla quadrica stessa o 
come determinata dal complesso dei suoi punti. 
Ogni punto P ha rispetto alla quadrica il relativo piano 
polare 
 e viceversa ogni piano 
’ ha il suo polo P, e se 

’ è il piano polare di P, allora P è il polo di 
’. 
E’ naturale che come per il piano esiste un sistema pola-
re di una conica direttrice, così esiste il sistema polare di 
una quadrica direttrice. Allora anche per lo spazio esi-
stono rette e piani coniugati. Ed è evidente che è possi-
bile concepire in� nite terne LMN di punti non in linea 
retta e a due a due coniugati rispetto alla quadrica. La 
terna è detta triangolo polare del sistema (� g. 36). Inol-
tre possiamo concepire in� nite terne di piani non pas-
santi per una stessa retta e a due a due coniugati rispetto 
ad una quadrica. Questi formano un triedro polare in 
cui ciascuno spigolo è coniugato della faccia opposta. 
Allora possiamo concepire in� nite quaterne e ogni qua-
terna di punti come ogni quaterna di piani formano un 
tetraedro polare rispetto alla quadrica. Per costruire un 
tetraedro polare rispetto ad una quadrica data conviene 
partire tagliano con un piano la quadrica data e costru-
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35/ Data una quadrica S ed un punto P fuori di essa resta determinato un piano 
’detto piano polare di P e viceversa, dato un piano 
’ resta 
determinato un punto P detto polo del piano 
’.
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36/ Data una quadrica è possibile individuare un qualsiasi tetraedro polare. Ogni triangolo del tetraedro è un triangolo polare rispetto alla 
quadrica.
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ire un qualsiasi triangolo polare LMN rispetto ad essa 
(vedi parte seconda). Poi conviene costruire i piani po-
lari rispetto ai tre vertice L, M, N. Per costruire il pia-
no polare rispetto al punto L basta costruire il contorno 
apparente della quadrica data da quel punto. Il piano 
individuato dal contorno apparente della conica C è il 
piano polare cercato. Una volta individuati i tre piani è 
suf� ciente trovare gli spigoli intersezioni fra questi per 
determinare tutti gli spigoli del tetraedro polare. Questa 
costruzione è corretta perché in un tetraedro polare  si 
ha che:

Ogni vertice ha come piano polare la faccia op-��
posta. Per esempio nella � gura il vertice L ha 
come piano polare il piano individuato dai tre 
punti MNO; il vertice M ha come piano polare la 
terna NOL, e così via.
Due vertici e due facce, un vertice e uno spigolo ��
non contente il vertice stesso, oppure una faccia 
e lo spigolo non situato sulla faccia sono coppie 

di elementi coniugati rispetto alla quadrica.
Ogni triangolo del tetraedro è un triangolo polare ��
rispetto alla quadrica. 

Centro, diametri e assi delle quadriche
Data una conica come un cerchio e una retta all’in� nito, il 
polo di quella retta sarà il centro del cerchio. Allora data 
una quadrica e un piano all’in� nito, il suo polo S è il centro 
della quadrica. Una retta che sega in due punti A e B una 
quadrica è detta corda della super� cie. Se la corda AB 
passa per il centro la retta è detta diametro della quadrica, 
ed ogni piano passante per il centro si dirà piano diametrale 
(� g. 37). Un piano diametrale qualsiasi sega la quadrica 
in una conica che ha il centro nel centro della quadrica 
stessa. Questo vale se la conica sezione ha un centro come 
l’iperbole o l’ellisse. Ogni diametro ha le seguenti proprietà:

Un diametro è una retta la cui polare è all’in� nito ��
come un piano diametrale ha il suo polo che cade 
all’in� nito;

37/38/  Dato un diametro l rispetto ad una quadrica, rimane determinato un piano ��diametrale coniugato e viceversa. Un piano diametrale 
taglia la quadrica secondo una conica che ha il centro nel centro S della quadrica.
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Il punto all’in� nito di un diametro è il polo del ��
piano diametrale ad esso coniugato; la polare 
di un diametro è la retta all’in� nito del suo pia-
no diametrale coniugato.
Un piano diametrale taglia a metà tutte le corde ��
coniugate al piano stesso e fra loro parallele.
Tutti i diametri si tagliano a metà al centro del-��
la quadrica e se tre corde si tagliano a metà 
nello stesso punto senza essere sullo stesso pia-
no, quel punto è il centro della super� cie.

Come per il piano ogni diametro l ha il suo piano diame-
trale coniugato �’. Abbiamo già visto il caso del cono. 
Per l’iperboloide quadrico valgono le stesse considera
zioni. Per costruire un piano diametrale rispetto ad un 
diametro dato (e viceversa) conviene risolvere il pro-
blema in un piano che tagli la super� cie e poi proiettare 
il tutto secondo il centro S della quadrica. Un piano dia-

metrale taglia la quadrica in una conica che ha centro 
nel centro S della quadrica stessa. Nel cono quadrico 
il piano diametrale taglia la quadrica secondo due rette 
che passano per il centro della super� cie (� g. 38).
E’ possibile dimostrare sinteticamente che tutte le qua-
driche hanno tre piani principali e tre assi principali or-
togonali fra loro a, b, c. I tre piani principali sono quelli 
individuati dalle tre coppie di rette degli assi. Qui di 
seguito è ricostruita attraverso la rappresentazione ma-
tematica la dimostrazioni di Fiedler18:
Una super� cie di secondo ordine in generale ha tre e 
soltanto tre diametri tra loro perpendicolari, ed il piano 
di due qualunque di questi è coniugato al terzo. Tali 
diametri si dicono assi della super� cie e si dicono ver-
tici i loro estremi sulla super� cie. I piani diametrali de-
terminati da due qualunque di questi tre assi si dicono 
piani principali, e rispetto ad essi i punti della super� cie 
sono disposti in simmetria ortogonale; le sezioni di que-
sti piani colla super� cie si dicono sezioni principali. Se 

39/ Una super� cie di secondo ordine in generale ha tre e soltanto 
tre diametri tra loro perpendicolari, ed il piano di due qualunque di 
questi è coniugato al terzo (Fiedler). Dato un cono quadrico e un 
diametro di, si costruisce il piano diametrale coniugato �’ proiet-
tando da una sezione qualsiasi del cono, non passante per il vertice 
S, il sistema polare piano individuato da un punto del diametro di e 
la retta polare relativa alla conica sezione. Il piano 	’ passa per il 
vertice S ed  è ortogonale al diametro di.

40/ Una superficie di secondo ordine in generale ha tre e soltan-
to tre diametri tra loro perpendicolari, ed il piano di due qua-
lunque di questi è coniugato al terzo (Fiedler). Mentre d ruota 
in un piano diametrale, descrivendo un fascio di raggi in un 
piano 
, il piano ��descrive un fascio di piani, il cui asse d è il 
diametro coniugato al piano 
.
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di è un diametro della super� cie di secondo ordine, �i 
il suo piano diametrale coniugato ed 	i il piano diame-
trale perpendicolare a quel diametro (� g. 39), mentre 
di ruota in un piano diametrale, descrivendo un fascio 
di raggi in un piano 
, il piano �i descrive un fascio 
di piani, il cui asse d è il diametro coniugato al piano 

�(� g. 40), contemporaneamente il piano 	i descriverà 
un fascio di piani proiettivo al fascio di piani �i ed il 
cui asse sarà la normale n al piano 
 (� g. 41). Le rette 
di intersezione dei piani di quei due fasci, corrispon-
denti alle diverse posizioni del diametro di, generano 
un cono K di secondo grado col vertice nel centro S 
della super� cie di secondo ordine, e questo cono ha la 
proprietà, che ogni sua generatrice è un diametro co-
niugato e perpendicolare alla corrispondente posizione 
del diametro di della super� cie (� g. 42). 
Se si considera allora il fascio dei diametri di* di un 
secondo piano diametrale, a questo piano corrisponde 
come precedentemente un cono K*, le cui generatrici 
sono diametri perpendicolari e coniugati ai corrispon-

denti raggi del fascio delle rette di*. Poiché i due fasci 
delle di e di* hanno a comune un diametro nella retta 
di intersezione dei loro piani, così i coni concentrici K, 
K* dei diametri coniugati ed ortogonali ai raggi di quei 
fasci avranno una generatrice comune perpendicolare e 
coniugata al detto diametro, e di più si dovranno taglia-
re almeno in un’altra generatrice reale a, oppure in tre 
altre generatrici a, b, c. […] Nel secondo caso le rette 
a, b, c debbono formare un angolo triedro trirettangolo 
e costituire il sistema di assi della super� cie (� g. 43).

41/ Una super� cie di secondo ordine in generale ha tre e soltanto 
tre diametri tra loro perpendicolari, ed il piano di due qualunque di 
questi è coniugato al terzo (Fiedler). Contemporaneamente il piano �
	 descriverà un fascio di piani proiettivo al fascio di piani � ed il cui 
asse sarà la normale n al piano 
�

42/ Una super� cie di secondo ordine in generale ha tre e soltanto 
tre diametri tra loro perpendicolari, ed il piano di due qualunque di 
questi è coniugato al terzo (Fiedler). Le rette di intersezione dei pia-
ni di quei due fasci, corrispondenti alle diverse posizioni del diame-
tro di, generano un cono K di secondo grado col vertice nel centro 
S della super� cie di secondo ordine, e questo cono ha la proprietà, 
che ogni sua generatrice è un diametro coniugato e perpendicolare 
alla corrispondente posizione del diametro di della super� cie.
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43/ Una super� cie di secondo ordine in generale ha tre e soltanto tre diametri tra loro perpendicolari, ed il piano di due qualunque di questi 
è coniugato al terzo (Fiedler). Se si considera allora il fascio dei diametri di* di un secondo piano diametrale, a questo piano corrisponde 
come precedentemente un cono K*, le cui generatrici sono diametri perpendicolari e coniugati ai corrispondenti raggi del fascio delle rette 
di*. Poiché i due fasci delle di e di* hanno a comune un diametro nella retta di intersezione dei loro piani, così i coni concentrici K, K* dei 
diametri coniugati ed ortogonali ai raggi di quei fasci avranno una generatrice comune perpendicolare e coniugata al detto diametro, e di 
più si dovranno tagliare almeno in un’altra generatrice reale a, oppure in tre altre generatrici a, b, c. […] Nel secondo caso le rette a, b, c 
debbono formare un angolo triedro trirettangolo e costituire il sistema di assi della super� cie.
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Forme proiettive del piano
Teoremi di Pascal e di Brianchon. Conseguenze e 
costruzioni relative
Siano A B C D E F sei punti presi a piacere su una cir-
conferenza (� g. 44). Unendo in successione i sei punti 
si ottiene un esagono semplice inscritto nella circonfe-
renza. Il Teorema di Pascal afferma che, dato un esago-
no inscritto in un cerchio, i punti L, M ed N, nei quali 
si incontrano le tre coppie dei lati opposti, sono allineati 
lungo una stessa retta r. Per questa ragione ogni esago-
no semplice inscritto nel cerchio viene detto esagono di 
Pascal.
Siano A B C D E F i sei vertici di un esagono semplice 
circoscritto ad un cerchio dato. Il Teorema di Brianchon, 
correlativo del teorema di Pascal, afferma che, dato un 
esagono circoscritto al cerchio, le linee congiungenti le 
coppie di vertici opposti s’incontrano in un medesimo 
punto P. Per questa ragione, ogni esagono semplice cir-
coscritto al cerchio è un esagono di Brianchon.
Le proprietà dell’esagono, descritte dai teoremi di Pa-
scal e Brianchon, sono gra� che, perciò sono invarianti 
proiettive: ciò signi� ca che le suddette proprietà sussi-
stono anche per l’esagono che è inscritto o circoscritto 
a una proiezione del cerchio, cioè a una conica. Inoltre 
proiettando da un centro fuori del piano le due � gure 
anzidette si otterranno i corrispondenti teoremi fra loro 
correlativi nella stella, relativi ai fasci proiettivi di pia-
ni e di raggi della stella stessa. Si otterranno i teoremi 
degli angoli esaedri di Pascal e di Brianchon nello spa-
zio19. Rispettivamente tre spigoli diagonali sono in un 
piano e i tre piani diagonali passano per una stessa retta 
(vedi � gura 24 e 25). 
Sappiamo che una conica è individuata da cinque enti 
dati che possono essere: 5 punti o 5 tangenti; 4 punti e 
una tangente o viceversa 4 tangenti e un punto di con-
tatto di una di esse; o in� ne 3 punti e due tangenti o vi-
ceversa 3 tangenti e due punti di contatto. In tutti questi 
casi avremo sempre cinque dati che sono suf� ciente per 
individuare la conica. Nella rappresentazione matema-
tica l’algoritmo che individua una conica in generale è 
dato da tre punti e due tangenti, allora
I teoremi di Pascal e Brianchon applicati alle coniche 
insegnano a trovare una qualsiasi tangente in uno dei 
cinque punti dati o a trovare un qualsiasi altro punto 

della conica individuata dai cinque enti dati. Nelle de-
scrizioni che seguono sono spiegati i teoremi di Pascal 
e Brianchon ridotti e le applicazioni alla costruzione di 
una conica per cinque enti dati.

44/ Il Teorema di Pascal afferma che, dato un esagono inscritto in 
un cerchio, i punti L, M ed N, nei quali si incontrano le tre coppie 
dei lati opposti, sono allineati lungo una stessa retta r. Il Teorema 
di Brianchon, correlativo del teorema di Pascal, afferma che, dato 
un esagono circoscritto al cerchio, le linee congiungenti le coppie di 
vertici opposti s’incontrano in un medesimo punto P.
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Costruzione di un pentagono semplice inscritto in 
un cerchio, di un pentagono semplice circoscritto ad 
un cerchio e loro proprietà proiettive
Consideriamo un esagono di Pascal e immaginiamo che 
un vertice, ad esempio il punto B, scorra sulla circonferen-
za � no a coincidere con un vertice contiguo, ad esempio 
A (� g. 45): con questo movimento l’esagono si trasfor-
ma in un pentagono semplice e il lato AB dell’esagono 
nella tangente al cerchio nel vertice A del pentagono. Il 
Teorema di Pascal afferma che, in un pentagono inscrit-
to in un cerchio, la tangente in un vertice e il lato oppo-
sto, e le altre due coppie di lati non consecutivi s’incon-
trano in tre punti allineati L, M ed N sulla stessa retta r. 

Per analogia con il teorema di Brianchon, in un pen-
tagono semplice circoscritto ad un cerchio la retta che 
unisce un vertice con il punto di contatto del lato oppo-
sto, e le rette che uniscono le altre due coppie di vertici 
non consecutivi s’incontrano in uno stesso punto P. 

Costruzione di un quadrangolo semplice inscritto in 
un cerchio, di un quadrangolo semplice circoscritto 
ad un cerchio e loro proprietà proiettive
Se un vertice del pentagono suddetto scorre sulla cir-
conferenza circoscritta � no a sovrapporsi su un vertice 
contiguo (� g. 46), il pentagono si muta in un quadran-
golo e il lato nella relativa tangente al cerchio. Si veri� -

45/ Il Teorema di Pascal afferma che, in un pentagono inscritto in 
un cerchio, la tangente in un vertice e il lato opposto, e le altre due 
coppie di lati non consecutivi s’incontrano in tre punti allineati L, 
M ed N sulla stessa retta r. il teorema di Brianchon, in un pentago-
no semplice circoscritto ad un cerchio la retta che unisce un vertice 
con il punto di contatto del lato opposto, e le rette che uniscono le 
altre due coppie di vertici non consecutivi s’incontrano in uno stesso 
punto P.

46/ Il Teorema di Pascal afferma che in un quadrangolo semplice 
inscritto in un cerchio le coppie di lati opposti e le coppie di tan-
genti dei vertici opposti si segano in punti allineati su una stessa 
retta r. Come teorema duale di Brianchon  avremo che: in un qua-
drilatero semplice circoscritto al cerchio le diagonali e le rette che 
uniscono i punti di contatto dei lati opposti si segano in uno stesso 
punto P.
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ca allora quanto segue: in un quadrangolo semplice in-
scritto in un cerchio le coppie di lati opposti e le coppie 
di tangenti dei vertici opposti si segano in punti allineati 
su una stessa retta r. 
Come teorema duale avremo che: in un quadrilatero 
semplice circoscritto al cerchio le diagonali e le rette 
che uniscono i punti di contatto dei lati opposti si sega-
no in uno stesso punto P. 

Costruzione del triangolo semplice inscritto in un 
cerchio, di un triangolo semplice circoscritto ad un 
cerchio e loro proprietà proiettive

Se supponiamo che tre vertici consecutivi di un esagono 
semplice inscritto in un cerchio vengano a coincidere, 
allora avremo un triangolo semplice (� g. 47). Il triango-
lo può essere considerato un altro caso limiti dell’esa-
gono di Pascal e di Brianchon. Per cui, in un triangolo 
A, B, C inscritto in un cerchio, le tangenti ai vertici e i 
lati opposti si tagliano in tre punti P, Q, R di una stessa 
retta r. Viceversa in un trilatero a, b, c circoscritto ad 
un cerchio le rette che uniscono i vertici coi punti di 
contatto A, B, C dei lati opposti individuano uno stesso 
punto O.

Costruzione della conica per cinque punti dati
Le coniche, come l’ellisse, la parabola o l’iperbole, si 
possono generare proiettando un cerchio. Perciò le co-
niche, come il cerchio, sono determinate dalla interse-
zione di due fasci proiettivi nel piano20: su un cerchio 
assegniamo due punti qualsiasi S ed S’ e da questi pro-
iettiamo tre ulteriori punti A, B, C (� g. 48). Per una 
nota proprietà del cerchio le rette proiettanti corrispon-
denti, come a ed a’ o b e b’, formano lo stesso angolo 
di ampiezza �, perché capaci dello stesso arco di cir-
conferenza. I due fasci di rette che proiettano i punti 
della circonferenza sono in corrispondenza omogra� ca. 
Quindi proiettando da due punti � ssi del cerchio un pun-
to variabile su di essa si ottengono due fasci proiettivi. 
Se si considera il raggio comune proiettivo s che passa 
per i due centri, questo ha come corrispettivo nell’altro 
fascio la tangente s’ al cerchio nel punto S’ proiettato 
(viceversa se si considera il punto S come punto pro-
iettato si deve prendere la tangente in questo punto). La 
corrispondenza proiettiva tra forme di prima specie è 
determinata da tre coppie di elementi corrispondenti, di 
conseguenza, cinque punti nel piano, di cui tre non in 
linea retta, determinano un’unica conica passante per 
essi. Infatti, assumendo due di questi punti come centri, 
con gli altri tre si possono costruire due fasci di tre rette 
ognuno.
Le proprietà proiettive del cerchio possono quin-
di essere estese alle coniche21. In particolare possia-
mo veri� care i teoremi di Pascal e Brianchon: ogni 
esagono semplice inscritto in una conica è un esa-
gono di Pascal; e il suo duale, ogni esagono circo-
scritto ad una conica è un esagono di Brianchon. 

47/ Il triangolo può essere considerato un altro caso limiti dell’esa-
gono di Pascal e di Brianchon. Per cui, in un triangolo A, B, C in-
scritto in un cerchio, le tangenti ai vertici e i lati opposti si tagliano 
in tre punti P, Q, R di una stessa retta r. Viceversa in un trilatero 
a, b, c circoscritto ad un cerchio le rette che uniscono i vertici coi 
punti di contatto A, B, C dei lati opposti individuano uno stesso 
punto O.
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E anche per le coniche, come per il cerchio, sussistono i 
casi limite e, in particolare, il teorema: se un pentagono 
è inscritto in una conica, la tangente in un punto e il 
lato opposto, e le coppie di lati non consecutivi, si sega-
no nei punti di una stessa retta. 
Queste considerazioni permettono di costruire la conica 
che passa per cinque enti dati: cinque punti (o cinque 
tangenti); quattro punti e la tangente in uno di essi (o 
quattro tangenti e il punto di contatto di una di esse); tre 
punti e le tangenti di due di essi (o tre tangenti e i punti 
di contatto di due di esse). 
Questo problema è di particolare interesse nella mo-
dellazione matematica, dove una conica può essere de-
scritta con un’accuratezza uguale a quella di un cerchio. 
Considerato che i modellatori consentono di determina-
re una conica tramite tre punti e due tangenti conviene 
riportare il problema sempre a questo caso.
 
Dati cinque punti A, B, C, D, E si costruisce il pen-
tagono inscritto nella conica: è suf� ciente unire i cin-
que punti in un ordine a piacere (� g. 49)22. Il teorema 

di Pascal, declinato nel caso del pentagono, consente la 
costruzione di una retta a tangente alla conica nel punto 
A considerato(vedi 4.15). Si può pensare il pentagono 
ABCDE  inscritto nella � gura: il lato CD, opposto ad 
A, deve segare la tangente in A in un punto N che ap-

48/ I due fasci di rette, di centri S ed S’,  che proiettano i punti 
della circonferenza sono in corrispondenza omogra� ca. Quindi 
proiettando da due punti � ssi del cerchio un punto variabile su di 
essa si ottengono due fasci proiettivi.

49/ Costruzione della conica dati cinque punti A, B, C, D, E.
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partiene alla retta individuata dai punti L e M, che sono 
comuni ai lati BC, AE e AB, DE, rispettivamente. Ri-
petendo questa costruzione è facile tracciare una secon-
da tangente alla conica, ad esempio la retta e tangente 
nel punto E. 
I programmi per la rappresentazione matematica con-
sentono appunto di costruire una conica dati tre punti 
e due tangenti, che, nel caso in esame, sono: a, A, C, 
E, e. La conica generata nell’esempio illustrato è una 
parabola.

thinkdesign 
Inserisci/ Disegno/ Linea/ 2 Punti, costruisce la spezza-
ta che passa per i punti selezionati, ovvero il pentagono 
ABCDE  di Pascal;
Modi� ca/ Aggiusta curve, consente di estendere le linee 
selezionate � no al loro punto d’incontro; sapendo che 
vogliamo determinare la tangente nel punto A, s’indivi-
duano, per prima cosa, i due punti L ed M che sono al-

lineati sulla retta r di Pascal del pentagono inscritto alla 
conica; in particolare il punto L è dato dall’intersezione 
dei lati BC e AE, mentre il punto M è dato dall’interse-
zione dei lati AB e DE; 
Modi� ca/ Aggiusta curve secondo limiti, consente di 
estendere il lato CD, opposto al punto A, � no alla retta 
r; il punto d’intersezione è il punto N.
Inserisci/ Disegno/ Linea/ 2 Punti, disegna la retta pas-
sante per i punti N ed A, ovvero la tangente a nel punto 
A della conica.
La costruzione della tangente e nel punto E è analoga.
Inserisci/ Curve/Coniche/Conica, consente di disegnare 
la conica � che passa per i tre punti A, C ed E e ammette 
le tangenti a ed e nei punti omonimi.

Costruzione della conica per cinque tangenti
Cinque rette in un piano determinano una conica. Per 
costruire la conica è necessario riportare il problema 
enunciato alla curva passante per tre punti e due tan-

50/ Costruzione della conica date cinque tangenti a, b, c, d, e.
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genti. Per fare ciò si utilizza il teorema di Brianchon ri-
dotto al pentagono. Questo teorema serve a determinare 
il punto di contatto di una qualsiasi delle tangenti che 
inviluppano la conica cercata.
Siano date cinque rette a, b, c, d, e (� g. 50) e si voglia 
determinare il punto di contatto C della retta c. Nel penta-
gono considerato in � gura la retta che unisce il vertice ae, op-
posto a C, ed il punto di contatto di c, e le altre due coppie di 
rette che uniscono i vertici opposti ab, dc e cb, de, si tagliano 
in uno stesso punto O. Per cui la retta che unisce il vertice ae 
con O segherà la retta c nel punto di contatto C. Ripetendo la 
costruzione per altri due punti A e B, è possibile costruire la 
conica G tangente alle cinque rette date (attraverso il coman-
do conica per tre punti e due tangenti). La conica soluzione 
nell’esempio è una parabola.

thinkdesign 
Modi� ca/ Aggiusta curve, consente di estendere le linee 
selezionate � no al loro punto d’incontro; disegniamo il 
pentagono formato dalle linee a, b, c, d, e;
Inserisci/ Disegno/ Linea/ 2 Punti, disegna la retta pas-
sante per i vertici opposti ab, dc e cb, de; le due rette 

individuano un punto O; disegniamo la retta che passa 
per il punto O e il vertice ea; 
Modi� ca/ Aggiusta curve, consente di estendere la retta 
suddetta � no al punto di contatto C con la retta c;
La costruzione dei punti di contatto A ed B è analoga 
al punto C.
Inserisci/ Curve/Coniche/Conica, consente di disegnare 
la conica � che passa per i tre punti A, B ed C e ammette 
le tangenti a ed d.

Costruzione della conica per quattro punti e la 
tangente in uno di essi
Dati quattro punti di una curva conica e la tangente in 
uno di essi è possibile costruire la tangente in un altro 
dei tre punti dati. Per fare ciò applichiamo il teorema 
dell’esagono di Pascal al quadrilatero inscritto.
Siano dati i punti A, B, C, D e la tangente a in A (� g. 
51). Vogliamo costruire la tangente c in C. Disegniamo 
un quadrilatero in modo da avere i punti A e C opposti. 
Le coppie di lati opposti AB, CD e AD, CB s’interse-
cano nei punti diagonali P e Q. I punti PQ individuano 

51/ Costruzione della conica per quattro punti A, B, C, D e la tangente a in uno di essi.
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una retta in cui si tagliano le tangenti in A e C. Per cui 
la retta a taglia nel punto R la retta PQ. La tangente c in 
C è così determinata, perché è il segmento che unisce 
i punti CR. Nella � gura i punti determinano un’ellis-
se, quindi è conveniente ripetere la costruzione per altri 
punti in modo da poter disegnare l’intera curva in tre 
tratti.  E’ possibile, � nalmente, costruire la conica che 
passa per i quattro punti A, B, C, D e le tre tangenti a, 
b e c.

thinkdesign 
Inserisci/ Disegno/ Linea/ 2 Punti, costruisce il quadri-
latero ABCD. 
Modi� ca/ Aggiusta curve, estende gli spigoli AD e BC 
per determinare il punto Q. Il punto P intersezione degli 
altri due lati già è determinato.
Inserisci/ Disegno/ Linea/ 2 Punti, costruisce la retta 
PQ. Sappiamo che le tangenti in A e in C si devono ta-
gliare in un punto della retta PQ. Per cui prolunghiamo 
la tangente a � no ad incontrare nel punto R la retta PQ. 
La tangente c in C è la retta che unisce i punti CR. 

E’ possibile ripetere la costruzione per trovare un’altra 
tangente b nel punto B.

Inserisci/ Curve/Coniche/Conica, consente di disegnare 
la conica � che passa per i tre punti A, B, D e le tangenti 
a e b. Si ripete la costruzione per i rami che passano per 
i punti A, C e B.

Costruzione della conica per quattro tangenti e il 
punto di contatto in una di esse
Date quattro rette d’inviluppo e il punto di contatto di 
una di esse è possibile determinare il punto di contatto 
di una delle tre rette tangenti. Utilizziamo il teorema 
dell’esagono di Brianchon applicato al quadrilatero. 
Siano date quattro rette a, b, c, d e il punto A di contat-
to della retta a (� g. 52). Vogliamo determinare il punto 
C di contatto della retta c. Si considera un quadrilatero 
formato dalle rette date in modo da avere i lati a e c 
opposti. Sappiamo che le diagonali di un quadrilatero si 
devono tagliare in un punto O in cui debbono tagliarsi 
le rette che uniscono i punti di contatto dei lati opposti. 

52/ Costruzione della conica per quattro tangenti a, b, c, d  e il punto di contatto A in una di esse.
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Una volta disegnate le due diagonali e determinato il 
punto O, è suf� ciente unire il punto A con il punto O e 
la retta AO segherà il lato c nel suo punto di contatto C. 
Si può ripetere la costruzione per trovare altri due punti 
di contatto B e D, in modo da poter disegnare la conica 
intera (che nel caso della � gura è un’ellisse) che passa 
per i quattro punti A, B, C, D e le quattro tangenti a, b, 
c, d. 

thinkdesign 
Inserisci/ Disegno/ Linea/ 2 Punti, costruisce le due dia-
gonali del quadrilatero abcd, che individuano il punto 
O. Dal punto A stacchiamo il segmento che passa per il 
punto O. Questo interseca il lato opposto c nel punto di 
contatto C cercato.
Si ripete la costruzione per trovare gli altri due punti B 
e D di contatto. Ora possiamo disegnare la conica come 
curva per tre punti e due tangenti.
Inserisci/ Curve/Coniche/Conica, consente di disegnare 
la conica � che passa per i tre punti A, B e C e le tangen-
ti a e c. Si ripete la costruzione per i rami che passano 
per i punti A, D e C.

Dati cinque punti di una conica trovare un altro 
punto della conica
Siano dati cinque punti A, B, C, D, E. Vogliamo trovare 
un sesto punto F che appartiene alla conica individuata 
dalla cinquina di punti dati. Il teorema di Pascal consen-
te di trovare un qualsiasi altro punto della conica �. 
Questa costruzione è di apprezzabile ef� cacia nell’am-
biente informatico in un caso particolare: quando i cin-
que punti sono dati a caso e appartengano sì ad una co-
nica, ma non allo stesso ramo della curva (ove questa sia 
digrammica); in altre parole quando i punti appartengo-
no ai due rami dell’iperbole �. In questo caso, infatti, 
non sarà possibile tracciare la singola curva passante 
per i cinque punti dati perché non esiste. Esiste, invece, 
la conica iperbole che è sempre una � gura omologica 
del cerchio ma è formata da due curve distinte e sim-
metriche. Nel caso appena descritto, alcuni dei cinque 
punti dati potranno appartenere al primo ramo dell’iper-
bole e gli altri, viceversa, al secondo.  Per veri� care la 
condizione descritta e costruire i due rami, occorrerà 
costruire i punti necessari per disporre di almeno tre 

punti per ogni ramo dell’iperbole. Ad esempio, se sono 
dati tre punti su un ramo e due su un altro, basta costru-
ire un solo punto; se, invece, sono dati quattro punti su 
un ramo e uno sull’altro, saranno necessari due nuovi 
punti. In questo modo per i sei o sette punti complessivi 
sarà possibile condurre i due rami dell’iperbole. Questa 
costruzione è uno strumento di veri� ca semplice e ve-
loce della condizione descritta ed è un metodo rigoroso 
per determinare, attraverso il disegno, la conica indivi-
duata da cinque punti.
Sono dati cinque punti A, B, C, D, E (� g. 53). Osser-
vando la � gura, è facile comprendere che per questi 
punti non può passare né un’ellisse, né una parabola e 
intuire che i punti B, D ed E appartengono ad un ramo 
dell’iperbole e i punti A e C al ramo opposto. E’ altre-
sì evidente, che per costruire il ramo dell’iperbole che 
passa per A e per C occorre un sesto punto F. I cin-
que punti dati individuano uno dei possibili pentagoni 
di Pascal che ha per lati i segmenti AB, BC, CD, DE, 
EA. Inserendo una retta r arbitraria, che esce da uno dei 
cinque punti dati, e posto che a questa retta appartenga 
un sesto punto F della conica,  il pentagono suddetto, si 
trasforma in uno degli in� niti esagoni di Pascal inscri-
vibili nella conica stessa. Posto che si vuole costruire un 
punto appartenente al ramo AD dell’iperbole, conducia-
mo per il punto E una retta r, che rappresenta un lato 
dell’esagono di Pascal. Partendo dal punto E costruia-
mo parte dell’ esagono di Pascal di lati EA, AB, BC, 
CD. E’ importante nella scelta dell’esagono che i punti 
E ed F siano consecutivi (il verso non ha importanza).
Consideriamo ora il lato AE e il lato terzo consecutivo, 
suo opposto, che è il lato CD, sia che nel conteggio dei 
lati si segua il verso orario che quello antiorario. AE e 
CD sono dunque opposti e perciò si incontrano in un 
punto  P della retta di Pascal. Consideriamo ora il lato 
r, uscente da E e il terzo consecutivo suo opposto, che 
è BC: questi due lati si incontrano in un punto Q della 
retta di Pascal, che resta così individuata: PQ. I due lati 
opposti dell’esagono, che ancora non abbiamo conside-
rato, sono AB e l’incognito FD. Ma sappiamo che questi 
due lati debbono incontrarsi nel punto R che AB ha in 
comune con la retta di Pascal. Dunque il lato DF passa 
per R e, perciò, il punto F resta individuato come inter-
sezione della retta r con la retta DR. E’ possibile pure 
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osservare l’esagono di Pascal completato ABCDFE.
Una volta trovato il punto F, possiamo costruire le tan-
genti nei punti E e B e nei punti C ed A (vedi 4.24), 
e applicare la costruzione della conica passante per 
tre punti e due tangenti al � ne di ottenere i due rami 
dell’iperbole.

thinkdesign 
Inserisci/ Disegno/ Linea/ 2 Punti, costruisce la retta r 
passante per E. Costruisce i lati del poligono di Pascal 
che passa per i punti selezionati, ovvero EABCD.
Inserisci/ Punto/ Su intersezione di curve/super� ci, co-
struisce i due punti P e Q; sono rispettivamente le in-
tersezioni dei lati opposti AE e CD, e dei lati opposti r 
e CB.
Inserisci/ Disegno/ Linea/ 2 Punti, costruisce la retta di 
Pascal che passa per i punti P e Q;
Modi� ca/ Aggiusta curve, estende la retta AB � no al 
punto R intersezione con la retta di Pascal (PQ);
Inserisci/ Disegno/ Linea/ 2 Punti, costruisce la retta 
RD individuando il punto F intersezione con la retta r.

Adesso si costruiscono le tangenti nei punti B ed E per 
poter disegnare il ramo di iperbole passante per i tre 
punti B, E, D (vedi 4.24). 
Inserisci/ Curve/Coniche/Conica, dati per i tre punti B, 
E e D e le due tangenti in B ed E, consente di disegnare 
il ramo della conica �. 
Per costruire il secondo ramo di iperbole passante per i 
tre punti A, C ed F si ripetono le ultime due operazioni 
anzidette. Ovvero si trovano le due tangenti in A e C e 
si applica il comando conica per tre punti e due tangenti 
(vedi 4.24).

Costruzione della conica dati due fasci prospettivi
Sappiamo che la curva proiezione di un cerchio è una 
conica e che due fasci di rette proiettivi s’intersecano 
in una conica. Quindi una conica è il prodotto di due 
fasci proiettivi. Il modellatore consente di veri� care 
sperimentalmente che, dati due fasci prospettivi, è pos-
sibile determinare una conica traslando e ruotando i due 
fasci nel piano. L’intersezione delle rette corrispondenti 
darà luogo ai punti della conica. Per fare ciò si costrui-

53/ Dati cinque punti A, B, C, D, E di una conica trovare un altro punto F della conica. Questa costruzione è di apprezzabile ef� cacia nell’am-
biente informatico in un caso particolare: quando i cinque punti sono dati a caso e appartengano sì ad una conica, ma non allo stesso ramo 
della curva (ove questa sia digrammica); in altre parole quando i punti appartengono ai due rami dell’iperbole  G.
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scono due fasci prospettivi generici di centri S’ ed S’’, 
con le rette corrispondenti a’, b’, c’, d’, e’ ed a’’, b’’, 
c’’, d’’, e’’ (vedi � g. 15). Sarebbe suf� ciente prendere 
solo tre coppie di rette corrispondenti per determinare 
una conica, dato che sono suf� cienti cinque punti per 
determinarla. Lo scopo, però, è veri� care che, per quei 
due fasci proiettivi (traslati e ruotati liberamente), passi 
effettivamente un’unica conica. Per cui conviene pren-
dere almeno un’altra coppia di rette. Una volta disegnati 
i due fasci prospettivi, riferiti ad una medesima retta di 
sostegno p, si possono traslare e ruotare liberamente nel 
piano conservando sempre la relazione di proiettività. 
I due fasci non saranno più prospettivi ma saranno co-
munque due fasci proiettivi, per cui sarà possibile pas-
sare da una forma ad un’altra per mezzo di un numero 
� nito d’operazioni di proiezione e sezione. Intersecando 
i due fasci, le coppie di rette corrispondenti s’incontra-
no in punti di una conica, ad esempio a’ e a’’ in A e così 
via. Una volta determinati i sette punti A, B, C, D, E, 
S’, S’’ è possibile costruire la conica che passa per essi 
utilizzando le considerazioni precedenti. Nell’esempio 
della � gura la conica determinata dai fasci proiettivi è 
un’ellisse.   

Sistema polare rispetto ad una conica
Un cerchio divide il piano in due regioni. L’una è 
composta da tutti i punti da cui non è possibile trac-
ciare una tangente al cerchio (parte interna) e l’altra 
da tutti i punti da cui è possibile tracciare sempre 
due tangenti al cerchio (parte esterna). Questa pro-
prietà appartiene anche alle coniche in generale, 
per cui una conica qualunque divide il piano in due 
regioni: una di punti interni alla linea e l’altra di 
punti esterni. E non si può passare da una regione 
all’altra senza attraversare la linea.  Da quanto det-
to si deduce che una tangente di una conica è com-
posta da tutti i punti esterni alla linea. Inoltre una 
retta t del piano potrà incontrare la conica in due, 
uno o non avere nessun punto di contatto con essa. 
Esiste in proiettiva una relazione fra un punto del 
piano e una conica di esso o fra una retta del piano 
e la conica e questa relazione è nota come sistema 
polare ad una conica. 

Costruzione della retta p polare del punto P ri-
spetto alla conica
Sia P un punto esterno ad una conica e siano A, B i 
punti di contatto delle due tangenti staccate dal punto 
P (� g. 54). Sia AB una retta p del piano che venga ta-
gliata da un’altra retta in H, condotta sempre da P, e 
intersecante la conica in altri due punti E ed F. Condu-
ciamo le tangenti in E e F alla conica. Le rette tangenti 
s’intersecano in un punto R appartenente alla retta p. Le 
diagonali MQ ed NL del quadrangolo circoscritto alla 
conica s’incontrano nello stesso punto H individuato 

54/ Costruzione della retta p polare del punto P rispetto alla coni-
ca.

55/ Costruzione alternativa della retta p polare del punto P rispetto 
alla conica.
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prima. La forma PHEF è armonica, ovvero tracciando 
la retta per i punti EHF è possibile individuare il punto 
P come quarto armonico di H rispetto alla coppia EF. 
Allora un punto P esterno ad una conica e la retta AB 
che unisce i punti di contatto delle tangenti condotte 
dal punto stesso, sono divisi armonicamente da ogni 
coppia di punti ove una trasversale condotta da P sega 
la conica. 
E’ possibile individuare la retta p in un altro modo (� g. 
55). Sia data una conica e un punto P non appartenente 
alla conica (può essere interno o esterno non cambiano 
le proprietà). Da P conduciamo due rette qualsiasi a 
intersecare la conica nelle coppie di punti A, B e C, D. 
I punti ABCD sono i vertici di un quadrangolo sempli-
ce. P è un punto diagonale e gli altri due punti E ed F 
individuano la retta p che col punto P separa armoni-
camente le coppie di punti in cui le trasversali condotte 
da P segano la conica.  Inoltre le rispettive tangenti ai 
vertici A, B, C, D del quadrangolo inscritto alla conica 
s’incontrano in due punti H, K della retta p. 
Da quanto detto è evidente che la retta p è individua-
ta da una sola trasversale condotta per P a tagliare la 
conica in due punti AB. Infatti il punto Q è il quarto 
armonico di P rispetto alla coppia di punti A, B. E’ 
suf� ciente costruire le tangenti nei punti A e B e indi-
viduare la retta p come congiungente i punti H e Q.

La retta p è detta la polare del punto dato P. Ogni 
punto P del piano ha rispetto ad una conica data una 
determinata polare p determinata dalle seguenti co-
struzioni:
la retta formata dai coniugati armonici di P rispetto ai 
punti in cui la secante per P taglia la conica;
la retta formata dai punti diagonali dei quadrangoli 
inscritti al cerchio in cui due vertici opposti sono al-
lineati con P;
la retta formata dai punti intersezione delle tangenti 
condotte alla conica nei punti staccati su di essa dalle 
secanti che escono da P;
La retta polare di un punto esterno ad una conica è 
la congiungente i due punti di contatto delle tangenti 
staccate dal punto P stesso alla conica. La polare di 
un punto che appartiene alla conica è la tangente nel 
punto stesso. 

2.11 – Costruzione del punto P detto polo della retta 
p rispetto al cerchio
Siano dati una retta p e una conica. Prendiamo due 
punti H e K sulla retta p e costruiamo le due coppie 
di tangenti al cerchio (� g. 56). Le due diagonali OM e 
LN del quadrilatero formato dalle coppie di tangenti e 
le due rette che uniscono i punti di contatto AB e CD 
s’incontrano in uno stesso punto P. Il punto P potrebbe 
essere individuato anche solo per mezzo del punto H, 
costruendo il fascio armonico di rette che passano per i 
punti KPMO.

Il punto P è detto il polo della retta p rispetto alla 
conica e può essere definito come:
il punto dove si tagliano le coniugate armoniche del-
la retta p rispetto alle coppie di tangenti alla conica 
condotte dai punti appartenenti a p;
il punto intersezione delle diagonali dei quadrangoli 
circoscritti alla conica e aventi i lati incidenti in pun-
ti appartenenti a p;

56/ Costruzione del punto P detto polo della retta p rispetto alla 
conica.
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il punto dove s’incontrano le rette che uniscono i 
punti di contatto delle tangenti condotte dalla retta p.

Il polo di una retta tangente alla conica è il punto di 
contatto stesso.
In virtù di quanto è stato detto, dato una conica, ad ogni 
punto del piano corrisponde una retta polare e vicever-
sa ad ogni retta corrisponde un polo. Se p è la polare 
di un punto P allora il punto P è il polo della retta p. 
Esiste una corrispondenza univoca fra i punti e le rette 
del piano che si dicono polari reciproche rispetto alla 
conica. Resta valido il principio di dualità nel piano, per 
cui ad retta una punteggiata armonica corrisponde un 
fascio armonico di rette che passa per il punto polare 
della retta punteggiata. Le due forme sono proiettive. 
Se un punto percorre una retta p, la retta polare corri-
spondente ruota attorno al polo P della retta percorsa, 
cioè descrive un fascio di raggi che ha per centro il polo 
della retta (� g. 57).
Costruzione del polo di una retta rispetto ad un cerchio:

thinkdesign 
Inserisci/ Disegno/ Linea/ 2 Punti, costruisce la retta 
tangente dal punto H al punto di contatto con il cerchio 
D; si ripete la costruzione per la seconda tangente HC.
Inserisci/ Disegno/ Linea/ 2 Punti, costruisce la retta po-
lare DC di H rispetto al cerchio unendo i due punti di 
contatto.
Si ripete la costruzione per un altro punto K della retta 
data. 
Inserisci/ Punto/ Su intersezione di curve/super� ci, co-
struisce il punto polo P intersezione delle diagonali DC 
e AB.

Costruzione del triangolo polare rispetto ad un 
cerchio (o ad una conica generica)
Dati due punti e un cerchio, se l’uno giace sulla retta 
polare dell’altro e viceversa oppure,  se date due rette e 
un cerchio l’una passa per il polo dell’altra, i punti e le 
rette in questa particolare posizione si dicono armonici 
o coniugati rispetto al cerchio. 

57/ Se un punto percorre una retta p, la retta polare corrispondente 
ruota attorno al polo P della retta percorsa, cioè descrive un fascio 
di raggi che ha per centro il polo della retta.

58/ Un triangolo coniugato o polare rispetto al cerchio è formato da 
vertici che sono tutti poli rispettivi dei lati opposti.
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Un triangolo coniugato o polare rispetto al cerchio è 
formato da vertici che sono tutti poli dei lati opposti.  
Dato un cerchio, costruire un triangolo polare è sem-
plice (� g. 58): si prende un punto A qualsiasi del pia-
no e si costruisce la polare a (vedi 4.15). Da un punto 
B della polare a così disegnata si trova la retta polare 
b corrispondente. Le due rette polari s’intersecano nel 
polo C dello spigolo c passante per i due punti A e B. 

Il triangolo ABC è un triangolo polare. In un quadran-
golo completo inscritto al cerchio e in un quadrilatero 
completo circoscritto al cerchio, il triangolo diagonale 
è un triangolo polare, se i lati del quadrilatero sono le 
tangenti nei vertici del quadrangolo, e i lori triangoli 
diagonali coincidono in unico triangolo polare. 
Sia dato un cerchio si costruisca il quadrangolo inscritto 
ABCD (� g. 59).  I punti EFG dove si segano le diago-
nali e i lati opposti si dicono punti diagonali. Il triango-
lo formato dai tre punti diagonali è chiamato triangolo 
diagonale.  La polare del punto F rispetto al cerchio è la 
retta GE, così come FE è la polare di G e FG è la polare 
di E (vedi 4.15). Quindi il triangolo EFG è un triangolo 
polare. E’ facile veri� care che EFG è il triangolo diago-
nale e polare anche del quadrilatero circoscritto abcd.

thinkdesign 
Inserisci/ Disegno/ Linea/ 2 Punti, costruisce il quadran-
golo ABCD inscritto nel cerchio, lo snap punto su curva 
individua un punto scelto sulla curva selezionata.
Modi� ca/ Aggiusta curve, estende gli estremi delle rette 
dei lati opposti del quadrangolo � no ai punti d’interse-
zione F e G.
Inserisci/ Disegno/ Linea/ 2 Punti, costruisce il triango-
lo diagonale passante per i punti diagonali E, F e G.
Strumento/ Disegno/ Info/Analisi/ Locale, costruisce le 
tangenti abcd nei punti ABCD del cerchio selezionato.
Modi� ca/ Aggiusta curve, estende gli estremi delle rette 
dei lati opposti del quadrilatero � no ai punti d’interse-
zione.
Inserisci/ Disegno/ Linea/ 2 Punti, costruisce le tre dia-
gonali del quadrilatero abcd unendo i vertici opposti;
Inserisci/ Punto/ Su intersezione di curve/super� ci, co-
struisce i tre punti che individuano le diagonali; è possi-
bile veri� care che i punti trovati coincidono con i punti 
EFG.
Inserisci/ Disegno/ Linea/ 2 Punti, costruisce i lati del 
triangolo polare EFG.

Costruzione del parallelogrammo inscritto nel 
cerchio, del parallelogrammo circoscritto nel 
cerchio e di due suoi diametri coniugati
Due rette che passano l’una per il polo dell’altra si di-
cono rette coniugate23. Due diametri che passano l’uno 

59/ Sia dato un cerchio si costruisca il quadrangolo inscritto ABCD. 
I punti EFG dove si segano le diagonali e i lati opposti si dicono 
punti diagonali. Il triangolo formato dai tre punti diagonali è chia-
mato triangolo diagonale.
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per il polo dell’altro si dicono anch’essi coniugati. Un 
diametro, infatti, non è altro che la retta polare di una di-
rezione del piano (o ‘punto all’in� nito’)  come il centro 
è il polo di una giacitura (o ‘retta all’in� nito’). Quando 
due diametri sono coniugati vuol dire che ognuno passa 
nel polo dell’altro.  Questa condizione nel cerchio de-
termina che i diametri coniugati siano sempre perpen-
dicolari fra loro. Un diametro coniugato taglia a metà 
tutte le corde parallele all’altro diametro e viceversa. La 
tangente agli estremi di un diametro coniugato sono pa-
rallele al diametro stesso. Perciò: in un parallelogram-
mo pqrs circoscritto al cerchio, le diagonali sono sem-
pre due diametri coniugati che si tagliano nel centro del 
cerchio C (� g. 60); un parallelogrammo PQRS inscritto 
al cerchio è sempre un rettangolo in cui le diagonali si 
tagliano sempre nel centro C e i lati sono paralleli a due 
diametri coniugati.

Costruzione del parallelogrammo circoscritto al cerchio:
thinkdesign 
Inserisci/ Disegno/ Linea/ 2 Punti, da un punto esterno 
qualsiasi alla circonferenza conduciamo due tangenti p 
e q al cerchio.
Inserisci/ Disegno/ Linea/ Parallele, costruiamo il dia-
metro coniugato che passa per il centro C e per il punto 
intersezione degli spigoli pq; sappiamo che le diago-
nali del parallelogrammo sono due diametri coniugati 
e quindi sono perpendicolari fra loro. Allora basta co-
struire l’altro diametro coniugato per C perpendicolare 
al primo, e i punti intersezione con i lati p e q daranno 
i vertici del parallelogrammo circoscritto. Disegniamo, 
in� ne, i lati r ed s, passanti per i vertici trovati, paralleli 
ai lati p e q.

Costruzione del parallelogrammo inscritto:
thinkdesign 
Inserisci/ Disegno/ Linea/ 2 Punti, da un punto del cer-
chio P tracciamo una corda qualsiasi PQ.
Inserisci/ Disegno/ Linea/ 2 Punti, dal punto Q dise-
gniamo un diametro coniugato QS. Sappiamo che que-
sto dovrà passare per il centro C. 
Inserisci/ Disegno/ Linea/ Parallele, dal punto S condu-
ciamo la parallela SR a PQ.
Inserisci/ Disegno/ Linea/ 2 Punti, costruiamo gli spi-

goli rimanenti; è possibile veri� care che il parallelo-
grammo inscritto è un rettangolo.

Centro, diametri, assi delle coniche
Le coniche, tranne la parabola, sono dotate di un punto 
centrale O al � nito. Ovvero la retta all’in� nito potrà 
tagliare i due punti distinti o non tagliare la conica. Nel 
primo caso il polo O è un punto esterno alla curva conica 
che è un iperbole e sarà l’incontro dei due asintoti. Nel 
secondo caso sarà un punto interno all’ellisse e al cerchio.
Come per il cerchio ogni retta passante per il centro O 
è un diametro. E come per il cerchio il polo del diame-
tro è il punto della retta all’in� nito. Si può anche dire 
che un diametro è la polare di un punto all’in� nito. 
Una corda è un segmento che unisce due punti qual-
siasi di una conica e da quanto detto si può dedurre:

Un diametro contiene i punti di mezzo delle cor-��

60/ Costruzione del parallelogrammo inscritto nel cerchio, del pa-
rallelogrammo circoscritto nel cerchio e di due suoi diametri co-
niugati.
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de fra loro parallele, che si dirigono al polo del 
diametro;
Un diametro contiene i punti di mezzo di tutte le ��
corde ad esso coniugate.
Le tangenti alle estremità di un diametro sono ��
parallele. Viceversa se le tangenti alle estremità 
di una corda sono parallele, la corda è un dia-
metro, perché il suo polo è un punto della retta 
all’in� nito. I diametri si tagliano tutti a metà nel 
punto O. Allora se due corde si tagliano a metà, 
quelle sono due diametri e il punto intersezione 
è il centro O.

Si capisce che il centro O è un punto di simmetria per 
le coniche. Ovvero ogni punto M della conica avrà il 
suo corrispettivo simmetrico N sulla retta MO. I due 
segmenti MO ed NO sono uguali in lunghezza. 

Data una conica, o un tratto di conica, è possibile indi-
viduare il centro O attraverso le proprietà delle corde. 
E’suf� ciente disegnare due corde parallele e unire con 
una retta i punti centrali P e Q delle due corde. La retta 
PQ è un diametro della conica. Si ripete la costruzione 
con altre due corde parallele. Il punto intersezione dei 
due diametri così disegnati è il punto centrale O.
In una conica di centro O, due diametri coniugati si ta-
gliano a metà e tagliano a metà le corde parallele all’al-
tro diametro. Nell’iperbole dei due diametri coniugati 
l’uno taglia la linea e l’altro non la taglia. Nell’ellisse e 
nel cerchio tutti i diametri coniugati fra loro tagliano la 
linea. Questo perché nell’iperbole il centro O è un punto 
esterno alla conica. 
Come per il cerchio se un parallelogrammo è inscritto 
in una conica le diagonali si tagliano nel centro e due 
lati consecutivi sono paralleli a due diametri coniugati. 
Se un parallelogrammo è circoscritto le diagonali si ta-
gliano nel centro e sono due diametri della conica. 
E’ evidente che af� nché un parallelogrammo sia iscrivi-
bile in una conica questo deve essere costituito da rette 
parallele ai rispettivi diametri coniugati. 
Se da un punto di una conica ne proiettiamo gli estremi 
di un diametro otteniamo due rette parallele a due dia-
metri coniugati delle linea. Viceversa se dagli estremi 
di un diametro conduciamo due rette una delle quali 
sia parallela ad un altro diametro e l’altra al suo co-

niugato quelle due rette si taglieranno in un punto della 
conica.
L’unica conica che tutte le coppie di diametri coniugati 
fra loro  ad angolo retto è il cerchio. In un ellisse e in 
una iperbole c’è solo una coppia di diametri coniugati 
perpendicolari. Tali diametri sono chiamati assi.  
Costruirli è semplice. Si disegna un diametro qualsiasi 
AB della conica (� g. 61). Si costruisce una circonferen-
za di diametro AB e centro O. Il cerchio taglia la conica, 
ellisse o iperbole, in altri due punti oltre ad A e B. Le 

61/ In un ellisse e in una iperbole c’è solo una coppia di diametri 
coniugati perpendicolari. Tali diametri sono chiamati assi. 

62/ Costruzione dei diametri coniugati ortogonali (o assi principali) 
di un iperbole.
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retta AC, BC saranno parallele agli assi. La lunghezza 
dei diametri nell’ellisse è l’intersezione di questi con la 
linea.
Consideriamo l’iperbole e conduciamo dagli estremi 
del diametro AC la tangente alla linea � no a intersecare 
gli asintoti nei punti L ed L’ (� g. 62). La porzione di 
tangente all’iperbole compresa tra gli asintoti ha il suo 
punto di contatto nel punto di mezzo. M ed M’ sono i 
punti dove la tangente nell’altro estremo C interseca gli 
asintoti. LM e L’M’ sono paralleli e tagliano il diame-
tro coniugato BD di AC nei punti B e D.
Nell’iperbole il diametro non secante la linea ha una sua 
grandezza che si può stabilire in due modi simili:

Staccando su di esso un segmento uguale a quel-��
lo intersecato dagli asintoti sulla tangente in un 
estremo del coniugato, secante la curva, in modo 
che il centro della conica sia il punto di mezzo 
del segmento.
Conducendo dagli estremi del coniugato due ret-��
te parallele ad uno stesso asintoto ad incontrare 
così il diametro dato negli estremi di esso; oppure 
staccando da uno stesso estremo del coniugato le 
parallele agli asintoti a tagliare il diametro dato 
negli estremi richiesti.

Non dimostriamo queste due costruzioni anche perché è 
suf� ciente osservare che ABCD è un parallelogrammo 
in cui i lati sono paralleli agli asintoti.  Non dimostria-
mo neanche che nell’ellisse la somma dei quadrati di 
due semidiametri coniugati è costante ed uguale alla 
somma dei quadrati dei semiassi; nell’iperbole è co-
stante la differenza24.

Costruzione dell’ellisse dati una coppia di diametri 
coniugati
I programmi per la rappresentazione matematica con-
sentono di costruire una conica a partire da una cop-
pia di diametri coniugati. Tuttavia bisogna disegnare la 
curva in quattro parti, considerando, di volta in volta, 
tre estremi dei diametri e due tangenti a detti estremi. 
Esiste, però, una soluzione più semplice, suggerita da 
Riccardo Migliari, che fa uso delle proprietà proiettive 
del cerchio (� g. 63). Dati, infatti, una coppia di diametri 
coniugati, si costruisce la prospettività che lega questi 
diametri agli assi perpendicolari di un cerchio nello spa-

zio e si genera poi l’ellisse per proiezione: il modella-
tore thinkdesign riconosce questa curva come ellisse. Il 
procedimento può essere esteso alla parabola e all’iper-
bole, evitando di proiettare i punti del cerchio che corri-
spondono ai punti all’in� nito delle due coniche, poiché 
questa operazione genererebbe un errore di calcolo.

thinkdesign 
Modi� ca/ Sposta/copia, copia il diametro b dal punto medio 
M al punto estremo E dell’altro diametro a. Indichiamo que-
sta copia di b con la lettera c.
Si costruisce poi un cerchio, di diametro eguale a b, su un pia-
no qualsiasi che, per comodità, può essere assunto verticale e 
passante per il diametro c. 
Modi� ca/Piano di lavoro/Sposta, sposta il piano di lavoro nel 
punto E;
Modi� ca/Piano di lavoro/Allinea asse x, allinea l’asse x con 
il diametro c;
Modi� ca/Piano di lavoro/Seleziona, consente di ruotare il 
piano in posizione verticale.
Inserisci/Disegno/Linea/2 punti, consente di disegnare l’asse 
coniugato a’ di lunghezza pari al diametro b dato dell’ellisse.
Modi� ca/ Sposta/copia, copia il diametro c dal punto E al 
punto medio O di a’. Indichiamo la copia del diametro con 
la lettera b’.

63/ Costruzione dell’ellisse dati una coppia di diametri coniugati.
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Inserisci/Disegno/Cerchi e archi/Centro, consente di 
disegnare il cerchio di centro O e diametri a’ e b’, che 
per costruzioni hanno lunghezza pari a b.
Ora è suf� ciente proiettare il cerchio di centro O secon-
do la direzione data dalla retta OM, che unisce i centri 
delle due curve corrispondenti nella prospettività.
Inserisci/Curva/Proietta, consente di costruire la curva 
proiezione del cerchio sul piano individuato dai diame-
tri dati a e b, secondo la direzione OM. E’ possibile 
veri� care che il modellatore riconosce tale curva come 
un’ellisse: quella individuata dai due diametri coniugati 
dati.

Costruzione dell’ellisse dati una coppia di rette 
coniugate
Data una coppia di rette coniugate qualsiasi è possi-
bile disegnare l’ellisse che le appartiene (� g. 64). Le 
due rette coniugate sono due corde dell’ellisse. Sia AB 
e DC la coppia di rette che s’intersecano nel punto P. 
Si costruisce il quarto armonico Q del punto P rispetto 
alla coppia C, D. Le tangenti all’ellisse nei punti A e B 
sono le rette che passano per il punto Q e congiungono 
i rispettivi punti. Si ripete la costruzione per trovare il 

punto R situato sull’altra retta coniugata AB. Ora è pos-
sibile disegnare l’ellisse con il comando conica per tre 
punti e due tangenti. Vorrei far notare che la proiezione 
di un cerchio e di due diametri coniugati qualsiasi è ge-
neralmente una conica ellittica. I diametri coniugati del 
cerchio si proiettano in due rette coniugate e non due 
diametri coniugati. 

Costruzione dell’iperbole equilatera dati due fasci 
proiettivi inversamente congruenti
Se nell’iperbole i due diametri sono uguali, gli asintoti 
sono fra loro ortogonali e l’iperbole si dice equilatera. 
Se sono dati due fasci nel piano di centri S ed S’ pro-
iettivi e inversamente congruenti, tali che sia possibile 
capovolgere uno dei due fasci e sovrapporlo all’altro, 
allora l’intersezione delle rette corrispondenti è un’iper-
bole equilatera. 
Allora se dagli estremi di un diametro qualsiasi AB di 
un iperbole equilatera proiettiamo i punti della curva ot-
teniamo due fasci inversamente uguali (� g. 65). 

La conica non dotata di centro: la parabola
La parabola come è noto non ha un centro o meglio il 

64/ Costruzione dell’ellisse dati una coppia di rette coniugate.
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polo O è all’in� nito. Questo perché la conica è toccata 
dalla retta all’in� nito. Quattro rette del piano, tre qua-
lunque delle quali non passanti per lo stesso punto, de-
terminano una parabola, poiché la retta all’in� nito del 
piano è una quinta retta tangente della parabola. Infatti 
per il teorema di Pascal e Brianchon date cinque rette 
d’inviluppo è possibile trovare i punti di contatto di una 
qualsiasi tangente. Allora è suf� ciente trovare due punti 
di contatto a applicare il comando parabole per due punti 
e due tangenti. Sono date quattro rette a, b, c, d (� g. 66). 
Poniamo che vogliamo trovare il punto di contatto del-
la retta a. Allora applichiamo il teorema di Brianchon: 
in un pentagono semplice circoscritto ad una conica la 
retta che unisce un vertice con il punto di contatto del 
lato opposto, e le rette che uniscono le altre due cop-
pie di vertici non consecutivi s’incontrano in uno stesso 
punto P. Il lato opposto nel nostro caso è la retta a. Si 
deve unire il vertice ab con il punto intersezione della 
retta d con la retta all’in� nito r. Allora il segmento che 
unisce i due punti ab con dr� sarà parallelo a d. Con lo 
stesso ragionamento di costruisce un segmento paralle-
lo ad a staccandolo dal vertice bc. Uniamo il vertice bc 

con il punto P intersezione delle due diagonali trovate. 
Quest’ultima retta interseca il lato opposto a nel punto 
A di contatto cercato. Si può ripetere questa semplice 
costruzione per trovare un altro punto di contatto D. 
Trovati due punti di contatto la parabola è determinata 
tramite l’algoritmo della rappresentazione matematica. 
Adesso poniamoci il problema di disegnare un diametro 
qualsiasi e poi di trovare il vertice della parabola e il 
rispettivo asse. L’asse non è altro il diametro che è ta-
gliato perpendicolarmente dalle sue corde coniugate. Si 
taglia la parabola con due corde parallele qualsiasi AB e 
CD (� g. 67). Poi si unisce con una retta i punti di mezzo 
MN delle corde suddette. Quest’ultima retta è il dia-
metro coniugato delle due corde. Ricordo, infatti, che 
un diametro divide a metà tutte le sue corde coniugate. 
Ovviamente il diametro trovato ci dà la direzione di tutti 
i diametri della parabola. Ora poniamoci il problema di 
come trovare il vertice e l’asse della parabola. Si costru-
iscono altre due corde che hanno la direzione specchiata 
rispetto al diametro trovato MN. Poi si costruisce il dia-
metro ST coniugato a queste due nuove corde. Adesso 
basta disegnare la bisettrice dei due diametri coniugati 

65/ Costruzione dell’iperbole equilatera dati due fasci proiettivi in-
versamente congruenti.

67/ Costruzione dell’asse a e del vertice V della parabola.
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trovati. Ricordo che due rette parallele hanno la biset-
trice che passa per il punto medio della loro minima di-
stanza ed ha la stessa direzione delle rette. La bisettrice 
a sarà l’asse della parabola e il punto intersezione con la 
linea sarà il vertice V della parabola. L’asse è anche asse 
di simmetria ortogonale della parabola. 

Fuochi delle coniche
Data una conica, ogni punto F del piano per il quale 
passano due e quindi in� nite coppie di rette coniugate 
ad angolo retto, sarà chiamato un fuoco della conica. Le 
rette coniugate e ad angolo retto con quelle che passano 
per un punto M di un asse di una conica, passano tutte 
per un altro punto M’ di quell’asse. Veri� chiamo questo 
teorema (� g. 68). Ogni retta p nel piano ha la sua coniu-
gata retta p’ ad angolo retto rispetto alla conica data C. 
Tale retta si ottiene trovando il polo P1 della retta p ri-
spetto alla conica, e conducendo da P1 la perpendicolare 
p’ alla p: p’ è la retta cercata. Viceversa la coniugata ad 
angolo retto con p’ è p. Adesso prendiamo un punto M 
sopra l’asse a della conica. Da M stacchiamo una retta 
t e sia n la coniugata di t ad angolo retto con t. La retta 
n interseca l’asse a nel punto M’. E’ possibile veri� care 
che se si stacca un’altra retta t1 sempre dal punto M 
la sua coniugata perpendicolare n1 passerà sempre per 
il punto M’. Allora i reggi proiettivi staccati da M ed 
M’ formano un cerchio di diametro MM’, ovvero due 
rette corrispondenti, coniugate di M ed M’, s’interseca-
no nei punti di una circonferenza. Le coppie di rette ad 
angolo retto, fra loro coniugate, rispetto ad una conica, 
sono tagliate da ogni asse di essa in coppie di punti 
coniugati di una stessa involuzione, la quale nell’ellisse 
e nell’iperbole ha un per punto centrale il centro della 
conica e nella parabola è un’involuzione simmetrica di 
cui l’elemento doppio all’in� nito è il punto di contatto 
della parabola colla retta all’in� nito. Per capire cosa 
sia un’involuzione si rimanda alla nota esplicativa e per 
un maggiore approfondimento si rimanda direttamente 
al testo originale di Aschieri25. Per costruire sulla conica 
(ellisse o iperbole) i due fuochi è possibile utilizzare la 
seguente costruzione:
si disegnano due rette coniugate t ed n ad angolo retto. 
Per convenienza prendiamo la retta t tangente alla linea. 
Le due rette tagliano gli assi a e b rispettivamente nelle 

68/ Costruzione dei fuochi F ed F’ e delle direttrici d e d’ delle coni-
che dotate di centro come l’iperbole e l’ellisse. La direttrice d (o d’) 
è la retta polare del punto F (o F’) rispetto alla conica.
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coppie di punti M ed M’, ed N ed N’ di punti coniugati. 
Uno dei due segmenti contiene il centro O della conica. 
Si costruisce il cerchio che ha come diametro il seg-
mento che contiene O, nel nostro caso NN’. Il cerchio 
taglia il diametro AB in due punti F ed F’ che sono 
i fuochi della conica. Nell’ellisse e nell’iperbole i due 
fuochi sono gli elementi doppi dell’involuzione deter-
minata sopra l’asse dalle coppie di rette coniugate ad 
angolo retto.
Il diametro che contiene i due fuochi si dice anche asse 
focale. Nella parabola il punto F fuoco della linea è 
dato dal punto di mezzo del segmento MM’ formato 
da due qualsiasi rette coniugate t ed n perpendicolari. 
L’altro fuoco della parabola è un punto all’in� nito (� g. 
69). E’ possibile osservare che la tangente e la normale 
in un punto P alla linea, sono le bisettrici degli angoli 
dei raggi che da quel punto della linea ne proiettano 
i fuochi. Inoltre se da un punto esterno ad una conica 

conduciamo le tangenti e le rette che vanno ai fuochi, 
gli angoli determinati dalle due coppie hanno le stesse 
bisettrici. 
La retta polare di un fuoco è detta direttrice. Nell’ellisse 
e nell’iperbole esistono due direttrici, d e d’, che sono 
perpendicolari all’asse focale ed equidistanti dal centro. 
Rimandiamo al testo originale per la dimostrazione che 
in una conica è costante il rapporto delle distanze di un 

punto dalla linea dal fuoco e dalla corrispondente di-
rettrici. Per la parabola ogni punto è equidistante dal 
fuoco e della direttrice26. 
Nell’ellisse la somma, nell’iperbole la differenza, dei 
segmenti che uniscono un punto della curva coi fuochi 
è costante ed uguale alla grandezza dell’asse focale.

Laboratorio sperimentale della geometria descrittiva
In questo laboratorio descriverò due esercizi utili nella 
rappresentazione matematica. Nel primo ci occuperemo 
di come costruire un cono quadrico date cinque rette 
qualsiasi di una stella di centro S, e di come trovare i 
rispettivi assi principali triortogonali. Questo problema 
può avere differenti casi rispetto ai dati che vengono as-
segnati27. Nel secondo esercizio ci occuperemo della ri-
costruzione esatta di un iperboloide rigato generico date 
tre rette sghembe qualsiasi. Questi due esercizi racchiu-
dono diverse conoscenze descritte in questo capitolo e 
sono, in effetti, un possibile contributo al rinnovamento 
della geometria descrittiva nel metodo della rappresen-
tazione matematica. 

Costruzione del cono quadrico date cinque 
rette qualsiasi passanti per uno stesso punto S e 
costruzione degli assi e delle sezioni principali 
Sono date cinque rette qualsiasi a, b, c, d, e passanti per 
uno stesso punto S (vedi � g. 23). Sappiamo che un cono 
quadrico è determinato da cinque enti e quindi da cinque 
generatrici. Per ricostruire il cono applichiamo i teoremi 
di Pascal e Brianchon. Tagliamo con un piano � qualsia-
si, non passante per il punto S, le cinque rette date. Otte-
niamo una cinquina di punti A, B, C, D, E. Adesso pos-
siamo disegnare la conica C passante per questi cinque 
punti utilizzando il pentagono di Pascal e Brianchon. 
Ricordo che nella rappresentazione matematica una co-
nica generica è de� nita da tre punti e da due tangenti, 
per cui bisogna sempre riportare il problema a questo 
caso (vedi parte seconda: costruzione di una conica dati 
cinque punti). La conica C è la direttrice del cono qua-
drico individuato dalle cinque rette date e dal vertice S.
Adesso disegniamo i tre assi e le tre sezioni principali 
del cono quadrico trovato. Per prima cosa individuiamo 
l’asse a principale del cono quadrico28. Disegniamo una 
sfera di centro S e raggio qualsiasi (� g. 70). Tagliamo il 

69/ Costruzione del fuoco F della parabola e della sua direttrice d.



101

Federico Fallavollita
La genesi proiettiva delle super� ci quadriche rigate

cono quadrico con la sfera e costruiamo il solido forma-
to dalla super� cie del cono e dalla porzione della super-
� cie sferica che chiude il cono. La super� cie quadrica 
del cono è a due falde tuttavia af� nché la costruzione 
funzioni bisogna prendere in considerazione una falda 
soltanto. Il modellatore consente di trovare il centro M 
di massa di un volume chiuso. L’asse a verticale del 
cono quadrico è la retta passante per il vertice S e per il 
centro M. 
Adesso dobbiamo trovare gli altri due assi principali 
del cono quadrico che sappiamo essere ortogonali fra 
loro. Basta costruire un piano secante � qualsiasi orto-
gonale all’asse a. Il piano taglia la quadrica in un’ellisse 
C. E’ evidente che l’asse maggiore e l’asse minore di 
questa ellisse sono paralleli agli altri due assi principali 
del cono quadrico. Allora disegniamo una circonferen-
za qualsiasi con centro O nel centro dell’ellisse, e che 
intersechi l’ellisse in quattro punti E, F, G, H (� g. 71). 
Il centro O dell’ellisse è dato dall’intersezione dell’asse 
a con il piano ���. Le direzioni degli assi ortogonali b’ e 

c’ dell’ellisse sono dati dal quadrato formato dai quattro 
punti E, F, G, H. Disegniamo la retta b’ parallela al lato 
EF passante per O, e la retta c’ parallela FG passante 
per O. Le due rette b’ e c’ sono rispettivamente l’asse 
maggiore e l’asse minore dell’ellisse. I due assi princi-
pali del cono passano per il vertice S e sono paralleli 
ai due assi maggiori dell’ellisse. Adesso possiamo di-
segnare le sezioni principali del cono quadrico. Infatti i 
tre assi principali individuano a coppie i tre piani prin-
cipali del cono quadrico �, �, �. Il piano � è individuato 
dall’asse b e dall’asse c; il piano � dall’asse a e b; in� ne 
il piano � dalla coppia ac. Nel cono quadrico le tre se-
zioni principali sono un’ellisse degenere nel punto S e 
quattro generatrici rette. 

Costruzione di un iperboloide ad una falda date tre 
rette sghembe r, s, t
Il metodo proposto per realizzare un iperboloide rigato 
generico è quello di partire da un iperboloide di rotazio-
ne per poi trasformarlo in un iperboloide ad una falda 

70/ Costruzione dell’asse principale a di un cono quadrico.
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(vedi Laboratorio informatico del primo capitolo). Nella 
ricostruzione che si propone di seguire si fa riferimento 
a questo principio. 
Sono date tre rette sghembe r, s, t qualsiasi nello 
spazio (� g. 72). Sappiamo, ormai, che queste rette 
determinano un iperboloide rigato. Inoltre sappiamo 
che quest’iperboloide avrà tre assi triortogonali prin-
cipali. L’obiettivo è quello di ricostruire l’intera su-
per� cie in modo esatto e di trovare le caratteristiche 

principali di essa: i tre assi e le tre sezioni principali. 
Per prima cosa troviamo il centro O della super� cie 
quadrica. Per fare ciò serviamoci della costruzione di 
Hachette. Costruiamo il parallelepipedo individuato 
dalle tre generatrici date. Basta costruire i piani che a 
due a due individuano le tre rette. Intersecando i sei pia-
ni, a coppie paralleli fra loro, s’individuano gli spigoli 
del parallelepipedo unico individuato dalle tre rette r, 
s, t. Il centro della quadrica O è l’intersezione di due 
diagonali qualsiasi del parallelepipedo stesso.
Il prossimo obiettivo è trovare gli assi principali del-
la quadrica. Per comodità troviamo gli assi del cono 
asintotico della quadrica data. La direzione degli assi 
principali del cono asintotico coincidono con quelli 
dell’iperboloide rigato. Sappiamo che un cono quadrico 
è individuato da cinque generatrici. Tre generatrici le 
abbiamo già, perché sono le tre rette parallele alle tre 
rette r, s, t passanti per il centro O. Il cono asintoti-
co, infatti, ha le generatrici parallele a quelle dell’iper-
boloide di riferimento. Altre due generatrici possiamo 
ricavarle facilmente: si costruisce un piano qualsiasi 
individuato dalla retta s e da un primo punto P’ sulla 
retta t (� g. 73). Il piano interseca la retta r in un secon-
do punto P’’. Unendo i due punti si ha una quarta retta 
generatrice p qualsiasi delle quadrica che si appoggia 
evidentemente alle tre rette date r, s, t. Ripetiamo l’ope-
razione per trovare una quinta retta generatrice q. Le 
due rette p e q fanno parte della seconda schiera di rette 
che costituiscono l’iperboloide, mentre le tre rette date 
r, s, t, fanno parte della prima schiera di rette. Adesso 
disegniamo le cinque rette parallele alle generatrici p, 
q, r, s, t passanti per il punto centrale O della quadrica 
che è anche il vertice del cono asintotico. Abbiamo in-
dividuato cinque rette appartenenti al cono asintotico. 
Adesso applichiamo la costruzione di un cono quadrico 
date cinque rette passanti per uno stesso punto O (vedi 
la costruzione precedenti).  Una volta trovato il cono 
asintotico individuiamo anche i tre assi principali a, b, 
c. Abbiamo in questo modo costruito il cono asintotico 
e trovato gli assi principali a, b, c della quadrica rigata, 
perché gli assi del cono asintotico coincidono con quelli 
dell’iperboloide iperbolico. 
Ora conviene trovare l’iperbole i sezione principa-
le appartenente al piano principale individuato dalla 

71/ Costruzione degli assi triortogonali a, b, c principali di un cono 
quadrico e delle sue sezioni principali.
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coppia di assi ab. Dopodiché si genererà l’iperboloi-
de di rivoluzione con asse a e generatrice l’iperbole i. 
In� ne basterà trasformare l’iperboloide di rivoluzione 
nell’iperboloide generico servendosi degli assi delle el-
lissi di gola come riferimenti di scala. Per avere come 
isoparametriche le rette, invece delle iperboli, è possibi-
le rigenerare l’iperboloide di rivoluzione (dell’iperbole 
i ) come iperboloide di rivoluzione di una retta z. Per 
trovare la retta generatrice z è suf� ciente tagliare l’iper-
boloide di rivoluzione con il piano tangente che lo tocca 
ad un estremo dell’ asse maggiore dell’ellisse di gola. 
Il piano tangente dovrà essere perpendicolare all’asse 
maggiore dell’ellisse di gola e quindi perpendicolare 
al piano dell’ellisse di gola stessa. Il piano taglierà la 
super� cie di rivoluzione secondo una coppia di rette 
generatrici. Si ricostruisce l’iperboloide di rivoluzione 
utilizzando come generatrice una soltanto delle rette ge-
neratrici. A questo punto basterà ripetere la trasforma-

zione dell’iperboloide rigato di rivoluzione in iperboloi-
de generico ed avere la super� cie costituita da rette che 
passa per le tre rette date r, s, t.

Troviamo l’iperbole i, sezione principale dell’iperboloi-
de rigato. Per prima cosa bisogna determinare la lun-
ghezza dell’asse maggiore b e dell’asse minore c dell’el-
lisse di gola dell’iperboloide. Per fare ciò si tagliano le 
rette p, q, r, s, t con un piano �, passante per il centro O 
della super� cie, ortogonale all’asse a (� g. 74). Poi si di-
segna la conica che passa per i cinque punti intersezione 
P, Q, R, S, T (vedi costruzione di una conica passante 
per cinque punti dati).  In� ne si disegnano l’asse mag-
giore b e l’asse minore c con la costruzione vista prece-
dentemente ( vedi Costruzione del cono quadrico date 
cinque rette qualsiasi passanti per uno stesso punto S e 
costruzione degli assi e delle sezioni principali).
Sappiamo che l’iperbole i è situata sul piano individuato 

72/ Costruzione di un iperboloide ad una falda date tre rette sghembe r, s, t. Costruzione del centro O della super� cie tramite il parallelepipedo 
di Hachette.
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73/ Costruzione di un iperboloide ad una falda date tre rette sghembe r, s, t. Costruzione del cono asintotico della super� cie quadrica.

74/ Costruzione di un iperboloide ad una falda date tre rette sghembe r, s, t. Costruzione dell’ellisse di gola della super� cie quadrica.
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dagli assi a e b30. Dove a è l’asse che non taglia l’iperbo-
loide, e b è l’asse maggiore dell’ellisse di gola (� g. 75). 
Rinominiamo questo piano con la lettera �. Per trovare 
cinque punti dell’iperbole i sarebbe suf� ciente trovare 
le intersezioni delle rette p, q, r, s, t con il piano �. Non 
è detto però che i punti appartengano tutti al ramo che 
c’interessa, per cui è meglio ricostruire cinque genera-
trici appositamente distribuite in modo da avere anche 
una distribuzione omogenea dei punti che individuano 
un ramo dell’iperbole i. Allora possiamo, utilizzando le 
tre rette date r, s, t, ricostruire cinque generatrici facen-
do attenzione che siano distribuite congruamente. Per 
esempio è possibile servirsi della retta r come asse e 
costruire un fascio di piani che abbia lo stesso angolo di 
rotazione tra un piano e l’altro. Questi piani interseche-

ranno le altre due rette s e t in cinque coppie di punti che 
individuano le cinque generatrici (nella � gura sono evi-
denziati solo i cinque punti individuati sopra la retta s). 
Intersecando il piano � con le cinque generatrici ap-
pena disegnate, troviamo i cinque punti per cui deve 
passare l’iperbole principale i. Applichiamo la nota 
costruzione della conica per cinque punti (vedi co-
struzione di una conica passante per cinque punti 
dati). L’iperbole così generata dovrà avere il suo cen-
tro nel punto O centro della quadrica e dovrà avere 
come diametri coniugati principali i due assi a e b.
Ora si generare l’iperboloide di rivoluzione usando 
come linea generatrice l’iperboli i e come asse di rivo-
luzione la retta a. E’ possibile notare che l’iperboloide 
così generato ha il cerchio di gola tangente all’ellisse 

75/ Costruzione di un iperboloide ad una falda date tre rette sghembe r, s, t. Costruzione dell’iperbole i sezione principale della super� cie 
quadrica.
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di gola dell’iperboloide rigato nei due estremi dell’as-
se maggiore. Inoltre le due super� ci avranno in comu-
ne la linea dell’iperbole i, che è costituita da due rami 
simmetrici rispetto all’asse a. Adesso possiamo gene-
rare l’iperboloide generico trasformando l’iperboloide 
di rivoluzione secondo la direzione dell’asse c, ovvero 
dell’asse minore dell’ellisse di gola. Nella trasformazio-
ne � nale dovrà aversi che il diametro del cerchio di gola 
si trasformi nel diametro minore dell’ellisse di gola e 
che l’altro diametro perpendicolare  rimanga invariato31. 
La trasformazione è quindi una trasformazione di scala 
in un’unica direzione che è quella dell’asse c (� g. 76). 
In questo modo abbiamo generato la super� cie esat-

ta che passa per le rette date r, s, t. La super� cie, così 
generata, ha le due isoparametriche u e v che sono ri-
spettivamente delle ellissi, parallele all’ellisse di gola, e 
delle iperboli che hanno come asse maggiore la retta a 
(asse dell’iperboloide). Se si desidera avere la super� -
cie costituita da isoparametriche che siano rette, almeno 
secondo uno dei due parametri, è possibile operare nel 
seguente modo. Una volta che abbiamo generato l’iper-
boloide di rivoluzione, lo tagliamo con un piano tan-
gente in uno dei due punti estremi dell’asse maggiore 
b. E’ evidente che quello che chiamo asse maggiore b è 
per l’iperboloide di rivoluzione un diametro del cerchio 
di gola. Il piano tangente per questioni geometriche vi-

76/ Costruzione di un iperboloide ad una falda date tre rette sghembe r, s, t. Costruzione dell’iperboloide iperbolico generico tramite la 
trasformazione di un iperboloide rotondo.



107

Federico Fallavollita
La genesi proiettiva delle super� ci quadriche rigate

sibili deve essere ortogonale all’asse b e quindi essere 
ortogonale al piano dell’ellisse di gola. Se si è avuta 
cura nell’esecuzione della costruzione il piano taglierà 
la super� cie esattamente in una coppia di rette. Il mo-
dellatore thinkdesign, infatti, riconosce nelle due curve 
sezioni esattamente due linee rette, che sono le due ge-
neratrici che individuano il piano tangente. Adesso ba-
sterà scegliere una delle due rette e rigenerare l’iperbo-
loide di rivoluzione e ripetere la trasformazione di scala 
secondo la direzione dell’asse minore c. La costruzione 
descritta consente di rappresentare scienti� camente la 
super� cie di un iperboloide ad una falda partendo da 
tre rette sghembe qualsiasi. Inoltre questa costruzio-
ne consente di trovare le caratteristiche più importanti 
dell’iperboloide rigato generico, ovvero che è un super-
� cie rigata quadrica costituita da un doppio sistema di 
rette che ha tre assi triortogonali principali a, b, c e un 
punto centrale O.
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essere quello di assegnare quattro rette della stella e un piano 
qualsiasi passante per una delle rette. Oppure assegnare cinque 
piani qualsiasi passanti per il vertice S.
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pubblicato su Atti del convegno internazionale La geometria tra 
didattica e ricerca (17-18-19 Aprile 2008) col titolo: Contributi 
alla ricerca delle sezioni circolari di un cono quadrico.

29. Se è data un’ellisse e dobbiamo trovare il centro O, si può 
procedere come segue: si costruisce una coppia di corde parallele e 
si disegna una prima retta che unisce i loro punti di mezzo. Si ripete 
la costruzione trovando una seconda retta. Il punto intersezione 
delle due rette è il centro O dell’ellisse. 

30. Le iperboli principali sono due, perché le sezioni principali 
sono due: quella individuata dalla coppia di assi ab e quella 
individuata dalla coppia coppia ac. L’iperbole che costruiamo è 
quella che sta sul piano formato dalla coppia ab, dove b è l’asse 
maggiore dell’ellisse di gola dell’iperboloide rigato. 

31. Il diametro del cerchio di gola che deve essere considerato 
nella costruzione è quello che coincide con il diametro c dell’ellisse 
di gola.
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In questo capitolo, intitolato Le superfici rigate e le 
superfici sviluppabili nel quadro del rinnovamento 
della geometria descrittiva, rivedremo alcune delle 
proprietà studiate e altre nuove secondo una cataloga-
zione delle superfici proposta, in gran parte, da Gino 
Fano nel suo trattato di Geometria Descrittiva1. Nel-
la vasta letteratura sulle superfici rigate è il testo che 
ha saputo maggiormente riepilogare la descrizione 
di queste superfici secondo un approccio puramente 
sintetico descrittivo. Anche qui, però, come nei due 
capitoli precedenti alcune delle proprietà descritte 
non vengono rappresentate dal matematico ma sono 
solo enunciate per via sintetica e, in alcuni casi, per 
via analitica. Il lavoro di ricerca è consistito, in una 
prima fase, nella rilettura attenta dei vari problemi e 
in una seconda fase nella rappresentazione. Questo 
capitolo, in conclusione, riassume diverse questioni 
alla luce dei nuovi strumenti e cerca, come obietti-
vo primario, di illustrare, attraverso il metodo della 
rappresentazione matematica, proprietà che prima 
erano state solo descritte analiticamente ma mai 
effettivamente disegnate. Per esempio attualmente, 
il laboratorio virtuale consente di poter disegnare 
direttamente nello spazio tridimensionale il para-
boloide delle normali di una superficie rigata. Op-
pure possiamo individuare in modo esatto il punto 
centrale di una generatrice di una superficie rigata. 
O ancora possiamo ottenere, in modo automatico, 
una proiezione stereografica di una quadrica rigata 
e ottenere un disegno che metta in luce, attraver-
so un’unica rappresentazione, diverse proprietà di 
queste bellissime superfici. E’ abbastanza singola-
re che di questo disegno non si trovi traccia alcuna 
nei vari testi di geometria descrittiva. In fondo la 
sua rappresentazione può essere benissimo fatta at-
traverso gli strumenti tradizionali, intendo senza il 

computer, e tuttavia questa rappresentazione passa 
attraverso un ragionamento del tutto spaziale. Pro-
prio qui è possibile scorgere la grande potenzialità 
dei nuovi strumenti digitali, ovvero la possibilità di 
ragionare e rappresentare direttamente nello spazio 
ci dà un vantaggio considerevole rispetto ai diversi 
studiosi che ci hanno preceduto. Oggi diventa ne-
cessario poter recuperare e rielaborare gli studi di 
geometria descrittiva e rappresentarli direttamente 
nello spazio per arricchire ugualmente il campio-
nario possibile delle figure astratte di questa disci-
plina. Figure che sono un risultato notevole sia per 
la comprensione della geometria descrittiva stessa e 
sia come ispirazione per i futuri architetti e designer.                                                                                                                                        
Il capitolo è strutturato in cinque parti:

- Le linee sghembe e le superfici sviluppabili.
- Le quadriche rigate.
- Le superfici rigate e le proprietà grafiche e 

metriche.
- Le superfici rigate elicoidali. 
- La curvatura delle superfici rigate e delle 

superfici sviluppabili.
Oggi si usa comunemente il termine superficie ri-
gata per indicare una superficie generata dal movi-
mento di una retta. Come insegna Hachette, però, 
esistono due tipi di superfici generate da una retta: 
le superfici sviluppabili, che hanno la proprietà di 
poter essere sviluppate nel piano senza strappi o 
piegature, e le superfici rigate (sghembe) che non 
sono affatto sviluppabili. Noi ci atterremo a questa 
distinzione ricordando che oggi, tuttavia, si adopera 
indistintamente il termine superfici rigate per indi-
care sia le superfici rigate sghembe e sia le superfici 
sviluppabili.
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Le linee sghembe e le super� ci sviluppabili 
Le in� nite tangenti a una curva sghemba C, detto spigo-
lo di regresso, hanno per luogo geometrico una super� -
cie sviluppabile (� g. 1) . E’ una super� cie che contiene 
un sistema continuo di in� nite rette e può essere genera-
ta dal movimento di una retta secondo una determinata 
legge. Data una curva C e una sua tangente a in un pun-
to A, possiamo immaginare di far scorrere la tangente a 
lungo la curva direttrice C in modo che questa assuma 
ogni volta la posizione della tangente successiva. Le in-
� nite rette che la compongono sono le generatrici della 
super� cie.  
Consideriamo la � gura generata da una curva C sghem-
ba e una successione di punti molto vicini A1, A2, 
A3,… Adesso consideriamo le rette che formano i punti 
consecutivi come A1A2 e A2A3 e così via e i piani che 
formano i punti consecutivi A1A2A3, A2A3A4, …  La 
spezzata, quando i punti si avvicinano inde� nitamente, 

tende a coincidere con la curva stessa.  La � gura al li-
mite continuerà ad essere formata dalle tangenti A1A2 
e dai piani individuati dalla terna consecutiva di punti 
(� g. 2).
Si può dire anche che le tangenti di una curva sghem-
ba sono le intersezioni delle coppie dei piani osculatori 
consecutivi. Due tangenti consecutive sono incidenti 
nel punto della curva stessa (al limite) e i punti della 
curva sono intersezioni delle terne consecutive dei piani 
osculatori. Il piano osculatore di una curva C in un suo 
punto P è quello determinato dalla posizione limite del 
piano individuato dal punto P  e da altri due punti del-
la curva, che si avvicinano inde� nitamente al punto P.  
Cioè è il piano che congiunge il punto P con i due punti 
consecutivi. Il piano osculatore contiene la tangente nel 
punto di contatto con la curva. Pertanto è il piano indivi-
duato dalla tangente e da il punto che si avvicina inde� -
nitamente al punto P. Nella modellazione matematica è 

1/ Le in� nite tangenti a una curva sghemba C, detto spigolo di regresso, hanno per luogo geometrico una super� cie sviluppabile.
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possibile individuare il piano osculatore � dalla coppia 
di rette della tangente p e della bitangente p’ nel punto 
P. La retta p’’ è binormale ed è la retta ortogonale al 
piano osculatore nel punto P.
Il piano osculatore di una curva sghemba in un punto P 
è attraversato dalla curva stessa nel punto considerato. 
Un piano tangente ad una curva è un piano che passa per 
la tangente nel punto generico P ma può essere distinto 
dal piano osculatore. La curva, in questo caso, sta tutta 
da una medesima parte in prossimità di P.
La particolarità della super� cie sviluppabile è che due 
generatrici consecutive sono sempre incidenti fra loro. 
Una super� cie della quale due generatrici consecutive 
sono incidenti, o è formata da rette che s’incontrano in 
un medesimo punto, e allora sarà un cono o un cilindro, 
o è una super� cie formata dalla tangenti a una curva 
sghemba che è luogo geometrico delle coppie di genera-
trici consecutive (esempio un elicoide sviluppabile).

Come i coni e i cilindri la super� cie del genere ha due 
proprietà uniche:

- la super� cie S ammette in tutti i punti di una sua 
generatrice lo stesso piano tangente;

- la super� cie può svilupparsi sopra un piano per una 
regione limitata.

Piano tangente di una sviluppabile
Data una curva sghemba C abbiamo la super� cie svi-
luppabile S formata dalle tangenti alla curva sghemba 
(� g. 3). Consideriamo una curva G appartenete alla su-
per� cie S diversa dalla curva sghemba C e consideria-
mo i punti consecutivi B1, B2, B3, B4,…su di essa. Per 
ogni punto considerato passerà una tangente a1, a2, a3, 
a4,… che avrà, sulla curva c, il punto di contatto A1, 
A2, A3, A4 … Le rette B1B2, B2B3, … sono le tangen-
ti alla curva G e sono in piani individuati dalle tangenti 
consecutive a1a2, a2a3,… che sono anche gli in� niti 

2/ Costruzione del piano osculatore � ad una curva sghemba C. Il piano � è tangente alla super� cie sviluppabile nel punto P di contatto.
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piani osculatori alla linea C. Consideriamo un punto B4 
qualsiasi sulla generatrice a4, e una linea G qualsiasi 
appartenete alla super� cie S. Nel punto B4 la tangente 
t alla linea G appartiene al piano osculatore � passante 
per a4. Questo piano è tangente alla super� cie S in un 
punto qualsiasi della generatrice considerata, per cui è 
tangente per l’intera generatrice della super� cie. 
I piani tangenti ad una super� cie sviluppabile sono an-
che piani osculatori della curva sghemba. Questa pro-
prietà appartiene solo alle sviluppabili, oltre che ai coni 
e ai cilindri. Generalmente un piano tangente tocca una 
super� cie solo in un punto ben determinato.
Un’altra proprietà notevole delle sviluppabili è che il 
contorno apparente di una sviluppabile si compone 
sempre di una o più generatrici (� g. 4). Nel caso dei 
cilindri e dei coni la questione è evidente, nel caso di 
una super� cie sviluppabili generica può risultare meno 
intuitivo. In quest’ultimo caso ho considerato lo spigolo 
di regresso anch’esso parte del contorno apparente. Nel-
la � gura ho evidenziato solo le generatrici che formano 

3/ Un piano tangente in un punto (nella � gura il piano� �� nel 
punto B4) della super� cie sviluppabile è tangente lungo l’intera 
generatrice retta (retta a4)  passante per il punto considerato.

4/ Un’altra proprietà notevole delle sviluppabili è che il contorno apparente di una sviluppabile si compone sempre di una o più generatrici.



113

Federico Fallavollita
Le super� ci rigate e le super� ci sviluppabili nel quadro del rinnovamento della geometria descrittiva

il contorno apparente ideale (linee colore rosso), ovve-
ro ho considerato le super� ci sviluppabili in� nitamente 
estese lungo la direzione delle generatrici. Il punto P è 
il centro di proiezione.
 
Sviluppo di una super� cie S formata dalle in� nite 
tangenti alla curva sghemba C
La super� cie sviluppabile S è formata dalle in� nite 
tangenti consecutive alla curva sghemba C. Le coppie 
di tangenti a1a2, a2a3, …, formano i vari in� niti piani 
tangenti alla super� cie lungo le generatrici. Immaginia-
mo il piano � formato dalle due tangenti consecutive 
a1a2 e immaginiamo di sviluppare nel piano il tratto si 
super� cie consecutiva a2a3, facendola ruotare attorno 
alla retta a2. Possiamo ripetere l’operazione per il tratto 
successivo intorno alla retta a3 che è stata ruotata sul 
piano �. Tutti i tratti successivi della super� cie vengono 
così a disporsi sopra il piano considerato �. La super� cie 
che si ottiene è la sviluppata della super� cie S (� g. 5).

La super� cie formata dalle tangenti ad una curva sghem-
ba gode della proprietà di svilupparsi su un piano e man-
tenere inalterate sopra di essa le lunghezze e gli angoli.

5/ La super� cie formata dalle tangenti ad una curva sghemba gode della proprietà di svilupparsi su un piano e mantenere inalterate sopra di 
essa le lunghezze e gli angoli.

6/ Un piano �, passante per la tangente t nel punto P nella curva C, 
sega la super� cie sviluppabile secondo due linee: una generatrice 
della super� cie che coincide con la tangente t e una linea piana G. 
Il piano ��è il piano osculatore della curva sghemba C (spigolo di 
regresso della super� cie) nel punto P.
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Alla linea sghemba come luogo di punti corrisponde per 
dualità la sviluppabile come inviluppo di piani, per cui 
si dice che la � gura duale di una curva sghemba è una 
sviluppabile.
Ogni sezione piana della rigata sviluppabile che passa 
per le tangenti di una curva sghemba C ha per punti di 
regresso le intersezioni del piano secante con la curva 
stessa e le tangenti cuspidali sono le tracce dei piani 
osculatori a C in queste intersezioni. Si dice che la linea 
C è lo spigolo di regresso della super� cie sviluppabile 
luogo geometrico delle sue tangenti (� g. 6). Nell’esem-
pio illustrato il piano �, passante per la tangente t nel 
punto P della curva C, sega la super� cie sviluppabile 
secondo due linee: una generatrice della super� cie che 
coincide con la tangente t e una linea piana G. Il piano 
� è il piano osculatore della curva sghemba C (spigolo 
di regresso della super� cie) nel punto P.

Coni e Cilindri
I coni e i cilindri possono essere considerate una parti-
colare classe di super� ci sviluppabili. Lo spigolo di re-
gresso sarebbe il punto dove convergono le generatrici: 
un punto proprio V, detto vertice, per il cono e un punto 
improprio V�, o meglio una direzione, per il cilindro 
(� g. 7).
Proiettando una linea C da un punto qualsiasi non ap-
partenente al piano di essa si ottiene un cono o un cilin-
dro (se il punto è una direzione). I punti e le rispettive 
tangenti della linea vengono proiettati formando le ge-
neratrici e i piani tangenti al cono. Il centro di proiezio-
ne è detto vertice. Due generatrici successive formano 
un piano tangente e due piani tangenti successivi s’in-
tersecano in una generatrice. Il cono può essere pensato 
anche come generato dal movimento di una retta con 
continuità in una stella, secondo una determinata leg-

7/ Proiettando una linea C da un punto qualsiasi non appartenente al piano di essa si ottiene un cono o un cilindro (se il punto è una 
direzione). I punti e le rispettive tangenti della linea vengono proiettati formando le generatrici e i piani tangenti al cono.
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ge. E come suo duale si può pensare all’inviluppo di un 
piano lungo una stella. Il cono come luogo geometrico 
quindi può essere considerato come la � gura duale nello 
spazio dell’inviluppo piano di rette e il cono come invi-
luppo è la � gura duale della linea piana. 
Le sezioni piane di un cono non passanti per il vertice 
sono tutte prospettive. Oltre alle sezioni piane si posso-
no tracciare curve sghembe sulla super� cie di un cono. 
Consideriamo una curva sghemba L sulla super� cie co-
nica e un punto P di essa. La tangente nel punto P della 
curva sghemba deve stare sul piano � tangente al cono 
lungo la generatrice che passa per P. 
Ogni linea che incontri tutte le generatrici in un solo 
punto è detta direttrice del cono. Le sezioni piane sono 
particolari direttrici. Se il vertice di un cono è improprio, 
la super� cie è chiamata cilindro e tutte le generatrici 
sono parallele fra loro. I piani tangenti sono paralleli 

alle direzioni delle tangenti e le curve piane intersezioni 
(non parallele alle generatrici) sono af� ni tra loro. 

Sviluppo del cono e del cilindro sopra un piano
Consideriamo una generatrice a di un cono qualsiasi 
e il suo piano tangente � in a (� g. 8). Immaginiamo 
di srotolare la super� cie conica tenendo fermo il 
vertice V e facendo in modo che un’altra generatrice 
b (molto vicina ad a) si venga a trovare nel piano �. 
La generatrice b si troverà nella nuova posizione b’. La 
porzione di super� cie tra a e b è sviluppata nel piano � 
nella porzione a b’. L’operazione di distendere le facce 
di una piramide su un piano è la stessa precedentemente 
descritta: basta immaginare che le facce della piramide 
diventino sempre più � tte � no a coincidere con la 
super� cie conica. Allora ogni arco di linea sul cono viene 
sviluppato in una linea piana di uguale lunghezza. Inoltre 

8/ Un cono essendo una super� cie sviluppabile può essere sviluppata nel piano conservando la lunghezza e gli angoli delle linee tracciate 
sulla sua super� cie.
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gli angoli fra le diverse linee vengono mantenuti. Allora 
due linee L e M disegnate sulla super� cie del cono e 
che s’incontrano in un punto P secondo un certo angolo 
�, nello sviluppo saranno due linee L’ e M’ di uguale 
lunghezza che s’incontreranno secondo lo stesso angolo 
�. Per avere la corrispondenza biunivoca fra la porzione 
di super� cie del cono considerata e quella sviluppata nel 
piano è opportuno immaginare il cono aperto lungo una 
sua generatrice a (nel curva direttrice fosse una curva 
chiusa) in modo che abbia due lembi corrispondenti 
lungo quella generatrice. Inoltre è opportuno limitarsi a 
porzioni di super� cie conica che, una volta sviluppate, 
non ricoprano più di una volta nessuna parte di piano. 
Può accadere, infatti, che continuando a sviluppare il 
cono sul piano � intorno al vertice V, si ricopra due 
volte lo stesso piano e si sovrappongano l’una sull’altra 
le porzioni di super� cie sviluppata.  

Queste proprietà consentono di ridurre lo studio delle 
� gure sopra una super� cie conica allo studio di � gure 
piane. Per esempio nello studio delle linee geodetiche. 
Queste linee misurano la minima distanza fra due punti 
A e B di una super� cie e possono essere considerate le 
corrispettive delle linee rette sopra un piano. E’ evidente 
che le geodetiche di un cono vengono sviluppate secon-
do linee piane e viceversa ogni linea piana è lo sviluppo 
di arco di geodetica. Nella modellazione matematica è 
possibile effettuare questa operazione in modo da con-
trollarne gli sviluppi avendo cura, però, di rispettare 
alcune regole. Per esempio quando si fa l’operazione 
inversa di proiettare le linee sviluppate nel piano sulla 
super� cie conica bisogna fare in modo che la lunghez-
za delle linee rientri nei bordi della super� cie, in modo 
da garantire una corrispondenza biunivoca e non creare 
ambiguità di nessun tipo. Per esempio sono date la su-

9/ Le linee geodetiche appartenenti ad una super� cie conica quando vengono retti� cate sono delle rette e viceversa. Le geodetiche sono 
l’equivalente delle rette nel piano, ovvero sono le linee di minima distanza fra due punti della super� cie.
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per� cie conica C e il suo sviluppo piano C’, attraverso i 
suoi tre bordi s’, t’, v’(� g. 9). Consideriamo il triangolo 
rettangolo A’, B’, C’. Questo triangolo è formato da tre 
segmenti di una certa lunghezza 5, 4, 3 che formano un 
triangolo rettangolo in  �’ . Sulla super� cie conica il 
triangolo è formato da segmenti di curve geodetiche  a, 
b, c della medesima lunghezza 5, 4, 3  e che formano 
gli stessi angoli �, �, �. Gli angoli �, �, � si misura nei 
rispettivi piani formati dalle tangenti agli estremi delle 
curve a, b, c. 
Se svolgiamo sopra un piano tangente una super� cie 
cilindrica otteniamo lo sviluppo del cilindro. Come nel 
caso del cono abbiamo considerato una piramide, per 
il cilindro pensiamo ad un prisma e al suo caso limite.  
La porzione di piano è limitata da due rette parallele 
che corrispondono alle generatrici del cono anch’esse 
parallele fra loro. Nel caso del cilindro, a differenza del 

cono, non avviene mai che due o più porzioni di piano 
vengano ricoperte dallo sviluppo. 
Come per il cono le linee geodetiche del cilindro si tra-
sformano in dei segmenti di retta nello sviluppo piano. 
Inoltre queste rette nello sviluppo incontrano le rette 
generatrici parallele sempre sotto uno stesso angolo 
�. Le geodetiche cilindriche di conseguenza incontra-
no anch’esse le generatrici del cilindro tutte sotto un 
medesimo angolo costante �. Nel caso generale in cui 
quest’angolo non sia nullo o retto, le geodetiche cilin-
driche sono anche eliche cilindriche (� g. 10).
Una retta che ruota attorno ad un asse e appartiene al 
piano formato dalla due entità genera un cono o un ci-
lindro di rotazione rispettivamente se la retta è o non 
è incidente l’asse. Nel caso del cilindro di rotazione le 
eliche cilindriche sono anche delle lossodromie della 
super� cie perché formano un angolo costante con le 

10/ 11/  Nel caso del cilindro di rotazione le eliche cilindriche sono anche delle lossodromie della super� cie perché formano un angolo 
costante con le generatrici del cono che sono anche meridiani della super� cie
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generatrici del cono che sono anche meridiani della su-
per� cie. L’angolo � si misura nel piano formato dalla 
tangente all’elica nel punto considerato e la generatrice 
passante per quel punto (� g. 11).
Un cilindro rotondo di raggio r si sviluppa sul piano 
un rettangolo di larghezza pari alla generatrice l e di 
lunghezza pari alla circonferenza 2
r. Per capire l’am-
piezza dell’angolo che forma lo sviluppo di un cono 
consideriamo un piano passante per l’asse e una gene-
ratrice qualsiasi (� g. 12). La generatrice l forma un an-
golo � con l’asse a del cono. Allora il raggio della base 
del cono è pari ad lsen�. La circonferenza della base è 
uguale ad 2
lsen� .  Lo sviluppo del cono avrà come 
raggio la generatrice l e come arco di base la lunghezza 
pari alla circonferenza del cono. L’area della super� cie 
laterale di un cono si ottiene moltiplicando la lunghezza 
della circonferenza di base per la misura dell’apotema e 

dividendo tale prodotto per due. Per cui l’ampiezza del-
la super� cie sviluppata è pari l2
lsen�/2= 
rl. Siccome 
� è sempre minore di un angolo retto allora la super� cie 
di sviluppo non coprirà mai interamente il piano. Nel 
caso � sia uguale a 30° l’ampiezza della porzione della 
super� cie sarà uguale ad un semipiano. 
Nel cono (o cilindro) circolare retto è possibile disegna-
re comodamente una rete di geodetiche che si richiuda 
perfettamente (� g. 13). La rete di geodetiche può creare 
una maglia triangolare che viene prima disegnata nel 
piano, attraverso delle rette, e ,successivamente, “pro-
iettata” sulla super� cie conica. 

Tangenti principali. Punti ellittici, parabolici, 
iperbolici
Il piano tangente di una super� cie qualsiasi in un deter-
minato punto è dato dalle tangenti alle linee tracciate 

12/ 13/ Nel caso di un cilindro rotondo l’ampiezza dell’arco di circonferenza retti� cato è pari ad un angolo piatto quando la generatrice del 
cono forma un angolo di 30° con l’asse del cono.
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14/ 15/ 16/ Rappresentazioni delle super� ci a punti ellittici (sfera), parabolici (sviluppabili), iperbolici (super� ci rigate). Il toro è una 
super� cie a punti sia ellittici e sia parabolici
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sulla super� cie passanti per quel punto. Se immaginia-
mo le in� nite linee tracciate sulla super� cie che passano 
per quel punto, le rispettive tangenti formano un fascio 
di rette. Ogni super� cie è incontrata, generalmente, dal 
piano tangente in un suo punto generico secondo una 
curva avente nel punto di contatto un punto doppio. 
Le tangenti principali sono le tangenti alle linee inter-
sezioni del piano tangente con la super� cie nel punto 
di contatto (� g. 14). Queste sono chiamate anche tan-
genti tripunte o d’in� essione perché devono conside-
rarsi come aventi tre punti di contatto con la super� cie 
nell’intorno del punto.2

In un punto O di una super� cie ci saranno solo due 
tangenti principali reali e distinte, una sola (cioè due 
coincidenti) oppure nessuna a seconda che il punto è un 
nodo, una cuspide o un punto isolato. Quando vi sono 
due tangenti principali t’ e t’’ distinte il punto è iperbo-
lico (per esempio in un paraboloide iperbolico); se la 
tangente t’ è una sola il punto sarà parabolico (i coni e 
i cilindri); in� ne se non esistono tangenti  principali il 
punto sarà ellittico (la sfera).
Una super� cie rigata ha tutti i suoi punti iperbolici men-
tre nelle sviluppabili i punti sono parabolici. Infatti im-
maginiamo un cono. Il piano tangente in un suo punto 
sarà tangente alla super� cie lungo tutta la sua genera-
trice passante per il punto scelto e taglierà la super� cie 
secondo la generatrice contata due volte. Se la super� -
cie è una sviluppabile generica è possibile che il piano 
tangente tagli la super� cie secondo la generatrice e una 
curva residua.
Il comportamento di una super� cie rispetto al piano 
tangente in un intorno piccolo dipende dalla specie del 
punto considerato. In prossimità di un punto ellittico, la 
super� cie sta tutta da una stessa parte rispetto al piano 
tangente in quel punto. In prossimità di un punto para-
bolico generalmente la super� cie sta tutta da una parte 
rispetto al piano tangente. In certi casi lungo la direzio-
ne della tangente principale la super� cie potrebbe va-
riare. In prossimità di un punto iperbolico, la super� cie 
sta da una parte del piano tangente lungo le direzioni 

comprese in uno dei due angoli formati dalle tangenti 
principali, e nelle direzioni dell’altro angolo sta dall’al-
tra parte. Va ricordato che una super� cie che non sia una 
rigata o una sfera, come può essere il toro, può essere 
costituita da punti di diverso tipo (� g. 15).

Linee asintotiche
Una linea asintotica è una linea appartenente alla su-
per� cie dove tutte le tangenti sono tangenti principali 
della super� cie. Se immaginiamo di prendere un punto 
P su una super� cie e di individuare la direzione di una 
tangente principale t. Esiste il punto successivo P1 nella 
direzione t, che ha la tangente principale t2, e così via. 
E’ possibile, allora, individuare la linea della super� cie 
formata dai vari punti così individuati. 
Da quanto detto in una super� cie iperbolica per ogni 
punto passeranno due linee asintotiche. In particolare 
per una super� cie quadrica rigata le generatrici sono 
tutte linee asintotiche. Perché una retta nella super� -
cie rigata fa sempre parte dell’intersezione del piano 
tangente colla super� cie in qualsiasi punto della retta. 
Per cui la generatrice è tangente principale in ogni suo 
punto ed è perciò essa stessa la linea asintotica. In una 
super� cie sviluppabile le generatrice rette saranno tutte 
linee asintotiche.

Linee di curvatura. Proprietà delle normali a una 
super� cie nei punti di una linea di curvatura
In un punto iperbolico di una super� cie si dicono tan-
genti coniugate due tangenti che separano armonica-
mente la coppia delle tangenti principali. Allora vi sono 
in� nite tangenti coniugate, che formano un’involuzione 
iperbolica, nella quale le due tangenti principali sono i 
due elementi doppi3. Nelle super� ci quadriche due tan-
genti coniugate sono rette coniugate fra loro nel sistema 
polare della quadrica.
Le asintotiche di una super� cie godono della proprietà 
caratteristica di avere in ogni loro punto come piano 
osculatore lo stesso piano ivi tangente alla super� cie4.
La linea di curvatura è una linea appartenente alla su-
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per� cie che ha le tangenti tutte normali alle rispettive 
coniugate. In un involuzione di rette (non circolare), vi è 
una sola coppia di rette coniugate perpendicolari. In una 
super� cie generica in ogni punto vi sarà solo una coppia 
di tangenti coniugate perpendicolari. Se il punto è pa-
rabolico, come per la super� cie sviluppabile, la coppia 
di tangenti si compone della sola tangente principale 
e di quella perpendicolare  ad essa. Per ogni punto di 
una super� cie, che non sia un ombelico5, passano due 
linee di curvatura fra loro ortogonali (� g. 16). Le li-
nee di curvatura passanti per un punto iperbolico di una 
super� cie (per esempio una paraboloide iperbolico) bi-
secano gli angoli formati dalle asintotiche che passano 
per questo punto. E delle linee di curvatura passanti per 
un punto parabolico, una è ivi tangente e l’altra normale 
alle due asintotiche coincidenti6. Nell’esempio illustrato 
mi sono limitato a mettere in evidenza la direzione delle 

due tangenti p’ e p’’(rette viola) delle linee di curvatura 
nel punto P di una rigata (iperboloide iperbolico) e della 
tangente doppia p’ di una sviluppabile (cono). Le rette 
rosse indicano la direzione della normale n al piano tan-
gente nel punto P considerato, mentre le linee nere rap-
presentano le linee asintotiche passanti per P, che sono 
le generatrici rette della super� cie rigata.
La normale ad una super� cie in un suo punto è la retta or-
togonale al piano tangente alla super� cie nel punto consi-
derato. Le normali a una super� cie nei punti di una linea 
di curvatura formano una rigata sviluppabile; e vicever-
sa ogni linea tracciata sopra una super� cie, dove le nor-
mali formino una sviluppabile, è una linea di curvatura.
Una super� cie dove ogni punto è ombelico, come la 
sfera, ogni linea tracciata sulla super� cie è linea di 
curvatura (� g. 17). Infatti tutte le normali alla super-
� cie s’incontrano a due a due proprio nel centro della 

17/ Le normali a una super� cie nei punti di una linea di curvatura formano una rigata sviluppabile; e viceversa ogni linea tracciata sopra 
una super� cie, dove le normali formino una sviluppabile, è una linea di curvatura.
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sfera. Per cui qualsiasi super� cie ortogonale alla sfera 
sarà una sviluppabile, in particolare sarà un cono con il 
vertice nel centro della sfera. Per capirlo basta af� darci 
all’intuito. Qualsiasi punto della sfera ha la normale che 
passa per il centro della sfera. Quindi tutte le norma-
li sono incidenti in un punto. Una super� cie che taglia 
ortogonalmente una stella di rette è una sfera. La sfera 
è la sola super� cie in cui ogni linea di essa è linea di 
curvatura.

Sezioni omologiche piane di coni e cilindri
Un cono od un cilindro nella rappresentazione mate-
matica sono determinati da una direttrice piana qual-
siasi e dal vertice, che nel caso del cono è un punto 
proprio mentre nel caso del cilindro è una direzione.
Un importante teorema sui coni dice che: Le sezioni de-
terminate in un cono da due piani non passanti per il 

vertice sono curve omologiche dove il vertice V è il cen-
tro dell’omologia e la retta u intersezione dei due piani 
sezione è l’asse dell’omologia. Allora dato un cono di 
vertice V e direttrice qualsiasi, tagliamolo con due piani 
� e �’ (� g. 18). Questi determinano due curve omologi-
che C e C’. Allora una retta r appartenete al primo piano 
� che taglia la curva C in due punti A e B e interseca 
l’asse u dell’omologia nel punto R, deve avere la sua 
corrispondente r’ sul piano �’ e che taglia la curva C’ 
nei rispettivi punti A’ e B’. Questi ultimi sono deter-
minati dalle due generatrici a e b del cono che passano 
per i punti considerati. Le tangenti t e t’ alle due curve 
nei punti corrispondenti come A ed A’ s’intersecano 
sull’asse dell’omologia nel punto T. 
Sia dato un punto P nello spazio e un cono generico, 
e si voglia costruire il piano tangente al cono passante 
per il punto P. La costruzione più generale possibile fa 

18/ Le sezioni determinate in un cono da due piani non passanti per il vertice sono curve omologiche dove il vertice V è il centro dell’omologia 
e la retta u intersezione dei due piani sezione è l’asse dell’omologia.
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uso delle proprietà del contorno apparente. Per cui si 
determina il contorno apparente del cono dal punto P. 
Questo sarà costituito da un certo numero di generatrici 
rette. Queste saranno sempre due nel caso di un cono 
quadrico. Una volta individuate le generatrici rette ap-
partenenti al contorno apparente è suf� ciente disegnare 
il piano individuato dal punto P e dalla relativa tangen-
te. La costruzione è la stessa per un cilindro. 

Casi particolari di sviluppo di un cono e di un cilindro
Caso di un cilindro di rotazione e dell’ellisse sua inter-
sezione obliqua con un piano non parallelo né perpen-
dicolare alle generatrici. La sezione piana dell’ellissi C 
si sviluppa o retti� ca in un arco di sinusoide7 (� g. 19). 
Questa proprietà risulta importante per le volte oblique. 
Infatti l’intradosso di una volta obliqua è una porzione 

di super� cie cilindrica, generalmente rotondo, compresa 
fra due sezioni oblique parallele. Vedremo nell’appen-
dice come applicare all’apparecchio elicoidale tale pro-
prietà. Un altro caso interessante si presenta quando si 
deve sviluppare un cono qualsiasi oppure un cono qua-
drico generico (non di rotazione). E’ possibile tagliare 
il cono con una sfera di raggio a piacere r e centro nel 
vertice V del cono (� g. 20). La linea intersezione è una 
curva sghemba che potrebbe sembrare particolarmente 
complessa nella sua retti� cazione. Questa curva, però, 
ha la proprietà di tagliare ad angolo retto tutte le gene-
ratrici del cono, e di disporsi nello sviluppo secondo un 
arco di cerchio di raggio r uguale a quello della sfera. 

Coni e cilindri di 2°grado e loro intersezioni.
Un cono o cilindro di secondo grado è una super� cie 

19/ 20/ La sezione piana dell’ellissi C di un cilindro di rotazione si sviluppa in un arco di sinusoide. La linea d’intersezione di una sfera di 
centro V con la super� cie conica generica di vertice V è una curva sghemba che retti� ca dà luogo ad un arco di cerchio di raggio pari alla 
lunghezza del raggio r della sfera.
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21/ 22 Due coni (o cilindri) quadrici s’incontrano, generalmente, secondo una linea sghemba G,  la quale è incontrata da un piano ��generico 
(che non passi per una generatrice o una possibile conica comune ai due coni) in quattro punti distinti A, B, C, D, comuni alle due coniche 
C e D secondo cui lo stesso piano taglia i due coni. Si dice che questa linea è una curva sghemba di 4°ordine o quartica sghemba. Si dice che 
l’intersezione C avviene per penetrazione mutua quando tutte le generatrici dei due coni incontrano l’altro.

23/ La curva intersezione C si dice penetrazione semplice quando 
solo le generatrici di uno dei due coni incontrano l’altro.

24/ Quando solo una parte delle generatrici dei due coni s’interse-
cano si dice che l’intersezione avviene per sfaldamento.
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ottenuta proiettando una conica da un punto V esterna 
al piano di essa. Come sappiamo le sezioni piane di un 
cono quadrico sono coniche e nel caso del cilindro sono 
curve af� ni. Esistono tre tipi di cilindri quadrici (ellit-
tici, parabolici, iperbolici) secondo il tipo di direttrice. 
Il cono quadrico, invece, contiene tutte e tre i tipi di 
coniche. I coni quadrici, come il cono ellittico in � gu-
ra, hanno tre assi triortogonali principali passanti per il 
centro della super� cie che è il vertice. Nel caso del cono 
quadrico circolare i tre assi si riducono ad uno solo per-
ché la sezione principale è una circonferenza che non ha 
assi principali.
Due coni (o cilindri) quadrici s’incontrano, generalmen-
te, secondo una linea sghemba G,  la quale è incontrata 
da un piano � generico (che non passi per una generatri-
ce o una possibile conica comune ai due coni) in quattro 

25/ Due cilindri quadrici che ammettono gli stessi piani tangenti lungo due generatrici s’intersecano secondo delle curve piane, in particolare 
secondo due coniche.

26/ Due coni quadrici aventi una generazione comune, ma non lo 
stesso piano tangente lungo la generazione comune, s’incontrano 
secondo un’altra curva sghemba di 3° ordine, detta cubica 
sghemba.
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punti distinti A, B, C, D, comuni alle due coniche C e D 
secondo cui lo stesso piano taglia i due coni. Si dice che 
questa linea è una curva sghemba di 4°ordine o quartica 
sghemba (� g. 21).
L’intersezione di due coni e di due cilindri quadrici che 
non abbiano il vertice comune può dar luogo a tre casi 
fondamentali:

le generatrici di uno almeno dei due coni incontrano ��
tutte le generatrici dell’altro. Si dice compenetrazio-
ne semplice quando solo le generatrici di uno dei due 
coni incontrano tutte quelle dell’altro (� g. 22);
Mentre si dice che l’intersezione avviene per �� compe-
netrazione mutua quando tutte le generatrici dei due 
coni s’incontrano (� g. 23). La curva intersezione è 
formata da due rami di curve sghembe, perché biso-
gna sempre considerare le due falde del cono.
Quando solo una parte delle generatrici dei due coni ��
s’intersecano si dice che l’intersezione avviene per 
sfaldamento (� g. 24).

In� ne i coni sono esterni l’uno all’altro e non hanno 
nessuna intersezione reale. 
Può avvenire che la curva intersezione fra due cilindri 
di rotazione sia una curva piana (� g. 25). E’ il caso che 
si riscontra, per esempio, nelle volte composte. Queste 
volte sono per lo più costituite da cilindri di rotazione e 
le volte composte, come la volta a crociera, hanno come 
curve intersezioni nei costoloni archi di ellisse. Con-
sideriamo i due cilindri con assi appartenenti al piano 
orizzontale. Le super� ci cilindriche, che costituiscono 
l’intradosso della volta, hanno lo stesso piano tangen-
te lungo le rispettive generatrici culminanti, e hanno in 
comune il piano tangente diametralmente opposto. Le 
due super� ci si toccano, allora in due punti che appar-
tengono ad una stessa verticale. I due cilindri si tagliano 
secondo due sezioni di ellissi appartenenti a due piani 
verticali diagonali.
Due coni quadrici aventi una generazione comune, 
ma non lo stesso piano tangente lungo la genera-
zione comune, s’incontrano secondo un’altra curva 

sghemba di 3° ordine, detta cubica sghemba (� g. 26).

Le quadriche rigate
Le quadriche sono super� ci di secondo grado. Una qua-
drica ha in comune con una retta non contenuta in essa, 
o due punti distinti, o un solo punto (due punti coinci-
denti) o nessun punto. La retta si dice rispettivamente: 
secante, tangente, o esterna alla super� cie. Inoltre un 
piano interseca una super� cie quadrica qualsiasi sempre 
secondo una conica o, al limite, in una coppia di rette 
nel caso delle quadriche rigate8.
I punti di una quadrica rispetto ad un piano tangente, 
sono tutti ellittici o iperbolici. Le quadriche a punti el-
littici rispetto a un piano hanno tre comportamenti dif-
ferenti:

Quando il piano è esterno completamente non c’è ��
nessuna intersezione;
Quando il piano è secante si ha sempre una conica;��
Quando il piano è tangente la tocca solo in un punto ��
(pensiamo al piano tangente ad una sfera).

Le quadriche a punti ellittici sono l’ellissoide, l’iperbo-
loide a due falde, il paraboloide ellittico.
Le quadriche a punti iperbolici sono super� ci rigate 
che contengono un doppio sistema di generatrici rette o 
schiere rigate e hanno le seguenti proprietà:

per ogni punto della super� cie rigata quadrica passa-��
no due rette appartenenti alle due schiere;
due generatrici di una stessa schiera sono sempre ��
sghembe fra loro, mentre due generatrici appartenen-
ti a schiere diverse sono sempre incidenti fra loro;
Le in� nite rette di una schiera di rette segano sopra ��
l’altra schiera in� nite punteggiate proiettive, e sono 
proiettate da queste secondo fasci di piani proiettivi.

E’ una schiera rigata la super� cie che si appoggia sopra 
tre rette sghembe r, s, t qualsiasi. Le tre rette sono a loro 
volta generatrici dell’altro sistema di rette. In altre paro-
le comunque si prendano tre rette su una stessa schiera 
di rette, la super� cie generata da una retta che nel suo 
movimento si appoggi a quelle tre è sempre la stessa. 
Le quadriche rigate, esclusi i coni e cilindri quadrici, 
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possono essere di due tipi: l’iperboloide ad una falda 
(o iperboloide iperbolico) e il paraboloide iperbolico 
(� g. 27). Quest’ultimo si distingue perché è formato da 
due schiere di rette che hanno due piani direttori, ov-
vero le rette generatrici di una schiera sono tutte paral-
lele ad uno dei due piani e viceversa. Allora quando le 
tre direttrici date r, s, t sono parallele ad un medesimo 
piano, queste individuano un paraboloide iperbolico. 
Esiste anche l’iperboloide di rivoluzione che si co-
struisce facendo ruotare una retta sghemba rispetto ad 
un asse. L’iperboloide di rivoluzione e il paraboloide 
iperbolico possono essere visti come casi particolari 
dell’iperboloide generico ad una falda. Per dimostrare 
che tre rette sghembe individuano un’unica quadrica ri-
gata si rimanda al capitolo della proiettiva.
Un piano � qualsiasi taglia la quadrica rigata sempre 
secondo una conica � (� g. 28). In questo caso il piano è 

detto secante e può avvenire che il piano tagli la super-
� cie secondo una conica eventualmente spezzata in una 
coppia di rette. Non esistono piani esterni a una super-
� cie rigata quadrica. Se il piano incontra la quadrica in 
una coppia di rette a e b incidenti in un punto P allora 
questo è un piano tangente alla super� cie nel punto di 
contatto. Infatti il piano tangente a una quadrica rigata 
taglia la super� cie secondo due rette appartenenti alle 
due schiere rigate passanti per il punto scelto. 
I diversi piani tangenti alla quadrica lungo una gene-
ratrice formano un fascio di piani che è proiettivo alla 
punteggiata dei punti di contatto. Cioè ad ogni piano 
del fascio corrisponde un punto della retta punteggiata.
Se si considerano quattro generatrici qualsiasi di una 
medesima schiera, nel paraboloide iperbolico quattro 
generatrici di una schiera segano le generatrici 
dell’altra schiera secondo dei rapporto semplici uguali. 

27/ Le quadriche rigate con due schiere di rette  possono essere di due tipi: l’iperboloide ad una falda (o iperboloide iperbolico) e il parabo-
loide iperbolico.
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Nell’iperboloide ad una falda quattro generatrici di 
una schiera segano le generatrici dell’altra secondo dei 
birapporti uguali9. 
Prendiamo sulla terza retta t un fascio armonico di 
piani (� g. 29). Per fare ciò basta disegnare una quaterna 
armonica di punti A, B, C, D sulla seconda direttrice 
s e far passare i quattro piani per la terza direttrice t e 
i quattro punti. Il fascio di piani di asse t intersecherà 
anche la prima direttrice r secondo una quaterna 
armonica A’, B’, C’, D’, perché due forme prospettive 
di prima specie conservano il rapporto armonico. Per 
le coppie di punti corrispondenti passano le quattro 
generatrici a, b, c, d della seconda schiera che si 
appoggiano alle tre direttrici date. Queste tagliano la 
terza direttrice t secondo un’altra quaterna armonica 
di punti A’’, B’’, C’’, D’’. E’ evidente che le quattro 
generatrici a loro volta formano una quaterna armonica 

di rette. Concludendo il fascio intersecherà l’altra 
schiera di rette secondo una schiera armonica di rette. 

Il sistema polare rispetto ad una quadrica rigata
In una quadrica rigata è possibile determinare un siste-
ma polare rispetta ad essa, ovvero dato un punto P nello 
spazio è determinato il piano polare 
 della quadrica  e 
viceversa. Se il punto P appartiene alla super� cie il piano 
polare corrispondente è il piano tangente alla super� cie 
in quel punto. Se un punto P appartiene al piano polare 
� di Q, quest’ultimo a sua volta apparterrà al piano po-
lare 
 di P. I due punti come i due piani sono coniugati o 
reciproci rispetto alla super� cie quadrica. Data una retta 
nello spazio è possibile associare ad ogni punto di essa 
un piano polare. Allora ad ogni retta dello spazio il siste-
ma polare rispetto alla quadrica ne associa una seconda, 
tale che i piani polari dei punti di una delle due rette for-

28/ Un piano ��qualsiasi taglia la quadrica rigata sempre secondo una conica �. Se il piano incontra la quadrica in una coppia di rette a e b 
incidenti in un punto P allora questo è un piano tangente alla super� cie nel punto di contatto.
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ma un fascio di piani attorno all’altra retta e viceversa. 
In generale le due rette polari sono due rette sghembe 
ma è possibile che siano incidenti in un punto e quindi 
appartengano allo stesso piano. Il polo del piano allora 
apparterà al piano stesso e sarà il punto intersezione del-
le due rette. In questo caso le due rette saranno tangenti 
alla quadrica e saranno anche due tangenti coniugate. 
Non esiste un punto P interno ad una quadrica rigata. 
Da ogni punto esterno P possono essere costruiti in� niti 
piani tangenti alla quadrica. Questi sono i piani proiet-
tanti da quel punto le singole generatrici della quadrica. 
I punti di contatto di questi piani tangenti appartengono 
tutti al piano polare del punto P rispetto alla quadrica. 
Questi piani inviluppano un cono quadrico che è il cono 
circoscritto alla quadrica dal punto P. I punti di contatto 
formano una conica che è il contorno apparente della 
quadrica rispetto al punto P. Se il punto P appartiene 

alla quadrica rigata per quel punto passeranno i piani 
tangenti che si appoggiano alle due rette generatrici 
che passano per quel punto. Allora il cono circoscritto 
di spezza in due fasci di piani aventi le due generatrici 
come assi. Per approfondire la questione si rimanda al 
secondo capitolo.

Piani tangenti ad una quadrica rigata per una retta 
data r
Per una retta data r generica nello spazio si possono con-
durre alla super� cie quadrica rigata o due piani tangen-
ti distinti, o uno solo (due coincidenti), o in� ne nessuno.
Data una quadrica rigata si possono condurre per ogni 
retta secante r due piani tangenti, mentre per una retta 
esterna non ne passa alcuno. Allora se r è una retta se-
cante incontra la quadrica in due punti A e B (� g. 30).  
La retta r si appoggia ad entrambe le rette generatri-

29/ Nell’iperboloide ad una falda quattro generatrici di una schiera segano le generatrici dell’altra secondo dei birapporti uguali.
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ci (a e b, a’ e b’) delle due schiere passanti per quei 
due punti. Per la retta r passano i due piani tangenti ab’ 
(il piano �) e a’b (il piano �) . Le rette senza apice e 
con apice appartengo rispettivamente alla prima e alla 
seconda schiera di rette della quadrica. La retta r’ co-
niugata di r rispetto alla quadrica contiene i punti di 
contatto C e D dei due piani tangenti � e �. La retta r’ 
è anch’essa secante la quadrica. Un metodo alternativo 
per determinare la coniugata r’ di una retta data r ri-
spetto alla quadrica è il seguente: si staccano due punti 
S e T a piacere sulla retta r. Si costruiscono i piani po-
lari rispettivi alla quadrica che intersecano la quadrica 

secondo due sezioni coniche � e �: contorni apparenti 
della quadrica dai due punti S e T. Le due coniche � e 
��contorno apparente s’intersecano nei due punti C e 
D che a loro volta individuano la retta r’ intersezione 
dei due piani polari delle coniche sezione. Se la retta r 
è esterna alla quadrica rigata non è possibile costruire 
nessun piano tangente, perché il piano tangente dovreb-
be incontrare le generatrici contenute nel piano stesso. 
Se la retta r è una retta appartenente alla quadrica, ov-
vero una sua generatrice, i piani passanti per la r sono 
tutti tangenti alla quadrica (� g. 31). La retta r’ coniuga-
ta di r è la retta stessa. La retta r diventa l’asse di un fa-

30/ Data una quadrica rigata si possono condurre per ogni retta secante r due piani tangenti, mentre per una retta esterna non ne passa 
alcuno. Ogni retta r determina anche la sua coniugata r’ rispetto alla quadrica.
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scio di piani tangenti alla quadrica, dove per ogni punti 
di contatto di r corrisponde un piano del fascio.
Nel caso in cui la retta r ha con la super� cie un solo 
punto di contatto, per la retta r passerà un solo piano 
tangente e la retta polare r’ sarà  tangente alla quadrica. 
Allora quando una retta r è tangente alla quadrica si può 
costruire per essa un solo piano tangente alla quadrica, 
che è quello individuato dalle due generatrici passanti 
per il punto di contatto.  

L’immagine di una quadrica rigata
Cerchiamo di capire le proprietà dell’immagine di una 
quadrica. Per fare ciò immaginiamo che lo schermo del 
monitor sia il quadro 
 rappresentato in � gura, e sia data 
una quadrica Q e un punto esterno C (� g. 32).  Dal pun-
to C circoscriviamo la quadrica con il cono quadrico 
che la tocca lungo la conica �, il suo contorno apparen-
te, e interseca il quadro secondo la proiezione conica �’. 

La conica �’ che è il contorno apparente della super� cie 
rispetto al punto di vista divide il piano del quadro 
 
in due regioni, delle quali una sola regione contiene i 
punti della quadrica. La conica �’ è detta conica limite 
e si dice che: la proiezione di una quadrica rigata da 
un punto non appartenente ad essa ricopre due volte 
la regione di piano esterna alla conica limite. Infatti 
una retta proiettante incontra la quadrica in due punti 
soltanto che coincidono con un unico punto immagine. 
Le rette generatrici della quadrica risultano essere tutte 
tangenti alla conica del contorno apparente o conica li-
mite. Da questa proprietà delle quadriche rigate Hilbert 
dimostra alcune teoremi sulle con� gurazioni piane della 
geometria proiettiva10.

Il contorno circoscritto alla quadrica da un punto P è il 
suo contorno apparente. Il contorno è sempre una co-
nica. Nel caso di un paraboloide iperbolico la conica è 
sempre una parabola.
Il cono che circoscrive la quadrica da un punto P la tocca 
secondo una conica che è individuata anche dall’inter-
sezione del piano polare di P con la super� cie. Quindi 
se si conosce il piano polare di P è possibile individuare 
esattamente il contorno della quadrica. Esiste una co-
struzione elegante per determinare il piano polare di P. 
Sono dati una quadrica � e un punto P esterna ad essa. 
Stacchiamo una retta r qualsiasi dal punto P che interse-
chi la quadrica in due punti A e B. Costruiamo il punto 
Q quarto armonico di P rispetto alla coppia di punti A e 
B. Ripetiamo la costruzione per altri due punti Q’ e Q’’ 
staccando altre due rette r’ e r’’. I tre punti così trovati 
individuano il piano polare  
 di P rispetto alla quadri-
ca. Sezionando la quadrica con il piano 
 otteniamo la 
conica contorno apparente. E’ possibile anche costruire 
il cono circoscritto alla quadrica che ha come direttrice 
la conica C e come vertice il punto P dato.  

Una quadrica rigata è completamente determinata se sono 
date tre sue generatrici rette appartenenti ad un sistema 
di rette. L’altra schiera è automaticamente determinata. 

31/ Se la retta r è una retta appartenente alla quadrica, ovvero una 
sua generatrice, i piani passanti per la r sono tutti tangenti alla 
quadrica. La retta r diventa l’asse di un fascio di piani tangenti alla 
quadrica, dove per ogni punti di contatto di r corrisponde un piano 
del fascio.
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La super� cie sarà un iperboloide ad una falda o un 
paraboloide iperbolico a seconda che le tre rette siano o 
non siano parallele a un determinato piano direttore. 
Per cui conviene veri� care, per prima cosa, se le tre rette 
date appartengano o meno allo stesso piano direttore. 
Per fare ciò basta traslare due delle tre generatrici su 
un punto della prima e veri� care se il piano formato 
dall’intersezione della prima con la seconda generatrice 
contenga anche la terza retta. 
In caso affermativo vorrà dire che le tre rette apparteranno 
alla medesima giacitura del piano direttore, quindi 
la super� cie sarà un paraboloide iperbolico. In caso 
contrario, vale a dire se la terza retta sarà incidente in 
un punto il piano formato dalle prime due generatrici, la 
super� cie sarà un iperboloide rigato.

Iperboloide ad una falda
L’iperboloide iperbolico o iperboloide ad una falda è 
una super� cie quadrica rigata che è individuata da tre 
rette sghembe. La super� cie è costituita da un doppio 
sistema di rette (o schiere di rette) e possiede tre assi 
triortogonali principali x, y, z ed un centro O. Le rette 
di una schiera sono tutte sghembe fra loro e tutte inci-
denti le rette dell’altra schiera. La super� cie rispetto ai 
tre piani principali, individuati dalle tre coppie rispet-
tive dei tre assi, ha proprietà di simmetria ortogonale. 
Ho studiato un metodo speci� co per disegnare esatta-
mente la super� cie dell’iperboloide rigato individuato 
da tre rette sghembe col metodo della rappresentazione 
matematica. Per lo studio di questo metodo si riman-
da al capitolo della Geometria Proiettiva, in particolare 
al paragrafo Laboratorio sperimentale della geometria 
descrittiva. Adesso studiamo alcune proprietà di questa 

32/ La conica �’ è detta conica limite e si dice che: la proiezione di una quadrica rigata da un punto non appartenente ad essa ricopre due 
volte la regione di piano esterna alla conica limite. La conica  limite divide il piano in due regioni.
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33/ I simmetrici successivi di un punto qualsiasi dello spazio in rapporto ad un triangolo percorso due volte costituisce una forma chiusa e 
determinata, in cui i raggi di simmetria sono le generatrici di un unico iperboloide rigato ad una falda.
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super� cie. Per individuare il centro O della super� cie 
adoperiamo la costruzione del parallelepipedo di Ha-
chette. Costruiamo il parallelepipedo individuato dalle 
tre generatrici date. Basta costruire i piani che a due a 
due individuano le tre rette. Intersecando i sei piani, a 
coppie paralleli fra loro, s’individuano gli spigoli del 
parallelepipedo unico individuato dalle tre rette r, s, t. Il 
centro della quadrica O è l’intersezione di due diagonali 
qualsiasi del parallelepipedo stesso. Ora esaminiamo le 
proprietà di questa � gura. Nominiamo S, T, R i punti 
mediani degli spigoli r, s, t del parallelepipedo (� g. 33). 
Se costruiamo la retta che si appoggia alle tre rette date 
passante per il punto S, punto medio dello spigolo del 
parallelepipedo individuato dalle tre rette date, questa 
tocca le due rette T ed R nei punti 1 e 2. Il punto S di-
vide il segmento 12 esattamente nella sua metà. Adesso 
disegniamo lo spigolo 23 in modo che il punto 2 sia 
simmetrico di 3 rispetto al punto R, punto medio dello 
spigolo del parallelepipedo. Poi disegniamo lo spigolo 
34 che passa per il punto T e si appoggia alle tre rette 
date iniziali. Il punto 3 è simmetrico del punto 4 rispetto 
al punto medio T. Dal punto 4 stacchiamo un segmento 
� no al punto 5, simmetrico del punto 4 rispetto al punto 
medio S. Dal punto 5 stacchiamo un’altra retta � no al 
punto 6, in modo che il punto 5 sia simmetrico del 6 
rispetto al punto medio R. In� ne chiudiamo l’esagono 
unendo il punto 6 con il punto 1. Il punto 6 sarà simme-
trico di 1 rispetto al punto medio T. In de� nitiva:
I simmetrici successivi di un punto qualsiasi dello spa-
zio in rapporto ad un triangolo percorso due volte co-
stituisce una forma chiusa e determinata, in cui i raggi 
di simmetria sono le generatrici di un solo iperboloide 
rigato ad una falda.11 
Se si ripete la costruzione prendendo come tre spigoli 
r’, t’, s’ di riferimento iniziale quelli opposti ai tre ini-
ziali s, t, r, si ottiene un altro esagono di rette apparte-
nenti alla stessa super� cie quadrica. Sovrapponendo i 
due modelli si ottiene la rete minima dell’iperboloide 
rigato costituita da dodici generatrici rette che determi-
nano sei a sei due esagoni chiusi e che sono paralleli 

due a due, ciascuno in un poligono differente. Si ottiene, 
in altre parole, un poliedro concavo a facce triangolari 
con basi esagonali, che sono uguali fra loro. L’esagono 
centrale formato dai due triangoli S, T, R ed S’, T’, R’ 
è af� ne e omotetico agli altri due di base. Il centro O 
della super� cie è il centro dell’esagono centrale. I sei 
punti dell’esagono centrale appartengono ad un ellisse 
diametrale, cioè ad una sezione che passa per il centro 
dell’iperboloide. 
Osservando la forma appena descritta si può stabilire un 
ulteriore teorema:
I simmetrici successivi d’un punto dello spazio in rap-
porto ai vertici alternati d’un pentagono regolare af� ne 
percorso due volte costituiscono una forma chiusa e de-
terminata, dove i raggi di simmetria sono le generatrici 
di un solo iperboloide iperbolico.
Come per il cono retto le sezioni piane di un iperboloi-
de ad una falda sono delle ellissi, delle parabole e delle 
iperboli (� g. 34).  Se prendiamo su un iperboloide cinque 
rette d’uno stesso sistema e per il centro di questa super-
� cie facciamo passare cinque parallele a queste rette, il 
cono ellittico che passerà per queste parallele gode della 
proprietà che non esiste alcuna retta sull’iperboloide ap-
partenente all’uno o all’altro sistema di generazione che 
non abbia la sua parallela su questo cono, che nominiamo 
cono asintotico12. Gli assi principali del cono asintotico 
coincidono con quelli della super� cie quadrica di riferi-
mento. Ammettendo questa proposizione come dimostra-
ta, e avendo costruito il cono asintotico di cui conosciamo 
il vertice, e cinque rette date, potremo riconoscere il tipo 
di curva che risulta dall’intersezione dell’iperboloide con 
un piano dato. Avendo costruito un piano per il vertice 
del cono parallelo al piano dato, o il  piano avrà in comu-
ne con il cono solo il vertice, o sarà tangente, o in� ne sarà 
secante e conterrà due generatrici del cono. Le sezioni 
corrispondenti a questi tre casi saranno o delle ellissi, o 
delle parabole o delle iperboli. 
Tra le in� nite sezioni dell’iperboloide rigato esiste un 
doppio sistema di sezioni circolari (� g. 35). Due sistemi 
di piani paralleli tagliano la super� cie secondo dei cerchi. 
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34/ Come per il cono retto le sezioni piane di un iperboloide ad una falda sono delle ellissi, delle parabole e delle iperboli. Avendo costruito 
un piano parallelo al piano dato per il vertice del cono asintotico , o il  piano avrà in comune con il cono solo il vertice, o sarà tangente, o 
in� ne sarà secante e conterrà due generatrici del cono. Le sezioni corrispondenti a questi tre casi saranno o delle ellissi, o delle parabole o 
delle iperboli.
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Tutti i cerchi d’uno stesso sistema hanno i loro centri su 
una retta che passa per il centro della super� cie e che è 
inclinata rispetto ai piani principali. Due piani paralleli 
all’ellisse di gola tagliano la super� cie secondo dell’el-
lisse simili all’ellisse di gola e che sono uguali. Due altri 
piani passanti per gli assi maggiori di queste ellissi in-
clinati diversamente, tagliano la super� cie secondo due 
cerchi uguali e paralleli d’un diametro uguale all’asse 
maggiore delle ellissi. Per costruire le sezioni circolari 
di un iperboloide a una falda conviene partire dall’el-
lisse � di gola13. Si costruisce un cerchio C, con centro 
O della super� cie, su un piano di simmetria ortogonale 
xy, di diametro pari all’asse maggiore AB dell’ellisse di 
gola sull’asse x della super� cie. L’intersezione di questo 
cerchio C con la super� cie dell’iperboloide darà quattro 
punti P, Q, R, S. Unendo i punti a due a due (che sono 
situati simmetricamente rispetto al centro) otterremo due 
rette r e t passanti per il centro O della super� cie. Il piano 

passante per queste rette e per l’asse maggiore x dell’el-
lisse darà le due giaciture dei piani secanti l’iperboloide 
secondo dei cerchi. Tagliano la super� cie con dei piani 
paralleli a quelli si trovano tutte sezioni circolari. Quan-
to detto ci suggerisce che per costruire l’iperboloide a 
una falda è possibile prendere come direttrici due ellissi 
uguali e parallele oppure due cerchi uguali e paralleli e 
supporre che la generatrice si appoggi costantemente a 
queste due curve14.
Se sono dati l’ellisse di gola e una sola retta r genera-
trice della super� cie questa super� cie è determinata15. 
In effetti consideriamo l’ellisse di gola come la base di 
un cilindro retto (� g.36). Un piano qualsiasi tangente 
�  a questo cilindro taglia la retta data r in un punto T. 
Lo spigolo di contatto del cilindro e del piano incontra 
l’ellisse di gola in un altro punto C: la retta t che uni-
sce questi due punti appartiene alla super� cie. In questo 
modo è possibile costruire quante generatrici si vuole.

35/ Tra le in� nite sezioni dell’iperboloide rigato esiste un doppio sistema di sezioni circolari.
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Proiezione stereogra� ca di un iperboloide ad una 
falda
Consideriamo un punto O’ sulla super� cie dell’iper-
boloide e proiettiamo la stessa su un piano 
’ distinto 
da O’. Ogni retta proiettante, che non sia contenuta nel 
piano � tangente alla quadrica nel punto O’, incontra la 
super� cie in un punto P e il piano 
’ in un altro punto 
P’, proiezione di P. Viceversa ogni punto Q’ del piano 

’, che non appartenga alla retta �
’, ha il suo corri-
spondente Q sulla super� cie. Sussiste dunque una re-
lazione biunivoca fra i punti del piano 
' e la quadrica. 
La proiezione dell’iperboloide, così costruita, si dice 
rappresentazione stereogra� ca (� g.37).  
In questa rappresentazione esistono alcuni elementi 
eccezionali. 
Consideriamo un punto R’ del piano 
’ che appartiene 
alla retta �
’, esso non ha altri punti comuni colla qua-
drica all’infuori del punto O’. Ciò signi� ca che agli 

in� niti punti della retta �
’ corrisponde il solo punto 
O’ della quadrica. Inoltre, per il punto O’ passano due 
generatrici a e b della quadrica, e sono quelle che indi-
viduano il piano �. Queste due generatrici intersecano 
il piano 
’ in due punti A’ e B’ che sono immagini 
degli in� niti punti delle generatrici a e b. 
E’ evidente che il punto O’ della quadrica e i punti A’ 
e B’ del piano 
’ hanno in� niti omologhi corrispon-
denti. Riassumendo: i punti A’ e B’ sono detti punti 
fondamentali e sono le tracce sul piano 
’ delle due 
generatrici proiettanti a e b (� g.38).   
Le generatrici della schiera a sono proiettate sul piano 

’ come rette del fascio di centro B’ e le generatrici 
della schiera b sono proiettate come rette del fascio 
A’. Infatti, tutte le generatrici della schiera a si appog-
giano alla generatrice b e dunque le loro proiezioni 
appartengono tutte a B’, e viceversa.
Nella proiezione stereogra� ca, dunque, le due schiere 

36/ Se sono dati l’ellisse di gola e una sola retta r generatrice dell’iperboloide ad una falda questa super� cie è determinata.
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di generatrici della quadrica si proiettano sul piano 
’ 
secondo due fasci di rette hanno centro nei due punti 
fondamentali A’ e B’. 
Qualsiasi sezione piana della super� cie, distinta da O’, 
si proietta, perciò, in una conica che passa per i due 
punti fondamentali A’ e B’. 
Viceversa, qualsiasi conica del piano 
’ che passi per 
i due punti A’ e B’ è l’immagine di una sezione piana 
della quadrica. 
Le coniche sezione che passano per il punto O’ 
sono contenute nel piano proiettante e hanno come 
immagine sul piano 
’ la propria traccia. Siccome 
il punto O’ ha come immagine nel piano 
’ i punti 
della retta A’B’, si può dire che le coniche passanti 
per O’ sono proiettate in due rette spezzate, l’una è la 
traccia del piano proiettante e l’altra è la retta A’B’. 
Questa costruzione rende bene ragione della relazione 

proiettiva che intercede tra le due schiere di generatrici 
di una super� cie rigata quadrica.

L’iperboloide di rivoluzione
Una retta che ruota attorno ad un’altra retta � ssa genera 
una super� cie di rivoluzione in cui le sezioni meridiane 
sono delle iperboli che hanno per semi asse principale 
la minima distanza delle due rette date. La retta gene-
ratrice è in tutte le sue posizioni parallela a un piano 
meridiano e la sua distanza da questo piano è uguale 
alla minima distanze delle due rette date. Un piano qual-
siasi perpendicolare all’asse di rivoluzione taglia la su-
per� cie secondo un cerchio. Il cerchio di gola divide la 
super� cie in due parti uguali e simmetriche. Il cerchio 
di gola è anche linea di stringimento della super� cie, 
cioè è costituita da tutti i punti centrali delle in� nite 
generatrici. 

37/ Consideriamo un punto O’ sulla super� cie dell’iperboloide e proiettiamo la stessa su un piano 
’ distinto da O’. La proiezione dell’iper-
boloide, così costruita, si dice rappresentazione stereogra� ca.
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38/ Rappresentazione stereogra� ca di un iperboloide ad una falda.
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39/ Costruzione del paraboloide iperbolico e dei due piani direttori dato un quadrilatero sghembo.

40/ Costruzione del vertice V e dell’asse x del paraboloide iperbolico.
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Il paraboloide iperbolico
La quadrica potrà essere toccata all’in� nito in una co-
nica, oppure nel sistema di due rette, cioè toccata dal 
piano all’in� nito. Nel primo caso la quadrica è un iper-
boloide ad una falda nel secondo caso è un paraboloide 
iperbolico16.
Partendo dalla de� nizione del paraboloide iperbolico, 
ovvero che questa super� cie ha per generatrice una retta 
mobile che si appoggia su tre rette � sse parallele a un 
medesimo piano, si dimostra sinteticamente, come per 
l’iperboloide rigato, che essa gode della proprietà della 
doppia generazione di una linea retta17. Un paraboloi-
de iperbolico è determinato da un qualsiasi quadrilatero 
sghembo e ha due piani direttori. Per questa particolare 
proprietà la super� cie, come vedremo, può essere con-
siderata anche come super� cie di traslazione. Possiamo 
anche de� nire il paraboloide iperbolico una super� cie 
generata da una retta mobile che s’appoggia su due rette 
� sse e che è costantemente parallela a un medesimo piano. 

La sezione principale di un paraboloide iperbolico è una 
parabola a differenza dell’iperboloide generico rigato 
che è un’ellisse18. Il centro del paraboloide iperbolico è 
una direzione, in particolare è la direzione dell’asse prin-
cipale x. La super� cie, come l’iperboloide a una falda, 
ha tre assi triortogonali (x, y, z), di cui due all’in� nito 
(y, z), e tre piani di simmetria ortogonali. Nel paraboloi-
de iperbolico le generatrici appartenenti ad una schiera 
determinano sull’altra schiera dei rapporti uguali. 
Studiamo le proprietà di questa super� cie quadrica par-
tendo da un qualsiasi quadrilatero sghembo aa’bb’. Il 
piano individuato dalle due rette aa’ della medesima 
schiera individua un piano direttore � (� g. 39). Men-
tre il piano individuato dalle due rette bb’ individua 
il secondo piano direttore �. Due rette sghembe nello 
spazio individuano un piano o meglio una giacitura, 
che rappresenta la direzione di tutti i piani paralleli 
al piano individuato. Per costruirlo basta traslare una 
delle due rette, la retta a, sopra l’altra, la retta a’, � no 
a farle diventare due rette incidenti in un punto A. Il 
piano individuato dalle due rette è il piano direttore � 
della schiera di rette a. Si ripete l’operazione per tro-
vare il secondo piano direttore � della seconda schie-
ra di rette b. La direzione d dell’asse del paraboloide 

è dato dall’intersezione dei due piani direttore � e �.
Esiste una particolare immagine del paraboloide iperbo-
lico che mette subito in evidenza le proprietà di questa 
super� cie. La proiezione d’un quadrilatero sghembo 
in direzione dell’asse del paraboloide iperbolico è , su 
un qualsiasi piano tangente al paraboloide, un paral-
lelogrammo. Le generatrici del paraboloide iperbolico 
vengono proiettate come rette parallele ai lati del pa-
rallelogrammo. 
Questo tipo di proiezione ortogonale del paraboloide 
iperbolico può essere considerata una proiezione stere-
ogra� ca, supponendo uno dei piani di proiezione per-
pendicolare ai diametri19. Infatti il centro di proiezione 
è un punto all’in� nito che coincide con la direzione del 
centro del paraboloide stesso ed appartiene ai diametri 
della super� cie. Allora il centro di proiezione è un pun-
to che appartiene alla super� cie e le caratteristiche della 
proiezione stereogra� ca sono conservate. 
Consideriamo la direzione dell’asse del paraboloide 
come la direzione verticale. Le sezioni piane d’un pa-
raboloide iperbolico non possono essere delle curve 
chiuse, sono delle parabole o delle iperboli. Perché 
quale che sia il piano secante, due rette della super� cie 
saranno parallele a questo piano e i punti della curva 
intersezione situati su queste rette saranno all’in� nito20. 
I piani non verticali che tagliano il paraboloide hanno 
come proiezione delle coniche che sappiamo devono 
passare per i due punti fondamentali A e B. Notiamo, 
però, che i due punti sono due direzioni A� e B�, dun-
que le coniche sono delle iperboli cogli asintoti paralleli 
alle rette a e b. I piani orizzontali allora avranno come 
asintoti anch’essi due rette proiezioni di due generatri-
ci a e b e saranno esattamente quelle che individuano 
il piano tangente orizzontale nel punto V vertice della 
super� cie. Allora per individuare la posizione dell’asse 
x e del vertice V della super� cie possiamo seguire il 
ragionamento appena enunciato. Tagliamo con un pia-
no qualsiasi � orizzontale la quadrica (� g. 40). Questo 
taglia la quadrica secondo una iperbole. Troviamo il 
centro C dell’iperbole sezione. Per fare ciò è suf� ciente 
tagliare il primo ramo della curva con due corde paral-
lele e tracciare la rette che unisce i punti medi delle due 
corde. Si ripete la costruzione per il secondo ramo tro-
vando un’altra retta. L’intersezione delle due rette dà il 
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41/ Assonometria ortogonale del paraboloide iperbolico con il piano di proiezione ortogonale all’asse del paraboloide. La proiezione del 
quadrilatero sghembo è un parallelogrammo con le generatrici rette tutte parallele ai lati del parallelogrammo.

42/ Costruzione della coppia di parabole coniugate perpendicolari dette anche parabole principali.
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centro C dell’iperbole sezione orizzontale. L’asse x è la 
retta parallela alla direzione d� passante per il punto C. 
L’asse x interseca la quadrica nel vertice V.
Osserviamo ancora che a seconda che il piano sezione 
orizzontale stia sopra o sotto il vertice V l’iperbole se-
zione avrà sempre come asintoti le rette generatrici a e b 
nella proiezione ortogonale all’asse x  ma la curva sarà 
compresa tutta o nell’angolo � o nell’angolo � (� g. 41). 
Per trovare le due parabole principali si possono seguire 
due strade. La prima consiste nel trovare la coppia di 
diametri coniugati ad angolo retto di una qualunque 
sezione iperbolica fatta con un piano ortogonale all’asse 
x (� g. 42). Per fare ciò si taglia l’iperbole sezione con 
un cerchio con centro C nel centro stesso dell’iperbole 
e raggio qualsiasi. La coppia di diametri coniugati 
ortogonali passa per il centro ed ha i lati paralleli al 
rettangolo individuato dai quattro punti intersezione 
del cerchio con la curva sezione. La coppia di diametri 
coniugati ortogonali sono detti anche diametri principali 

43/ Costruzione del paraboloide iperbolico equilatero date due direttrici rette sghembe a ed a’.

44/ Il luogo geometrico delle rette che s’appoggiano su due rette 
sghembe e formano con esse degli angoli uguali e dallo stesso lato 
di questi è un paraboloide iperbolico equilatero
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e sono l’asse trasverso, o focale, e il suo coniugato. Le 
parabole principali si trovano sezionando la super� cie 
del paraboloide con due piani passanti per l’asse e 
per i due diametri principali dell’iperbole sezione. La 
seconda strada consiste nel trovare le bisettrici delle due 
generatrici che passano per il vertice V del paraboloide. 
Le parabole principali sono date dall’intersezione dei 
due piani passanti per l’asse e per le due bisettrici 
trovate. Facendo scorrere le due parabole principali 
l’una sull’altre si genera il paraboloide per traslazione. 

Il paraboloide iperbolico equilatero
Se sono date due rette sghembe come direttrici possiamo 
determinare due paraboloidi iperbolici dove le generatrici 
tagliano le direttrici secondo degli angoli uguali. 
Questi paraboloidi iperbolici sono detti paraboloidi 
iperbolici retti o equilateri, i loro piani direttori 
sono ortogonali.  In altre parole il luogo geometrico 
delle rette che s’appoggiano su due rette sghembe e 
formano con esse degli angoli uguali e dallo stesso 
lato di questi è un paraboloide iperbolico equilatero.
Allora esistono per ciascuna coppia di rette sghembe 
d’una schiera di rette due generatrici dell’altra schiera 
che le intersecano sotto lo stesso angolo. Sono date due 
rette sghembe a e a’ che formano un piano direttore � 
(� g. 43). Sappiamo che il piano direttore dell’altra schie-
ra è ortogonale al piano �, ma esistono in� nti piani orto-
gonali ad un piano dato. Bisogna determinare le due bi-
settrici b e b’ della coppia di rette a e a’ che determina il 
primo piano direttore �. Il primo paraboloide iperbolico 
equilatero avrà come secondo piano direttore � il piano 
ortogonale al piano � e passante per la prima bisettrice 
g. Il secondo iperboloide equilatero avrà come secon-
do piano direttore �’ il piano ortogonale sempre ad � e 
passante per la seconda bisettrice b’. Se la costruzione è 
corretta i due angoli misurati fra le diverse generatrici e 
le due direttrici date devono risultare uguali fra loro (� g. 
44). I piani direttori sono ortogonali per costruzione.
E’ possibile seguire un metodo alternativo per costruire 
un paraboloide equilatero. Consideriamo un qualsia-
si rettangolo ABCD. Su due vertici opposti di questo 
rettangolo, ad esempio A e C innalziamo due segmen-
ti AE, CF perpendicolari al piano del rettangolo e di 
eguale altezza. Costruiamo ora i segmenti BE e DF. 

Questi due segmenti sono evidentemente eguali e indi-
viduano due quadrilateri sghembi equilateri: EBFDE e 
EFDBE. Ciascuno di questi due quadrilateri genera una 
rigata quadrica che chiameremo paraboloide iperbolico 
equilatero o anche paraboloide iperbolico retto.

Il paraboloide iperbolico come super� cie di 
traslazione
Il paraboloide iperbolico come super� cie di traslazione 
è generato facendo scorrere una parabola parallelamen-
te a se stessa e appoggiandosi in un proprio punto su 
un’altra parabola; le due parabole, l’una direttrice e l’al-
tra generatrice o viceversa, hanno i loro assi paralleli e 
diretti in senso contrario e sono due parabole coniugate. 
La direzione degli assi delle parabole coniugate è quella 
dell’asse principale che taglia la super� cie nel suo verti-
ce V. Esistono in� nite coppie di parabole coniugate che 
possono essere prese come generatrice e direttrice (e 
viceversa), fra queste ve ne è una sola di coppia che ha 
le parabole perpendicolari fra loro, queste sono dette 
parabole principali. Per capire questo teorema è suf-
� ciente ricordare la de� nizione di diametri coniugati. 
Un piano diametrale è un qualsiasi piano passante per 
il centro della super� cie. E’ evidente che questi piani 
tagliano una quadrica sempre secondo delle coniche, 
dette appunto sezioni diametrali. Le sezioni parallele ad 
un piano diametrale in un paraboloide iperbolico pro-
ducono sempre curve parabole congruenti. Ogni piano 
diametrale determina anche il suo diametro coniugato. 
Per qualsiasi conica e super� cie quadrica esistono in� -
nite coppie di diametri (e piani diametrali) coniugati fra 
loro. Fra queste in� nite coppie c’è ne una soltanto con i 
piani ortogonali fra loro ed è quella dei piani diametrali 
principali o piani di simmetria ortogonale.
Consideriamo due parabole 	 e 	’ su due piani verticali 
(� g. 45). L’intersezione dei due piani su cui giacciono le 
parabole ci dà la direzione x� dell’asse del paraboloide e 
dei diametri. Sia O il loro punto d’incontro. E’ possibile 
individuare un parallelogrammo OMNP che può essere 
rettangolo oppure obliquo come in � gura. Le rette OM 
e NP sono due diametri coniugati delle parabole sezioni. 
Facendo passare una retta parallela alla direzione 
dell’asse x per i punti medi delle corde coniugate OM 
e OP delle parabole è possibile individuare i vertici R e 
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S delle due parabole coniugate. Facendo traslare l’una 
parabola sull’altra e viceversa si genera il medesimo 
paraboloide iperbolico. Se le due rette OM e OP sono 
due diametri delle parabole come in � gura, il punto V 
è il vertice della super� cie: si costruiscono le due rette 
che uniscono i punti medi dei lati del parallelogrammo 
OMNP che individuano il centro V’; si fa passare una 
retta parallela alla direzione dell’asse x� per il punto 
V’; questa retta è l’asse principale della super� cie e la 
taglia nel suo vertice V. 
Se tagliamo la super� cie con un piano parallelo al paral-
lelogrammo di base OMNP passante per V otteniamo 

una sezione iperbolica degenere in due generatrici rette 
della super� cie. Se OMNP è un quadrato il paraboloide 
iperbolico è anche equilatero. 
E’ importante notare che le due parabole 	 e 	’ general-
mente non sono due parabole principali ma sono solo 
due parabole coniugate. Nel caso in cui siano perpendi-
colari fra loro allora sarebbero due parabole principali, 
perché tra le in� nite coppie di parabole coniugate che 
individuano un paraboloide ve ne è una sola che ha le 
curve ortogonali fra loro ed è quella composta da para-
bole principali. Un modo semplice per individuare le 
parabole principali dato un paraboloide iperbolico, sia 

45/ Il paraboloide iperbolico come super� cie di traslazione è generato facendo scorrere una parabola parallelamente a se stessa e appog-
giandosi in un proprio punto su un’altra parabola; le due parabole, l’una direttrice e l’altra generatrice o viceversa, sono due parabole 
coniugate.
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46/ Esistono in� nite coppie di parabole coniugate che possono essere prese come generatrice e direttrice (e viceversa), fra queste ve ne è una 
sola di coppia che ha le parabole perpendicolari fra loro, queste sono dette parabole principali.
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come super� cie di traslazione e sia come super� cie riga-
ta, è quella di individuare l’asse x e il vertice V del para-
boloide. Poi è suf� ciente costruire il piano tangente nel 
vertice V alla super� cie. Questo taglierà la super� cie in 
due rette generatrici incidenti nel punto di contatto V. Si 
disegnano le bisettrici delle tangenti principali alle linee 
asintotiche nel punto V. Ricordo che le linee asintotiche 
per un paraboloide coincidono con le rette generatrici, 
per cui dobbiamo semplicemente costruire le bisettrici 
delle due rette generatrici passanti per il vertice V. Le 
bisettrici per costruzioni sono due rette perpendicoli fra 
loro. Adesso basta tagliare il paraboloide iperbolico con 
due piani passanti per le due bisettrici e la normale alla 
super� cie nel punto V che è l’asse x. Le sezioni trovate 
sono le due parabole principali della super� cie.
Abbiamo detto che le coppie di parabole coniugate che 
possono essere assunte come generatrice e direttrice sono 
in� nite. Avere una veri� ca sperimentale di tale proprietà 
è semplice perché per individuare una qualsiasi coppia di 
parabole coniugate è suf� ciente disegnare le diagonali di 
uno degli in� niti quadrilateri sghembi che identi� cano un 
paraboloide iperbolico e tagliare il paraboloide con i due 
piani diametrali passanti per queste diagonali (� g. 46).  

Consideriamo adesso nuovamente una sezione piana 
ortogonale all’asse del paraboloide. Questa è un iper-
bole che ha il proprio centro su un punto dell’asse e ha 
come asintoti le direzioni dei due piani direttori. Possia-
mo disegnare un’in� nità di coppie di diametri coniugati 
dell’iperbole. Per fare ciò basta disegnare un diametro. 
Poi si determina la tangente all’iperbole nei punti estre-
mi del diametro. La retta parallela alla tangente passan-
te per il centro ci dà il diametro coniugato. La coppia di 
diametri coniugati individua anche due piani diametrali 
coniugati della super� cie. Tagliando il paraboloide con 
la coppia di piani diametrali si ottengono due parabole 
coniugate (� g. 47).  
L’identità tra le due de� nizione del paraboloide iperbolico 
come super� cie rigata e super� cie di traslazione permette 
di costruire una rete quasi regolare di parabole e rette del-
la super� cie. Inoltre permette di delimitare la super� cie 
secondo diversi tipi di con� ni d’una porzione di super� -
cie. Possiamo ottenere, allora, al di là di un quadrilatero 
sghembo, diversi tipi di poligoni curvilinei sghembi:

dei triangoli formati da due generatrici e una - 
parabola o due parabole e una generatrici;
dei quadrilateri formati da tre generatrici e una - 

47/ La coppia di diametri coniugati dell’iperbole sezione individua anche due piani diametrali coniugati della super� cie. Tagliando il para-
boloide con la coppia di piani diametrali si ottengono due parabole coniugate.
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parabola, due generatrici e due parabole in due 
modalità differenti: sia una generatrice e tre 
parabole e sia quattro parabole;
degli esagoni formati da quattro generatrici e due - 
parabole, quattro parabole e due generatrici, ecc;

Se consideriamo anche le sezione delle iperboli le pos-
sibilità aumentano.

Riduzione in facce piane della super� cie quadrica 
rigata
Una super� cie quadrica rigata può essere tassellata 
facilmente, secondo dei triangoli rigidi, seguendo le 
generatrici rette e le sezioni coniche parallele ai piani 
principali. E’ possibile seguire anche sezioni coniugate 
ma è preferibile seguire le parabole principali per sfrut-
tare la simmetria ortogonale di queste sezioni rispetto 
alla super� cie. Consideriamo un paraboloide iperbolico 
(� g. 48). Tagliamo la super� cie con dei piani paralleli 
ai due piani direttori in modo da ottenere le due schiere 
di rette. Nell’esempio illustrato ho deciso di tagliare la 

super� cie usando lo stesso passo, cioè la stessa distanza 
fra un piano di taglio e il suo successivo. Queste se-
zioni viste dall’alto (se consideriamo l’asse principale 
della parabola in posizione verticale) avranno la stessa 
distanza. Un’altra accortezza è quella di sezionare la su-
per� cie partendo dal vertice V. 
Adesso è suf� ciente sezionare la super� cie secondo i 
due piani principali diametrali (perpendicolari fra loro) 
delle parabole principali. Anche qui è importante sezio-
nare partendo dal vertice e considerando i successivi 
punti intersezioni delle sue schiere di generatrici rette. 
E’ comodo sezionare la super� cie prendendo come ri-
ferimenti lungo la parabola principale coniugata i punti 
intersezioni delle due schiere di rette. Una volta ottenu-
to la rete di parabole e di rette bisogna disegnare i poli-
goni che descrivono le parabole. Per fare ciò si disegna 
un poligono inscritto nella parabola principale appog-
giandosi ai punti intersezioni con le rette generatrici. Le 
parabole sono congruenti quindi non è necessario ripe-
tere l’operazione per ogni curva ma basta farlo per una 

48/ Una super� cie quadrica rigata può essere tassellata facilmente, secondo dei triangoli rigidi, seguendo le generatrici rette e le sezioni 
coniche parallele ai piani diametrali coniugati.
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soltanto e poi copiare la stessa. In questo modo abbiamo 
ottenuto una rete poligonale di rette e punti che descri-
vono il paraboloide. Inoltre la rette è formata sempre 
da triangoli. Ora si costruiscono i piani  individuati dai 
triangoli per ottenere la tassellazione ideata del parabo-
loide iperbolico (� g. 49).
Per l’iperboloide ad una falda il discorso è esattamente 
lo stesso. Tracciamo una serie di generatrici di ambe-
due le schiere tenendo presente un qualsiasi piano di 
simmetria ortogonale della super� cie. Tracciamo poi le 
sezioni ellittiche parallele al piano principale dell’ellis-
se di gola. In questo modo abbiamo tracciato una rete di 
curve e rette quasi regolari che s’intersecano a vicenda 
nei diversi punti. Ora sostituiamo alle ellissi af� ni dei 
poligoni inscritti che abbiano come vertici i diversi pun-
ti d’intersezione. In questo modo abbiamo ottenuto una 

rette di triangoli rigidi che costituiscono una super� cie 
poligonale di facce piane triangolari. 

L’intersezione di due paraboloidi iperbolici
La curva intersezione di due paraboloidi iperbolici è in 
generale una curva di quarto ordine sghemba. Esisto-
no, però, dei casi particolari in cui la curva di quarto 
ordine degenera in coniche. Per studiare i vari casi con-
viene considerare il paraboloide come super� cie rigata 
o come super� cie di traslazione. Esaminiamo prima il 
caso dei paraboloidi come super� ci di traslazione.

1.Consideriamo il caso dell’intersezione di due para-
boloidi iperbolici uguali, l’uno dei due ottenuto facendo 
ruotare l’altro attorno ad un asse a situato nel piano di 
una delle due parabole principali o coniugate. In questo 
caso la curva intersezione si decompone in due coniche 

49/ Tassellazione semiregolare di un paraboloide iperbolico.
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50/51 L’intersezione di due paraboloidi iperbolici uguali, l’uno dei due ottenuto facendo ruotare l’altro attorno ad un asse a situato nel piano 
di una delle due parabole principali o coniugate. In questo caso la curva intersezione si decompone in due coniche (curve rosse). Possiamo 
intersecare due paraboloidi ad assi concorrenti e ottenere in generale delle intersezioni comparabili a quelle delle lunette cilindriche.
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(curve rosse). Infatti i due paraboloidi sono simmetrici 
rispetto al piano bi settore dell’angolo diedro di rivo-
luzione, e hanno quindi una curva in comune in questo 
piano che non può che essere un’iperbole. Anche l’altro 
ramo della curva intersezione è un’iperbole e i due pa-
raboloidi si dicono bitangenti (� g. 50). 

2.Possiamo intersecare due paraboloidi ad assi con-
correnti e ottenere in generale delle intersezioni com-
parabili a quelle delle lunette cilindriche (� g. 51). Nel 
caso illustrato ho costruito due paraboloide iperbolici 
partendo da una coppia di parabole principali. I due pa-
raboloidi hanno lo stesso asse x e l’uno è ruotato di 90° 
gradi rispetto all’altro. Si crea una caratteristica volta 
lunetta formata da porzioni di paraboloide iperbolico. 

 
3.Possiamo considerare due paraboloidi aventi sia lo 

stesso asse e sia lo stesso vertice in un punto. Questo 
caso è comunemente usato nelle tecniche costruttive. I 
due paraboloidi sono bitangenti e hanno lo stesso pia-
no tangente al vertice (� g. 52). La curva d’intersezio-

52/ Due paraboloidi aventi sia lo stesso asse e sia lo stesso vertice in 
un punto. I due paraboloidi sono bitangenti e hanno lo stesso piano 
tangente al vertice. La curva d’intersezione si decompone in due pa-
rabole con lo stesso vertice e lo stesso asse ma in piani differenti.

53/ Come nelle volte a crociera cilindriche anche per i paraboloidi è possibile ottenere due diverse coperture tagliando o tenendo determinate 
porzioni di super� cie
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ne si decompone in due parabole con lo stesso vertice 
e lo stesso asse ma in piani differenti. La penetrazione 
diventa bitangenziale ed è comparabile a quella di due 
cilindri quadrici bitangenti a due piani paralleli e che 
formano una volta a crociera. Come nelle volte a cro-
ciera cilindriche anche per i paraboloidi è possibile ot-
tenere due diverse coperture tagliando o tenendo deter-
minate porzioni di super� cie. Limitando le porzioni dei 
due paraboloidi comprese fra le due parabole diagonali 
e le tracce d’iperboli sul piano d’imposta otteniamo una 
volta a crociera formata da due paraboloidi su un piano 
d’imposta rettangolare (� g. 53).  In questo caso la vol-
ta presenta quattro timpani piani verticali che possono 
restare aperti o no e poggiano su quattro punti. Se, vi-
ceversa, tagliamo le porzioni dei due paraboloidi situa-
te sopra alle parabole diagonali, tagliamo ugualmente i 
timpani, e otteniamo una volta a padiglione. La volta ha 
come imposta le due iperboli sezioni orizzontali. 
L’intersezione di due paraboloidi  de� niti come super-

� ci rigate è utile quando i due paraboloidi hanno una o 
due generatrici in comune.

1. Se i due paraboloidi hanno una generatrice g in comune 
la curva intersezione si decompone in una curva sghemba 
del terzo ordine che si appoggia su due punti A e B del-
la generatrice in comune  e nei quali i paraboloidi sono 
tangenti (� g. 54). In altre parole se due paraboloidi rigati 
sono bitangenti in due punti A e B distinti d’una stessa 
generatrice g, s’intersecano secondo questa generatrice e 
ancora secondo una curva sghemba di terzo ordine. Cia-
scuna generatrice dei due paraboloidi appartenente allo 
stesso sistema della generatrice in comune, taglia la cur-
va sghemba in due punti, e quelle appartenenti all’altro 
sistema tagliano la curva sghemba in un solo punto. 
Un piano � passante per la generatrice comune g taglia 
ciascuno dei due paraboloidi secondo un’altra generatri-
ce s e t e li tocca in due punti distinti S e T.  Le due 
generatrici così ottenute s’intersecano in un punto P del 

54/ Se i due paraboloidi hanno una generatrice g in comune la curva intersezione si decompone in una curva sghemba del terzo ordine che si 
appoggia su due punti A e B della generatrice in comune  e nei quali i paraboloidi sono tangenti.
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piano che appartiene anche alla curva sghemba. In ge-
nerale le generatrici dei due piani non facenti parte del-
lo stesso sistema della generatrice in comune tagliano la 
curva sghemba in un solo punto. Mentre quello sello stes-
so sistema della generatrice in comune tagliano la curva 
sghemba in due punti.

2. Se i due paraboloidi hanno due generatrici in comune, 
queste possono appartenere o alle due schiere opposte 
oppure appartenere alla medesima schiera.
Nel primo caso le due generatrici a e b, essendo con-
correnti  in un punto P, determinano anche un piano � 

tangente comune ai due paraboloidi (� g. 55). La loro in-
tersezione si decompone nella conica degenere formata 
dalle due generatrici comuni e in un’altra conica 	 che 
è una parabola o un’iperbole. I punti di queste coniche 
possono essere anche determinati facendo passare dei 
piani ausiliari � per l’una o l’altra generatrice in comu-
ne (nel caso in � gura il piano � passa per la generatrici 
a). Un tale piano � è tangente ai due paraboloidi in due 
punti distinti C e D della generatrice �; e taglia ciascuno 
dei due paraboloidi secondo un’altra generatrice (c e d) 
della seconda schiera di rette non appartenete a quella in 
comune g. Il punto Q intersezione delle due rette c e d, è 

55/ Due paraboloidi hanno due generatrici in comune appartenenti alle due schiere opposte. Le due generatrici a e b, essendo concorrenti  
in un punto P, determinano anche un piano � tangente comune ai due paraboloidi. La loro intersezione si decompone nella conica degenere 
formata dalle due generatrici comuni e in un’altra conica � che è una parabola o un’iperbole.
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un punto della conica intersezione. E’ evidente che due 
punti d’intersezione A e B sono sulle due generatrici a e 
b. Per costruire l’intersezione conica G, conviene esten-
dere i due paraboloidi tramite le parabole coniugate.
Nel caso in cui le due generatrici in comune ai due pa-
raboloidi facciano parte dello stesso sistema allora le 
due rette non possono incontrarsi (� g. 56). La curva in-
tersezione dei due paraboloidi si decompone in queste 
due generatrici e altre due dell’altro sistema, dove una è 
all’in� nito. In effetti, come due generatrici d’uno stesso 
sistema de� niscono un piano direttore, nel caso sono in 
comune ai due paraboloidi iperbolici, queste de� nisco-
no un piano direttore comune. Ne risulta che i due para-
boloidi, avendo nel piano all’in� nito una terza genera-
trici comune ne hanno anche una a distanza � nita. 

 Super� ci Rigate 
Proprietà gra� che delle rigate
Una super� cie rigata generica è una super� cie generata 
dal movimento di una linea nello spazio, secondo una 

legge determinata. Ogni rigata contiene un sistema di 
in� nite rette e generalmente in ogni punto della super� -
cie passa solamente una retta. In questa de� nizione ge-
nerica rientrano tutte le super� ci generate da una retta.
Esistono però due tipi di super� ci generate da una retta: 
le super� ci sviluppabili e le super� ci rigate. Le prime, 
che comprendono anche i coni e i cilindri, sono super� -
ci che si comportano in modo particolare rispetto ad un 
piano tangente. Un piano che è tangente in un punto è 
pure tangente lungo tutta la generatrice della super� cie. 
Questo fatto è una caratteristica unica delle sviluppabili. 
Invece per una rigata generica il piano tangente varia da 
punto a punto (per esempio le quadriche rigate) anche 
lungo la stessa generatrice. Queste super� ci sono state 
chiamate inizialmente super� ci sghembe o semplice-
mente super� ci rigate21.Il nome sghembe è dovuto ad 
una caratteristica delle rette generatici della super� cie. 
In generale due rette di una super� cie rigata prese molto 
vicine saranno comunque sghembe fra loro. Da qui il 
nome di super� ci sghembe. Vedremo, viceversa, come 
nelle sviluppabili due generatrici consecutive generiche 
sono sempre incidenti fra loro. Questa caratteristica è 
evidente per i cilindri e i coni dove le generatrici s’in-
contrano in un medesimo punto detto vertice (proprio 
o una direzione). Nelle sviluppabili generiche è una 
relazione-limite, ovvero due rette successive di una su-
per� cie sviluppabili sono incidenti in un punto sempre. 
Se il piano tangente in un punto di una rigata è tangente 
lungo tutta la generatrice passante per esso, allora la ge-
neratrice è detta singolare. In una super� cie sviluppabili 
tutte le rette sono generatrici singolari mentre in una su-
per� cie rigata, generalmente, nessuna delle generatrice 
è singolare. Non è da escludere che una super� cie rigata 
sghemba possa avere una o più generatrici singolari.
In conclusione quando ci riferiamo alla super� ci rigate 
intendiamo generalmente le super� ci rigate sghembe.

Costruzione di una rigata avente tre direttrici 
assegnate
Una direttrice di una rigata è una qualsiasi curva 
appartenente alla superficie che incontri tutte le 
generatrici in un punto.Secondo la definizione di 
Monge date tre linee direttrici, per queste passerà 
solamente una determinata superficie rigata. La retta 

56/ Nel caso in cui le due generatrici in comune ai due paraboloidi 
facciano parte dello stesso sistema allora le due rette non possono 
incontrarsi. La curva intersezione dei due paraboloidi si decompone 
in queste due generatrici e altre due dell’altro sistema, dove una è 
all’in� nito.
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generatrice si appoggerà costantemente alle tre linee 
date generando la superficie. Per determinare la 
superficie bisogna costruire le sue generatrici. Sono 
date tre linee sghembe qualsiasi l, m ed n (fig. 57). 
Si prende sulla prima linea l un punto P. Si genera 
un cono che ha come vertice il punto P e come 
direttrice la linea retta n. L’intersezione del cono 
con la direttrice m dà il punto P’. Per P e P’ passa 
la retta generatrice r. E’ possibile che l’intersezione 
dia più di una generatrice che passi per quel punto. 
In generale, comunque, esiste sempre una retta che 
passa per il punto P e si appoggia ad entrambe le 
linee m, n ed l. Di conseguenza esiste sempre la 
rigata che si appoggia a tre qualsiasi linee nello 
spazio. La costruzione della superficie è la stessa se 
si prende un punto su m o su n. 
E’ possibile costruire un numero a piacere di gene-
ratrici sufficiente a descrivere la porzione di super-
ficie che interessa.

Classi� cazione delle rigate. Esempi.
Le rigate possono essere classi� cate in base alla natura 
e al numero delle direttrici rette. 

1. Rigate aventi una sola direttrice retta:
a) Un esempio classico è la super� cie della volta a sbie-
co (surface du biais passé). Due direttrici sono cerchi 
uguali e appartenenti a piani paralleli  ma sfalsati rispet-
to ai centri (� g. 58). La terza direttrice è una retta che 
è ortogonale ai piani che contengono i cerchi e passa 
per il punto medio della congiungente i due centri dei 
cerchi. Un piano � che passa per la direttrice rettilinea 
d taglia i due cerchi in due punti. Questi individuano 
una retta a. Tale retta a si appoggia ai due cerchi e alla 
retta d, quindi è una generatrice della super� cie riga-
ta. Se l’obliquità della volta è oltre un certo limite, i 
punti intersezione del piano passante per d con i due 
cerchi sono possibili solo entro un determinato ango-
lo diedro. Costruire questa super� cie con un model-
latore è semplice. Basta disegnare un certo numero 

57/ La retta generatrice che si appoggia costantemente alle tre linee date genera la super� cie rigata.
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di generatrice e generare la super� cie come un loft. 
b) La vite a � letto triangolare. Si compone di una retta 
che si appoggia su un’elica circolare e sull’asse dell’eli-
ca e forma un angolo costante � con l’asse. La terza 
direttrice è il cerchio all’in� nito su cui si appoggia la 
generatrice.  Questa linea è quella che hanno in comune 
i coni con l’asse parallelo a quello dell’elica e le gene-
ratrici inclinate secondo l’angolo �. 
c) I cilindroidi sono super� ci rigate con una direttrice 
rettilinea impropria. Hanno le generatrici parallele a un 
medesimo piano, chiamato piano direttore della rigata. 
Tagliamo un cilindro retto con due piani non paralleli 
(� g. 59). Chiamiamo le due sezioni s e t. I due piani 
s’intersecano secondo una retta r. Adesso trasliamo la 
sezione s nel suo piano e nella direzione parallela ad r. 
La super� cie che si ottiene non è più un cilindro ma è 
una super� cie rigata cilindroide a piano direttore. Ogni 
punto della curva s rimane legato allo stesso punto della 
curva t tramite una retta. Ogni nuova generatrice sarà 
parallela al piano individuato dalla direzione r e dalla 
generatrice del cilindro di partenza. 

2. Rigate con due direttrici rette. La terza direttrice 
d può essere una linea qualsiasi. Una generatrice che 
passa per un punto P della d è data dall’intersezione dei 

due piani passanti per P e le due direttrici rette. Quando 
una direttrice retta è una direzione allora le generatrici 
saranno parallele a un piano direttore e la rigata è detta 
conoide. Il conoide retto è dato quando la direttrice d 
è perpendicolare al piano direttore. Le generatrici sono 
tutte perpendicolari alla retta d e si appoggiano alla ter-
za direttrice, che può essere una linea qualsiasi.
a) Un esempio di conoide retto è la vite a � letto ret-
tangolare o elicoide retto. La terza direttrice è un’elica 
circolare che come asse ha la retta d. Il piano direttore è 
perpendicolare all’asse d. Le generatrici sono tutte per-
pendicolari all’asse e si appoggiano all’elica. La mede-
sima super� cie può essere generata con un movimento 
roto-traslatorio della retta generatrice attorno all’asse. 
b) La super� cie della volta d’ingresso in una torre 
rotonda, in cui la prima direttrice d è l’asse del cilin-
dro della torre mentre la terza direttrice e è una curva 
sghemba sull’estradosso del cilindro. Questa curva ge-
neralmente è simmetrica ed è la proiezione di una semi-
circonferenza o di una semiellisse sul piano sviluppato 
della super� cie cilindrica. Le generatrici sono parallele 
al piano direttore orizzontale. 
c) Il cono a cuneo, dove la prima direttrice è la linea d, 
mentre la terza direttrice è un cerchio c che sta su un 

58/ Rigate aventi una sola direttrice retta: la super� cie della volta a sbieco (surface du biais passé).
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piano  parallelo alla retta d (� g. 60). Il centro C è su una 
retta r perpendicolare alla rette d. Le generatrici sono 
le perpendicolari alla retta d condotte dai punti del cer-
chio. Il piano direttore � è il piano verticale.

3. Le rigate con tre direttrici rettilinee, che sono le 
rigate quadriche, ovvero: l’iperboloide iperbolico e il 
paraboloide iperbolico.

Rigate algebriche. Ordine della rigata determinata 
da tre direttrici algebriche
Una super� cie si dice algebrica quando può essere rap-
presentata in coordinate cartesiane x, y, z con una fun-
zione (F(x, y, z) = 0. Il grado n o ordine della super� cie 
esprime il numero costante dei punti di contatto fra una 

retta generica dello spazio e la super� cie stessa. Per cui 
una rigata algebrica sarà di ordine n e una retta generica r 
incontrerà la super� cie in n punti. L’ordine di una rigata 
algebrica è uguale al numero delle sue generatrici che si 
appoggiano a una retta generica dello spazio. Date tre li-
nee direttrici l, m, n la rigata è di ordine 2lmn. Una quadri-
ca rigata che si appoggia su tre direttrici rette ha grado 2. 
Nel caso in cui si hanno due direttrici rette e una terza 
l di ordine l, allora la super� cie sarà di ordine 2l. Nel 
caso del cono a cuneo le tre direttrici sono due rette (m 
ed n) e un cerchio (l). Inoltre queste linee non hanno 
nessun punto in comune per cui il grado della super� cie 
è 2·2 = 4. Il ragionamento è simile per gli altri due casi. 
Se due delle tre direttrici hanno qualche punto a comune, 

59/ I cilindroidi sono super� ci rigate con una direttrice rettilinea impropria.
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la rigata è formata anche dai coni che hanno come vertici 
questi punti e che si appoggiano alla terza direttrice. 
L’ ordine del cono è uguale al grado della direttrice. Se 
si vuole considerare solo la rigata restante, cioè quella 
parte che non contiene i coni, l’ordine della super� cie 
si dovrà diminuire di n unità per ogni punto comune a 
L e M e così via.  
Per cui l’ordine della rigata è: 

2lmn – xl –yn -zn

dove l, m, n è il grado delle direttrici e x, y, z sono 
i punti a comune a due a due fra le tre direttrici. Per 
capire meglio conviene osservare un esempio come la 
volta a sbieco. Questa super� cie ha come direttrici due 
cerchi, m ed n di grado 2, e una retta l di grado 1. I 
due cerchi hanno due punti in comune che sono i punti 
ciclici che sono i punti immaginari all’in� nito per cui 
passano tutte le circonferenze.  L’ordine della rigata è 
2·2·2·1 = 6. Dobbiamo ancora escludere, però, il cono 
quadrico che proietta i due cerchi e passa per il punto 
medio del segmento che passa fra i loro centri. Allora la 
rigata della volta a sbieco è una super� cie di 4° grado. 

Teorema di Chasles
Il piano tangente ad una rigata in un punto P contiene la 
generatrice g passante per il punto P (� g. 61). Il piano 
tangente deve contenere tutte le tangenti nel punto P alle 
linee della super� cie che passino per tale punto. Di con-
seguenza la tangente nel punto P della linea generatrice 
è la retta stessa g. Inoltre sappiamo che il punto P è un 
punto doppio della super� cie e quindi il piano tangente 
� ha come intersezioni con la super� cie rigata nell’in-
torno considerato due linee: l’una è la retta g e l’altra è 
una curva qualsiasi. Le tangenti g e t a queste due linee 
sono le tangenti principali. La normale n alla super� cie 
nel punto P è perpendicolare al piano tangente �.  P sarà 
un punto iperbolico a meno che g non sia una generatri-
ce singolare e allora P sarà un punto parabolico. 
I piani tangenti agli in� niti punti della generatrice g pas-
seranno tutti per la retta g. Si forma un fascio di piani 
che ha come asse la retta g. Ad ogni piano corrisponde 
un punto sulla retta g. Si viene a creare una corrispon-
denza proiettiva fra due forme di prima specie. Ad ogni 
elemento della punteggiata g viene associato un ele-
mento del fascio di asse g. 
I piani tangenti a una rigata generica nei punti di una 

60/ Rigate con due direttrici rette: Il cono a cuneo, dove la prima direttrice è la linea d, mentre la terza direttrice è un cerchio c che sta su un 
piano  parallelo alla retta d.



159

Federico Fallavollita
Le super� ci rigate e le super� ci sviluppabili nel quadro del rinnovamento della geometria descrittiva

generatrice semplice g formano un fascio avente per 
asse la retta g, tale da creare una proiettività tra i piani 
del fascio e i punti della punteggiata g. 
Nel caso la super� cie sia una sviluppabile il piano tan-
gente lungo una generatrice g avrà sempre la stessa po-
sizione. Il piano tangente, quindi, è tangente lungo tutta 
la generatrice della super� cie.

Conseguenze del teorema di Chasles
Il teorema di Chasles ha portato Hachette22 a scoprire e 
a de� nire le proprietà principali delle super� ci rigate23.
Data una rigata generica R, si considera una generatrice 
qualsiasi g su di essa. Esistono un’in� nità di super� ci 
quadriche tangenti (raccordate24) ad R lungo l’intera 
generatrice g. Una super� cie di esse ha per generatrici 
del sistema opposto tutte quelle rette tangenti alla riga-
ta R che si appoggiano a g. Quindi basta prenderne tre 
qualsiasi per determinare un iperboloide tangente Q.

1) Una rigata sghemba qualsiasi ammette un’in� nità 
di super� ci quadriche tangenti ad essa lungo una 

generatrice g, e per ogni retta generica dello spazio ne 
passa una e una sola. 
E’ possibile ottenere anche un paraboloide iperbolico 
tangente (� g. 62). Si prendono tre piani tangenti alla ri-
gata R lungo la generatrice g. Questi toccano la super� -
cie R in tre punti distinti A, B, C. E’ suf� ciente tagliare 
i tre piani tangenti �, �, � con tre piani paralleli ad un 
piano direttore �. Questi tagli individuano tre generatri-
ci  parallele ad un piano direttore � che determinano un 
unico paraboloide iperbolico. Le tre rette a, b, c, quindi, 
determinano il paraboloide iperbolico di raccordo.
Questo è il principio utilizzato negli ingranaggi mecca-
nici quando si vuole trasmettere il movimento di rota-
zione di un asse ad un altro asse sghembo con il primo. 
Se si hanno due solidi a forma di iperboloidi rotondi 
raccordati lungo una generatrice, questi si trasmettono 
il movimento da un asse all’altro (� g. 63).  

2) Fra gli in� niti iperboloidi rigati di raccordo lungo 
una generatrici g ve ne è uno solo osculatore.
Questa super� cie sarà in generale un iperboloide rigato 

61/ Teorema di Chasles: i piani tangenti a una rigata generica nei punti di una generatrice semplice g formano un fascio avente per asse la 
retta g, tale da creare una proiettività tra i piani del fascio e i punti della punteggiata g.
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generico25. L’iperboloide osculatore è formato dalle se-
conde tangenti principali di R nei punti della generatrice 
g. Per trovare l’iperboloide osculatore si taglia la super-
� cie R con tre piani tangenti �, �, � in tre punti distinti A, 
B, C di g. Su questi punti si prendono le tangenti a, b, c 
alle tre curve restanti nei punti considerati. Le tre tangen-
ti determinano l’iperboloide osculatore lungo la retta g.
Un caso particolarmente interessante che può essere 
sperimentato attraverso la modellazione matematica ri-
guarda la rigata quadrica osculatrice all’elicoide retto 
lungo una qualsiasi retta g (� g. 64). Questa ha per ge-
neratrici le tangenti alle eliche direttrici nei punti inter-
sezione con la generatrice g. Siccome le rette sono tutte 

perpendicolari alla generatrice g, la quadrica osculatrice 
è un paraboloide iperbolico. Le tangenti alle eliche di-
rettrici nei punti di una stessa generatrice formano un 
paraboloide iperbolico equilatero, del quale un piano 
direttore è perpendicolare a quella generatrice e l’altro 
è perpendicolare all’asse. 

3) Teorema di P.Serret: sopra una rigata sghemba, 
le asintotiche del secondo sistema segano le generatrici 
secondo punteggiate proiettive. Questo teorema estende 
a tutte le super� ci rigate una nota proprietà delle quadri-
che rigate sulle quali il secondo sistema di asintotiche è 
costituito dal secondo sistema di generatrici. Conside-
riamo sempre il caso dell’elicoide conoide retto. Sap-

62/ Una rigata sghemba qualsiasi ammette un’in� nità di super� ci quadriche tangenti ad essa lungo una generatrice g, e per ogni retta gene-
rica dello spazio ne passa una e una sola.
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piamo che il primo sistema delle asintotiche nelle super-
� ci rigate è sempre costituito dalle generatrici rette. Il 
secondo sistema delle asintotiche nell’elicoide conoide 
retto è costituito dalle eliche direttrici, aventi lo stesso 
asse della super� cie. L’asse della super� cie fa parte del 
secondo sistema di asintotiche. In un punto qualunque 
della super� cie le due tangenti principali, cioè la gene-
ratrice retta e la tangente all’elica direttrice) sono fra 
loro perpendicolari.

4) Due rigate sghembe aventi a comune una ge-
neratrice non singolare si toccano, in generale, in 
non più di due punti di questa generatrice. Se si toc-
cano in tre punti di una stessa generatrice, esse 
saranno raccordate lungo l’intera generatrice.
Due rigate R e S hanno in comune una generatrice g. La 
punteggiata g sarà proiettiva ad R come ad S. Esisterà 
un fascio di piani proiettivo ad R ed un altro proiettivo 
ad S. Per cui si crea una corrispondenza proiettiva anche 
fra i due fasci di piani che hanno come asse la stessa 

retta g. In questa proiettività non potranno esserci più 
di due punti uniti altrimenti si avrebbe un’identità, cioè 
per ogni punto di g si avrebbe lo stesso piano tangente 
del fascio sia per R che per S. 
Sappiamo, infatti, che per raccordare un iperboloide ad 
una super� cie rigata R generica lungo l’intera generatri-
ce g è suf� ciente costruire tre piani passanti per g (vedi 
� gure 62, 63, 64). Questi toccano la super� cie rigata in 
tre punti distinti sulla retta g. Si prendono tre rette qual-
siasi passanti per i tre punti di contatto e appartenenti 
ai rispettivi piani tangenti alla super� cie. Le tre rette 
determinano un iperboloide a una falda raccordato alla 
super� cie R. 

5) Se un piano passante per g è tangente a R in due o 
più punti di questa generatrice, g sarà certo generatrice 
singolare, e quel piano sarà tangente ad R in ogni punto 
di g. Le generatrici delle super� ci sviluppabili sono tut-
te generatrici singolari.

6) Il cono circoscritto da un punto P a una rigata è 

63/ Se si hanno due solidi a forma di iperboloidi rotondi raccordati lungo una generatrice, questi si trasmettono il movimento da un asse 
all’altro.
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64/ Fra gli in� niti iperboloidi rigati di raccordo lungo una generatrici g ve ne è uno solo osculatore.
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costituito dall’inviluppo degli �¹ piani che proiettano le 
generatrici della rigata da questo punto (� g. 65).

Proprietà metriche delle rigate
Piani asintoti. Cono direttore
Un piano asintoto di una rigata è il piano tangente ad 
essa nel punto all’in� nito delle singole generatrici. Il 
piano asintoto passa per la generatrice g e par la tangen-
te alla curva all’in� nito della rigata nel punto all’in� ni-
to.  Si può anche dire che è il piano formato dalla retta g 
e dalla generatrice consecutiva g’. 
I piani asintoti inviluppano una super� cie sviluppabile 
(sviluppabile asintotica) che ha le generatrici parallele 

alla rigata.Ogni cono avente le generatrici parallele alle 
generatrici della rigata si dice cono direttore. Per ogni 
punto dello spazio esiste un cono direttore. Un esem-
pio è il cono asintotico dell’iperboloide ad una falda. 
Quando le generatrici sono tutte parallele ad un piano il 
cono si dice piano direttore, e i piani asintoti sono piani 
direttori. Un esempio è il paraboloide iperbolico.

Paraboloide delle normali
Costruiamo delle normali n alla rigata sghemba R in 
punti P di una sua generatrice retta g (� g. 66). Queste 
rette costituiscono le generatrici di un’altra rigata 
 
che è ortogonale alla prima lungo la generatrice g. Cer-

65/ Il cono circoscritto da un punto P a una rigata è costituito dall’inviluppo degli �¹ piani che proiettano le generatrici della rigata da questo 
punto.
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66/ Il paraboloide delle normali: le normali a una rigata sghemba lungo una sua generatrice  g  formano sempre  un paraboloide iperbolico, 
dove un piano direttore è ortogonale a g e l’altro è parallelo a g e perpendicolare al piano asintoto di g.
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chiamo di indagare la natura di tale super� cie. Consi-
deriamo un punto P sulla punteggiata g. Ad ogni punto 
corrisponde un piano � tangente alla super� cie R nel 
punto considerato. Esiste una corrispondenza proiettiva 
tra il fascio di piani con asse g e la punteggiata g stessa. 
La normale n in un punto P ha direzione perpendicola-
re al piano tangente in P. Allora le normali saranno tut-
te parallele al piano � ortogonale a g. La direzione Q�  
delle normali al piano tangente in P si sposterà lungo la 
retta h� all’in� nito comune dei piani perpendicolari. 
Le normali ad R si possono vedere come l’unione dei 
punti corrispondenti sulle punteggiate g e h�, cioè dei 
vari punti P e Q�. Siccome una direttrice è impropria, 
il risultato è un paraboloide iperbolico.  I due piani di-
rettori individuano le due schiere rigate del paraboloide 
iperbolico. La prima ha come piano direttore il piano 
� ortogonale alla retta g. Il secondo piano direttore � è 
parallelo alla g e quindi è ortogonale al primo. Allora 
il paraboloide iperbolico ha i piani direttori ortogona-
li fra loro.  La giacitura del secondo piano direttore 

sarà parallela a g e perpendicolare al piano asintoto. 
Le normali a una rigata sghemba lungo una sua gene-
ratrice  g  formano sempre  un paraboloide iperbolico, 
dove un piano direttore è ortogonale a g e l’altro è pa-
rallelo a g e perpendicolare al piano asintoto di g.26 

Punto centrale e piano centrale di una generatrice
Data una rigata R si prendono due generatrici g e h (� g. 67). 
Con d indichiamo la retta di minima distanza fra le due 
generatrici e con O il punto di contatto di d con g. Allo-
ra variando la posizione di h varierà anche la posizione 
di O e di d. Quando h tende a coincidere con g, il punto 
O assume una posizione determinata su g e lo stesso la 
retta d. Questa sarà sempre perpendicolare alla g nel 
punto O e siccome dovrà essere perpendicolare pure 
alla generatrice consecutiva g’, sarà ortogonale al piano 
asintoto � di g. Il punto O è detto punto centrale della 
generatrice g.  La retta d è tangente alla super� cie nel 
punto O e il piano formato dalla g e dalla d è il piano 
tangente � nel punto centrale O ed è detto piano centra-

67/ Il paraboloide delle normali a una rigata sghemba lungo una generatrice g ha come vertice il punto centrale O di g.
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le.  Il piano centrale sarà ortogonale al piano asintoto 
di g stessa.  
Esiste un metodo preciso per determinare il punto e il 
piano centrale di una rigata sghemba qualsiasi. Consi-
deriamo il paraboloide delle normali N lungo g alla ri-
gata R. La rigata R nell’esempio riportato è anch’esso 
un paraboloide iperbolico. Il secondo piano direttore � 
del paraboloide normale è parallelo al piano centrale di 
g, perché questo è tangente in O alla R. Facciamo passa-
re un piano � parallelo al secondo piano direttore per g . 
L’intersezione del piano � con R darà luogo a due linee 
d’intersezione (generalmente una generatrice retta e una 
curva; nell’esempio riportato due rette) e a un punto O, 
il punto centrale di g. Il piano centrale � è dunque il pia-
no tangente alla super� cie rigata nel punto centrale O 
ed è normale al piano asintoto � di g. Questo piano, cioè 
il piano asintotico di g, è ortogonale ad entrambi i piani 
direttori del paraboloide delle normali (piani � e �) e il 
suo punto di contatto con il paraboloide delle normali è 
il vertice di questo. Concludendo il paraboloide delle 
normali a una rigata sghemba lungo una generatrice g 
ha come vertice il punto centrale O di g. 
Consideriamo l’involuzione delle coppie di piani orto-
gonali del fascio di g, allora il piano asintoto e il piano 
centrale sono coniugati.  Alle in� nite coppie corrispon-
dono i punti di un’involuzione ellittica di punti sopra g. 
Il punto centrale O ha come coniugato il punto all’in-
� nito di g. Il punto O è detto punto centrale dell’invo-
luzione. Per la proprietà della potenza dell’involuzione 
sopra una punteggiata:
Le coppie di piani ortogonali passanti per una gene-
ratrice g non singolare di una rigata sono tangenti a 
questa rigata in coppie di punti situati sopra a questa 
generatrice da lati opposti al punto centrale, e a distan-
ze da O aventi prodotto costante.27

Parametro di una generatrice
Prendiamo una generatrice g di una rigata sghemba 
qualsiasi. Consideriamo un’altra generatrice g1 vicina 
alla prima. Indichiamo con d la minima distanza tra la 
retta g e g1. C e C1 sono i punti di contatto di d con 
g e g1. Conduciamo da C1 la parallela g0 alla retta g. 
Indichiamo con � l’angolo acuto formato dalle due rette 
g0 e g1. Adesso prendiamo un punto M sulla g e costru-

iamo un piano ortogonale a g. Detto piano � incontrerà 
le due rette g0 e g1 nei rispettivi punti M0 e M1. Adesso 
facciamo passare un piano � per g e per il punto C1. Co-
struiamo un altro piano � per g ed M1. L’angolo diedro 
formato dai due piani è l’angolo � formato dalle rette 
MM1 ed MM0. Indichiamo con u la lunghezza dei due 
segmenti CM e C1M0. Adesso notiamo che i due ret-
tangoli MM0M1 e C1M0M1 sono entrambi rettangoli 
in M0, perché il piano � è, per costruzione, ortogonale 
a g e di conseguenza è ortogonale anche a g0. Inoltre il 
segmento MM0 che è parallelo a CC1, è perpendicola-
re al piano g0g1.  
Allora si può ricavare il cateto M0M1 dalla relazione:
M0M1 = u · tg� = d · tg�
 quindi:
u = d / tg� ·tg �
 
 Quando la retta g si avvicina inde� nitamente alla g1, 
allora il punto C viene a coincidere con il punto centrale 
O della retta g.  Inoltre il piano gC1 (piano �) coinci-
de con il piano centrale della g. L’angolo � assume un 
valore limite 
 che è la misura dell’angolo formato dai 
due piani tangenti in O e in M alla rigata R.  Con u indi-
chiamo la distanza dal punto O al punto M. La relazione 
al limite diventa:
u = (lim �/tg�) tg

 
 cioè :
u = (lim �/� · �/tg�) · tg
 = (lim �/�) tg

 
 perché il lim �/tg� = 1

Nel rapporto di � su � entrambi i termini tendono a zero. 
Il rapporto può assumere tre valori differenti. Se il lim 
�/� = p, tende cioè a un numero � nito diverso da zero. 
Allora g è una generatrice non singolare, perché solo la 
distanza u di M da O varia l’angolo 
 dei piani tangenti. 
Allora:
u = p tg


 da qui il teorema: La distanza di un punto qualunque 
su di una generatrice g dal punto centrale O è propor-
zionale alla tangente trigonometrica dell’angolo che il 
piano tangente in quel punto forma col piano centrale.
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Il valore di p quindi esprime di quanto il punto si al-
lontana da O rispetto ad un piano del fascio che ruota 
partendo dal piano centrale. Questo valore si chiama 
parametro della generatrice. 
Ora consideriamo un punto N sempre su g, dove il piano 
tangente è perpendicolare al piano tangente in M, allora 
la distanza di N da O sarà:
u’ = ptg (
 ± �/2) = -p ctg

 
Allora:
uu’ = -p²

Questo dimostra analiticamente quanto affermato nel 
teorema precedente.
I due piani passanti per g ed inclinati di 45° sul piano 
centrale sono tangenti in R in due punti equidistanti dal 
punto centrale e la cui comune distanza è misurata dal 
parametro della generatrice g. 
Dunque due rigate sono tangenti fra loro quando hanno 
nella generatrice in comune lo stesso piano centrale, lo 
stesso punto centrale e lo stesso parametro e quando 
allo spostarsi di un punto sopra g i piani tangenti ruo-
tano nel medesimo senso.28 

Generatrici singolari e cilindriche
Immaginiamo che il rapporto �/� tenda a zero quando 
la generatrice g1 si avvicina a g. Allora � è in� nitesi-
mo di ordine superiore a �.  Per qualunque valore di u 
diverso da zero deve essere tg
=±�. Questo vuol dire 
che in ogni punto di g diverso da O, punto centrale, il 
piano tangente sarà sempre lo stesso. Cioè sarà il piano 
parallelo passante per g e parallelo alla generatrice con-
secutiva. In O il piano tangente è indeterminato perché 
per ogni valore determinato della tg
 deve essere che 
u=O. Quindi se il limite del valore p tende a zero, la 
generatrice g è una generatrice singolare conica. O è il  
punto singolare. La generatrice g e la sua consecutiva 
g1 s’incontrano nel punto singolare O. Vuol dire che la 
distanza di queste due generatrice è in� nitesima di or-
dine superiore al loro angolo. Quando la distanza tende 
a zero tende a zero anche l’angolo che esse formano, 
ma, le generatrici avvicinandosi si toccano prima che 
l’angolo da esse formato diventi nullo. Questo fatto av-
viene per le sviluppabile quando sono formate dalle ge-

neratrici tangenti a una curva sghemba. I punti singolari 
sono i punti della curva sghemba direttrice. In un cono 
il punto singolare è il vertice. 
Nel caso che il rapporto �/� tende a zero con � in� nite-
simo di ordine superiore a �, per un valore di u diverso 
da zero, deve essere tg
=0, viceversa se u=±� il valore 
di tg
 è indeterminato. La rigata avrà sempre lo stesso 
piano tangente lungo la generatrice g ma con il punto 
singolare all’in� nito. La generatrice si dice singolare 
cilindrica. Vuol dire che la generatrice g e la conse-
cutiva g1 al limite formano un angolo nullo prima che 
esse coincidano, in altre parole siano già parallele prima 
d’incontrarsi. 

Linea di stringimento
La linea di stringimento è formata da tutti i punti cen-
trali delle generatrici di una rigata. E’ la linea che de-
� nisce il luogo geometrico in cui le generatrici si acco-
stano maggiormente l’una all’altra. 
Una rigata sghemba può essere sempre ottenuta come 
deformazione di un’altra rigata qualsiasi, dove ogni ge-
neratrice della prima si trasforma nella generatrice della 
seconda rigata29.  La deformazione è intesa senza � essio-
ni e estensioni. Le lunghezze e gli angoli sulla super� cie 
rimangono invariati. I punti della linea di stringimento 
della prima rigata si trasformano nei nuovi punti della 
linea di stringimento della seconda rigata. In generale 
ogni rigata avente una direttrice rettilinea propria, sul-
la quale tutte le generatrici sono ugualmente inclinate, 
ha questa direttrice per linea di stringimento. 
Un conoide retto ha per linea di stringimento la sua 
direttrice retta, perché le generatrici sono tutte perpen-
dicolari alla retta direttrice e le incontra nei rispettivi 
punti centrali (� g. 68). Inoltre qualsiasi rigata le cui ge-
neratrici sono ugualmente inclinate rispetto a una retta 
� ssa ha i piani centrali tutti paralleli a questa retta. Un 
iperboloide di rotazione ha come linea di stringimento il 
suo cerchio di gola. Le generatrici sono tutte ugualmente 
inclinate rispetto all’asse30. I piani centrali saranno pa-
ralleli all’asse e toccheranno la super� cie nei punti del 
cerchio di gola. Una rigata sviluppabile ha come linea 
di stringimento il suo spigolo di regresso. Le binormali 
di una curva sghemba formano una rigata, della quale la 
stessa curva è linea di stringimento. La binormale di una 
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curva sghemba è la normale al piano osculatore della 
curva nel punto considerato. 

Le super� ci rigate elicoidali
La combinazione di un movimento uniforme di rotazione 
attorno ad un asse a e di un movimento di traslazione 
genera un movimento elicoidale. Allora una qualsiasi 
linea l assunta come generatrice e soggetta a questo 
movimento genera una super� cie elicoidale o elicoide. 
Ciascun punto della super� cie descrive nel movimento 
un’elica che ha lo stesso asse e lo stesso passo e verso del 
movimento appena descritto. La super� cie così generata 
ha la proprietà di poter scorrere su sé stessa per effetto 
del movimento di rotazione e traslazione combinato. 
L’intersezione dell’elicoide con un cilindro rotondo di 
asse a genera un’elica direttrice. Se la linea generatrice 
si appoggia all’asse l’elicoide si dice chiuso altrimenti 
si dice aperto. Nel caso l’elicoide sia aperto esisterà 
una distanza minima fra l’asse e la linea l che de� nirà 

attraverso il movimento elicoidale l’elica di gola.  
Se la generatrici è una retta si ha l’elicoide rigato. Se la 
retta generatrice g si appoggia all’asse a, questo sarà una 
direttrice della super� cie rigata dell’elicoide che potrà 
essere obliquo o retto. Se la retta generatrice g è sghem-
ba rispetto all’asse a esisterà un’elica di gola determi-
nata dalla distanza minima d della retta g dall’asse a. 
Siccome le in� nite generatrici di un elicoide for-
mano sempre lo stesso angolo con l’asse, il cono di-
rettore di ogni elicoide rigato è un cono di rotazione 
coll’asse parallelo all’asse a. Un elicoide retto, ovve-
ro con la retta generatrice perpendicolare all’asse, ha 
il cono direttore che si trasforma in un piano direttore.
I piani asintoti di elicoide sono tutti paralleli ai piani 
tangenti di un cono direttore e quindi ugualmente 
inclinati rispetto all’asse. I piani centrali sono tutti 
paralleli all’asse della super� cie. Quando l’asse è 
anche direttrice retta della’elicoide esso è anche linea 
di stringimento perché è il luogo geometrico dei punti 

68/ La linea di stringimento è formata da tutti i punti centrali delle generatrici di una rigata. E’ la linea che de� nisce il luogo geometrico in 
cui le generatrici si accostano maggiormente l’una all’altra.
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centrali delle in� nite generatrici. Allora un elicoide 
rigato a direttrice retta ha la stesso asse come linea di 
stringimento. Se l’elicoide è aperto, e quindi l’asse non 
è una direttrice retta, l’elica di gola diventa la linea di 
stringimento. 

Elicoide sviluppabile
Quando la generatrice retta nel suo movimento 
elicoidale si mantiene tangente ad un’elica circolare 
si genera l’elicoide sviluppabile (� g. 69). L’elica 
circolare direttrice a cui si appoggia la generatrice retta 
g mantenendosi tangente a questa è anche lo spigolo di 
regresso della sviluppabile ed è anche l’elica di gola.
Un’elicoide sviluppabile è completamente determinato 
una volta data l’elica circolare direttrice che è anche 
spigolo di regresso della super� cie. Una volta costruita 
l’elica è suf� ciente costruire la tangente in un estremo e 
questa sarà la generatrice della super� ci elicoidale rigata. 
Consideriamo l’elicoide su una vista ortogonale all’asse 
della super� cie. Lo spigolo di regresso apparirà come 

un cerchio di raggio uguale a quello dell’elica. Se B 
è un punto qualsiasi dell’elica e b la sua tangente e 
generatrice dell’elicoide, questa sarà proiettata sul 
piano orizzontale come una tangente del cerchio 
proiezione dell’elica stessa. Allora tutte le tangenti 
del cerchio proiezione sono anche le proiezioni delle 
tangenti reali dell’elica cilindrica. Se immaginiamo 
un � lo arrotolato attorno al cerchio e immaginiamo di 
svolgerlo mantenendo il � lo sempre teso e tangente 
al cerchio, l’estremo di questo formerà i punti di una 
linea. Questa operazione può essere compiuta per 
qualsiasi tipo di linea l, piana o sghemba, e il tipo di 
linea che si ottiene è detta evolvente della linea l, mentre 
la linea l è detta evoluta. Ebbene da quanto detto ogni 
evolvente incontra ad angolo retto le tangenti della 
linea primitiva e perciò ogni evoluta è l’inviluppo delle 
normali di questa linea. La curva sezione retta, ovvero 
con un piano ortogonale all’asse della super� cie, di un 
elicoide sviluppabile è un’evolvente di un cerchio ed è 
proprio l’evolvente del cerchio proiezione su un piano 

69/ Quando la generatrice retta nel suo movimento elicoidale si mantiene tangente ad un’elica circolare si genera l’elicoide sviluppabile.



170

Federico Fallavollita
Le super� ci rigate e le super� ci sviluppabili. Una rilettura attraverso il laboratorio virtuale

orizzontale dello spigolo di regresso (se consideriamo 
l’asse dell’elicoide sviluppabile in posizione verticale). 
Un elicoide sviluppabile ha in ogni piano perpendicolare 
al suo asse in� niti punti doppi, appartenenti tutti a quel 
diametro del cerchio che passa per traccia dell’elica di 
regresso. L’elicoide sviluppabile attraversa sé stesso 
secondo in� nite eliche coassiali di uguale verso e passo. 
Essendo una super� cie sviluppabile il piano tangente in 
un punto P sarà tangente lungo tutta la generatrice p 
dell’elicoide. Svolgendo un elicoide sviluppabile sopra 
un piano, l’elica di regresso si dispone secondo un 
cerchio che ricopre in� nite volte il piano. Le tangenti 
al cerchio sono le generatrici dell’elicoide e lo sviluppo 
ricopre in� nite volte la regione di piano esterna al 
cerchio.

Super� cie di pendenza uniforme
Si chiamano super� ci a pendenza uniforme le super� ci 
che hanno i piani tangenti ugualmente inclinati rispetto 

ad un determinato piano di riferimento che normalmente 
si considera orizzontale. Fra queste super� ci, a parte i 
piani e i coni di rotazione, ci sono le sviluppabili i luoghi 
delle tangenti ad un’elica cilindrica arbitraria. Il cono 
direttore di questa sviluppabile ha i piani tangenti di 
inclinazione costante ed è perciò un cono di rotazione. 
Un problema che si presenta comunemente è trovare la 
super� cie a pendenza uniforme passante per una linea 
data. La super� cie è in generale determinata se si co-
nosce una direttrice qualsiasi e l’inclinazione rispetto al 
piano orizzontale. Se la linea data è un’elica circolare 
allora la super� cie sviluppabile è l’elicoide sviluppabi-
le. Supponiamo che la linea data sia un arco di elica 
circolare l di pendenza uniforme 1/12 e si voglia raccor-
dare con un a super� cie a pendenza costante 1/2 discen-
dente verso l’esterno dell’arco (� g. 70).  Per costruire 
l’elicoide sviluppabile passante per questa linea data e 
avente la pendenza desiderata bisogna trovare l’elica 
di regresso e che individua l’elicoide sviluppabile. Per 

70/ Si chiamano super� ci a pendenza uniforme le super� ci che hanno i piani tangenti ugualmente inclinati rispetto ad un determinato piano 
di riferimento che generalmente si considera orizzontale.
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prima cosa costruiamo il cerchio e’ proiezione di base 
dell’elica data. L’elica data l e quella di regresso e da 
trovare devono avere lo stesso passo H e le rispettive 
pendenze di 1/12 e 1/2. Allora i raggi r ed r’ dei cerchi 
proiettati devono soddisfare le relazioni:
H = 2�r · 1/12              H = 2�r’ · 1/2

Da cui r’ = r/6

Adesso disegniamo l’elica di regresso. L’asse di questa 
deve coincidere con quello dell’arco dell’elica data l. 
Poi troviamo la tangente t all’elica di regresso, questa 
sarà la generatrice dell’elicoide sviluppabile. Una volta 
generato l’elicoide sviluppabile, è suf� ciente traslarlo 
nel verso dell’asse in modo che le generatrici si appog-
gino anche all’elica data. Per fare ciò è suf� ciente ta-
gliare le due eliche, quella di regresso e quella data, con 
un piano passante per l’asse e prendere come punti di 
riferimento i due punti intersezione.

Se si taglia la super� cie a pendenza uniforme con dei 
piani orizzontali mantenendo costante il passo si otten-
gono delle evolventi che sono anche le curve di livello 
della super� cie.
 
Elicoide obliquo a direttrice rettilinea
L’elicoide obliquo è una super� cie elicoidale rigata ge-
nerata dal movimento di una retta g, obliqua rispetto 
ad un asse a,  che si appoggia ad una direttrice retta a 
(l’asse), ad un’elica direttrice l e alla conica impropria 
(� g. 71). L’asse è anche spigolo di regresso della su-
per� cie rigata. La super� cie è divisa dall’asse in due 
parti che vengono nominate falda ascendente e falda 
discendente.  
Un piano passante per l’asse taglia la super� cie secondo 
due sistemi di in� niti di generatrici rette fra loro paral-
lele. I punti Pi intersezione di due generatrici di sistemi 
diversi sono punti doppi dell’elicoide. Questi punti ap-
partengono alle eliche doppie della super� cie. Taglian-

71/ L’elicoide obliquo è una super� cie elicoidale rigata generata dal movimento di una retta g, obliqua rispetto ad un asse a,  che si appoggia 
ad una direttrice retta a (l’asse), ad un’elica direttrice l e alla conica impropria.
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do con un piano ortogonale all’asse la super� cie si ot-
tiene una spirale s di Archimede31. Il piano tangente nel 
punto intersezione della generatrice coll’asse è un punto 
centrale della generatrice g.

Elicoide conoide retto
L’elicoide conoide retto è una super� cie rigata generata 
dal movimento di una retta elicoidale attorno ad un asse 
mantenendosi perpendicolare ad esso (� g. 72). Le ge-
neratrici rette sono tutte parallele  ad un piano direttore 
che è ortogonale all’asse. L’asse divide la super� cie in 
due falde. Il piano tangente all’elicoide retto in un pun-
to qualunque coincide con il piano osculatore all’elica 
direttrice passante per quel punto. Le linee asintotiche 
sono le rette generatrici e le eliche direttrici aventi lo 
stesso asse della super� cie. Una proprietà unica di que-
sta super� cie rigata è che la curvatura media in ogni 
punto è nulla. L’elicoide conoide retto è l’unica super-
� cie rigata ad area minima. Infatti in ogni punto della 

super� cie le due tangenti principali sono sempre per-
pendicolari fra loro: la generatrice e la tangente all’eli-
ca direttrice in quel punto. Questa proprietà appartiene 
solo alle super� ci di aree minima.
Un’altra proprietà particolare che può essere sperimen-
tata attraverso la modellazione matematica riguarda la 
rigata quadrica osculatrice all’elicoide lungo una qual-
siasi retta g. Questa ha per generatrici le tangenti alle 
eliche direttrici nei punti intersezione con la generatrice 
g. Siccome le rette sono tutte perpendicolari alla gene-
ratrice g, la quadrica osculatrice è un paraboloide iper-
bolico. Le tangenti alle eliche direttrici nei punti di una 
stessa generatrice formano un paraboloide iperbolico 
equilatero, del quale un piano direttore è perpendicolare 
a quella generatrice e l’altro è perpendicolare all’asse.
Sezionando l’elicoide retto con un cilindro rotondo 
passante per il suo asse si ottiene una elica circolare 
avente lo stesso verso dell’elicoide e il passo a metà. 
Queste elica per distinguerla dalle eliche aventi lo stes-

72/ L’elicoide conoide retto è una super� cie rigata generata dal movimento di una retta elicoidale attorno ad un asse mantenendosi perpen-
dicolare ad esso.
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so asse della super� cie viene chiamata elica eccentrica. 
Queste si presentano come contorno apparente dell’eli-
coide rispetto a una direzione a piacere, purché non sia 
parallela o perpendicolare all’asse. Se si proietta l’eli-
coide su un piano ortogonale all’asse si ottiene come 
contorno apparente una cicloide ordinaria. Le generatri-
ci si proiettano tangenti alla cicloide. Se consideriamo 
l’asse dell’elicoide verticale e si proietta l’ombra di un 
elicoide retto con dei raggi paralleli, come possono es-
sere approssimati quelli solari, si ottiene come contor-
no dell’ombra propria un’elica eccentrica mentre come 
contorno dell’ombra portata sul piano orizzontale una 
cicloide ordinaria32.

La curvatura delle super� ci rigate e delle super� ci 
sviluppabili
Come insegna Monge le super� ci possono essere di-
stinte, rispetto alla curvatura, in tre grandi categorie. 
La prima categoria comprende quelle super� ci che nei 
loro punti non hanno nessun tipo di curvatura e sono 
le super� ci piane. La seconda categoria riguarda quelle 
che in ciascuno dei loro punti hanno solamente una sola 
curvatura e sono, fondamentalmente, tutte le super� ci 
sviluppabili come il cono. La terza categoria di super� ci 
è composta da tutte le altre che sono dette super� ci a 
doppia curvatura.33

Oggi con il termine curvatura di una super� cie s’inten-
de la curvatura gaussiana di essa.
La curvatura di una linea, in un suo punto P, è l’inver-
so del raggio del cerchio osculatore della curva in quel 
punto:
k = 1/r 

La linea retta ha curvatura nulla in ogni punto. Infatti 
in ogni punto il cerchio osculatore ha raggio in� nito e 
coincide con la retta stessa.
Consideriamo ora una qualsiasi super� cie � e stacchia-
mo su di essa un punto P (� g. 73). Costruiamo il fascio 
di piani che appartengono alla normale n nel punto P: 
questi piani tagliano la super� cie � ognuno secondo una 
curva sezione ed ognuna di queste curve ha, in P, una 
diversa curvatura k. La curvatura minima e la curva-
tura massima, tra quante possono essere misurate sulle 
curve sezione che passano per P, si dicono curvature 

principali della super� cie. Stabiliamo di chiamare se-
zioni principali quelle che hanno le suddette curvature. 
Le sezioni principali appartengono sempre a piani tra 
loro perpendicolari.
Si de� nisce curvatura gaussiana della super� cie nel 
punto P (o anche semplicemente curvatura) il prodotto 
delle curvature principali:
K = k1 * k2 = 1/rmin ·1/rmax = 1/( rmin · rmax) 

Si de� nisce raggio medio gaussiano il valore 
rmed = �( rmin · rmax) 

Il raggio medio gaussiano è quello della sfera che me-
glio approssima la super� cie nel punto P.
Il prodotto delle curvature principali può essere positi-
vo, negativo o nullo. E’ positivo quando i relativi cerchi 
osculatori si trovano entrambi dalla stessa parte della 
super� cie. E’ negativo quando i relativi cerchi osculato-
ri si trovano entrambi da parti opposte della super� cie. 
In� ne è nullo, quando una delle curve principali è retta.
La curvatura media di una super� cie è la media aritme-
tica della curvatura delle sezioni principali:
Kmed  = (k1 + k2) / 2 

In base al tipo di piano tangente a all’analisi delle tan-
genti principali possiamo classi� care i punti della super-
� cie in ellittici, iperbolici e parabolici. In un punto O 
di una super� cie ci saranno solo due tangenti principali 
reali e distinte, una sola (cioè due coincidenti) oppure 
nessuna a seconda che il punto è un nodo, una cuspide 
o un punto isolato. Quando vi sono due tangenti princi-
pali t’ e t’’ distinte il punto è iperbolico (per esempio in 
un paraboloide iperbolico); se la tangente t’ è una sola 
il punto sarà parabolico (i coni e i cilindri); in� ne se 
non esistono tangenti  principali il punto sarà ellittico 
(la sfera).
Una super� cie rigata ha tutti i suoi punti iperbolici mentre 
nelle sviluppabili i punti sono parabolici. Infatti imma-
giniamo un cono. Il piano tangente in un suo punto sarà 
tangente alla super� cie lungo tutta la sua generatrice pas-
sante per il punto scelto e taglierà la super� cie secondo la 
generatrice contata due volte. Se la super� cie è una svi-
luppabile generica è possibile che il piano tangente tagli 
la super� cie secondo la generatrice e una curva residua.
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Il comportamento di una super� cie rispetto al piano 
tangente in un intorno piccolo dipende dalla specie del 
punto considerato. In prossimità di un punto ellittico, la 
super� cie sta tutta da una stessa parte rispetto al piano 
tangente in quel punto. In prossimità di un punto para-
bolico generalmente la super� cie sta tutta da una parte 
rispetto al piano tangente. In certi casi lungo la direzio-
ne della tangente principale la super� cie potrebbe va-
riare. In prossimità di un punto iperbolico, la super� cie 
sta da una parte del piano tangente lungo le direzioni 
comprese in uno dei due angoli formati dalle tangenti 
principali, e nelle direzioni dell’altro angolo sta dall’al-
tra parte. Va ricordato che una super� cie che non sia una 
rigata o una sfera, come può essere il toro, può essere 
costituita da punti di diverso tipo.

Super� ci a curvatura totale identica nulla
Le super� ci sviluppabili, insieme ai piani, sono le uni-
che super� ci ad avere la  curvatura Gaussiana nulla su 

tutti i punti (vedi � g. 73). Questo perché tutti i punti 
della super� cie sono punti parabolici che hanno l’una 
delle due curve principali a curvatura nulla: le rette han-
no la curvatura che è uguale a zero. Se prendiamo un 
punto P su una super� cie sviluppabile e costruiamo le 
due sezioni principali ortogonali fra loro, l’una sarà la 
retta generatrice g e l’altra sarà la curva C sezione per-
pendicolare a questa, determinata dal piano passante per 
la normale n e ortogonale al piano gn. 
Fra le super� ci sviluppabili che abbiamo visto possiamo 
aggiungere il nastro di Möbius (� g. 74). Questa super� -
cie dal punto di vista topologico è costituita da un’unica 
faccia, perché partendo da un punto qualsiasi di essa 
possiamo percorrerla interamente senza attraversare 
il bordo per ritornare al punto di partenza. La super� -
cie, infatti, possiede un unico bordo e non due come 
sarebbe logico aspettarsi. Il modo più diretto per capire 
e costruire questa super� cie consiste nel ritagliare un 
rettangolo piano di carta per poi ripiegarlo su sé stesso 

73/ La curvatura gaussiana delle super� ci rigate (punti iperbolici) e delle super� ci sviluppabili (punti parabolici).



175

Federico Fallavollita
Le super� ci rigate e le super� ci sviluppabili nel quadro del rinnovamento della geometria descrittiva

unendone due estremità degli spigoli facendole fare un 
mezzo giro. Questa semplice costruzione dimostra che 
è una super� cie sviluppabile. Per costruire la super� cie 
attraverso il laboratorio virtuale ho utilizzato il metodo 
dello scripting34 in Rhinoceros35. 

Super� ci a curvatura totale negativa
Tutti i punti di queste super� ci sono iperbolici e le cur-
vature principali hanno senso contrario, per cui il pro-
dotto delle due curvature principali è sempre negativo 
(vedi � g. 73). Tutte le super� ci rigate hanno curvatura 
negativa. Le tangenti asintotiche sono reali in ciascun 
punto e determinano il piano tangente. Le linee asinto-
tiche in ciascun punto hanno come bisettrici le linee di 
curvatura. Un esempio evidente è l’iperboloide a una 
falda, dove le asintotiche sono le rette della super� cie. 

Super� ci a curvatura media nulla
Queste super� ci sono composte da punti iperbolici e 

quindi fanno parte delle super� ci a curvatura totale ne-
gativa. Le linee asintotiche in questa super� cie costitui-
scono una rete ortogonale fra loro. La curvatura media, 
de� nita come la media aritmetica della curvatura delle 
sezioni principali:

Kmed  = (k1 + k2) / 2 

è sempre uguale a zero. Queste super� ci cono chiama-
te super� ci minime. L’unica super� cie minima rigata è 
l’elicoide conoide retto (vedi � g. 72). 

Note
1. Fano Gino (1925), Lezioni di Geometria Descrittiva, Torino, 

G. B. Paravia & C.
2. Fano Gino (1925), Op. Cit., pag. 241, par. 242.
3. Fano Gino (1925), Op. Cit., pag 255. La de� nizione si estende 

anche ai punti ellittici. Le tangenti principali sono in questo caso 
immaginarie-coniugate.

4. Nella rappresentazione informatica il piano osculatore 

74/ Il nastro di Möbius è una super� cie sviluppabile a curvatura gaussiana nulla.
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in un punto P di una curva sghemba qualsiasi è individuato 
automaticamente dalla coppia della tangente e dalla bitangente che 
formano un angolo retto.

5. Fano, Gino (1925), Op. Cit., pag 256. “Si chiama ombelico o 
punto di curvatura sferica ogni punto ellittico nel quale l’involuzione 
delle coppie di tangenti coniugate sia una involuzione circolare 
o di angoli retti. Sicché ogni tangente sia coniugata alla sua 
perpendicolare. E’ facile convincersi che sono di questo tipo tutti 
i punti di una sfera (sia considerando la sfera come una quadrica; 
sia osservando che i piani tangenti alla sfera nei punti di un cerchio 
massimo inviluppano un cilindro, le cui generatrici, perpendicolari 
al piano del cerchio, sono, per la proprietà enunciata, le tangenti 
rispettivamente  coniugate delle tangenti di quel cerchio.” 

6. Fano Gino (1925), Op. Cit., pag. 257.
7. Fano Gino (1925), Op. Cit., pag. 293.
8. La dimostrazione del perché le sezioni piani delle super� ci 

quadriche rigate sono sempre delle coniche si trova nel secondo 
capitolo La genesi proiettiva delle super� ci quadriche rigate.

9. Consideriamo una retta punteggiata e stacchiamo su di essa 
quattro punti A, B, C e D. Il birapporto di questi quattro punti, che si 
scrive (ABCD), è il rapporto dei rapporti semplici (ABC) e (ABD), 
dove con (ABC) si intende AC/BC e con (ABD) si intende AD/
BD.

10. Hilbert  David, Cohon-Vossen Stefan (1972), Geometria 
Intuitiva, Torino.

11. Gheorghiu Adrian, Dragomir Virgil (1968), La représentation 
des structures constructives, Paris. Pag. 98.

12. Per un approfondimento si rimanda al primo capitolo. 
13. La soluzione per la costruzione delle sezioni circolari di 

un iperboloide è un’interpretazione, attraverso il metodo della 
rappresentazione matematica, delle considerazioni di Hachette.

14. Per un approfondimento si rimanda al primo capitolo.
15. Hachette  J. N. P. (1828), Op. cit.,  pag. 79, par. 138.
16. Aschieri Ferdinando (1888), Lezioni di Geometria Proiettiva, 

Milano. Pag.302.
17. Per un approfondimento si rimanda al primo capitolo.
18. L’iperboloide ad una falda ha tre sezioni principali: un’ellisse 

e due iperboli. Quando l’ellisse si trasforma in una circonferenza 
allora la super� cie è un iperboloide di rivoluzione.

19. I diametri di una super� cie quadrica sono corde che passano 
per il centro della quadrica. Per un approfondimento si rimanda al 
capitolo La genesi proiettiva delle super� ci quadriche rigate.

20. Per un approfondimento si rimanda al primo capitolo.
21. E’ interessante rileggere la prefazione di Hachette al suo 

trattato. Hachette è stato l’inventore del termine rigata. Non si può 
dire che le abbia inventate lui perché erano già note da diverso 
tempo. Però è stato il primo a studiarle in modo sistematico e a 
darne una classi� cazione che è ancora validissima ai giorni nostri. 
Inizialmente le rigate erano chiamate surface gauche , un termine 
che le aveva assegnato Gaspard Monge. Monge era professore 
all’Ecole Politecnique dove Hachette era stato prima studente (di 
Monge appunto) e successivamente suo assistente e professore. 

Nella prefazione Hachette racconta un aneddoto per spiegare 
il nome rigate. Studiando approfonditamente queste super� ci 
Hachette era rimasto giustamente colpito dall’armonia di alcune di 
esse, in particolare si era appassionato alle quadriche rigate. Per cui 
propose a Monge di ribattezzare le surface gauche con un termine 
più elegante che rendesse giustizia alla bellezza intrinseca di tali 
super� ci: surface réglé. 

22. Si rimanda al primo capitolo per un approfondimento delle 
proprietà principali delle super� ci rigate.

23. Queste proprietà sono state studiate e scoperte da Hachette e 
sono riportate nel trattato del 1828. Gino Fano le raggruppa sotto il 
titolo conseguenze del teorema di Chasles, perché è stato Chasles a 
de� nire il teorema che porta oggi il suo nome. Hachette, però, è stato 
colui che per primo ha studiato e scoperto le proprietà delle super� ci 
rigate legate a quel teorema. 

24. Fano Gino (1925), Op. Cit., pag. 355. Fano utilizza il termine 
raccordate per dire tangenti.

25. Fano Gino (1925), Op. Cit., pag. 355. Questa quadrica 
osculatrice alla R sarà, in generale, un iperboloide rigato; sarà 
invece un paraboloide ogni qualvolta la curva all’in� nito della 
rigata abbia nel punto all’in� nito di g un � esso, oppure g stessa sia 
impropria. 

26. Fano Gino (1925), Op. Cit., pag. 358. Fano parla di 
paraboloide iperbolico equilatero, perché i piani direttori della 
super� cie sono sempre ortogonali fra loro. Però la perpendicolarità 
fra i due piani direttori non è una condizione suf� ciente per 
stabilire se un paraboloide è equilatero. La condizione necessaria 
e suf� ciente è che le generatrici della prima schiera formino angoli 
uguali con quelle della seconda schiera. Grazie alla rappresentazione 
matematica ho potuto veri� care che il paraboloide delle normali 
non è generalmente un paraboloide equilatero perché l’angolo in 
questione è diverso. 

27. Fano Gino (1925), Op. Cit., pag. 359.
28. Fano Gino (1925), Op. Cit., pag. 362.
29. Pierre Ossian Bonnet (Dicembre 22, 1819 - 22 Giugno 

1892) è il matematico che ha studiato queste proprietà. E’ noto per il 
teorema di Gauss-bonnet sulla geometria differenziale. 

30. Le generatrici dell’iperboloide rotondo, essendo tutte 
ugualmente inclinate rispetto all’asse della super� cie, determinano 
un cono asintotico rotondo.

 31. Fano Gino (1925), Op. Cit., Pag. 422.
32. Fano Gino (1925), Op. Cit., Pag. 430.
33. Monge Gaspard (1838), Trattato di Geometria Descrittiva, 

Firenze. Pag. 137.
34. Il programma, detto script, de� nisce il controllo delle 

operazioni richieste al calcolatore. Spesso progettati per l’uso 
interattivo, e con molti comandi eseguibili individualmente di 
complessità anche elevata (ad esempio si possono creare degli 
algoritmi in grado di valutare diverse possibilità in base ai dati). Gli 
script vengono spesso usati per compiti a singola passata, tipicamente 
di tipo amministrativo o di utilità. Il codice degli script è tipicamente 
contenuto in � le di testo e vengono interpretati. Un esempio di 
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linguaggio di scriptng è VBScript (abbreviazione di Microsoft’s 
Visual Basic Scripting Edition), questo è un sottoinsieme di Visual 
Basic utilizzato nelle Active Server Pages e in Windows Script Host 
come linguaggio di scripting general-purpose. VBScript è anche 
usato come sostituto per i � le batch di MS-DOS.

35. http://www.rhino3.de/, sito di Jess Maertterer, consultato il 
3/02/2009.
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Le super� ci rigate e le super� ci sviluppabili in alcuni apparecchi per pietre da tagli

Nelle costruzioni in pietra da taglio si impiegano pietre 
estratte da cave in grandi quantità e ridotte in opportuni 
conci. Questi conci generalmente sono di forma regolare 
e il più possibile simili fra loro. La forma e la posizione 
dei conci deve essere tale da permettere la stabilità del-
la costruzione indipendentemente dal materiale legante 
eventualmente impiegato. Infatti la malta generalmente 
impiegata serve per riempire gli interstizi e le impreci-
sioni dovute alla messa in opera ma non dovrebbe avere 
un apporto strutturale. Un arco è un tipico esempio di 
apparecchio in pietra da taglio. I cunei o conci sono le 
pietre lavorate e impiegate nella costruzione di volte. Le 
facce di ogni singolo concio che sono adiacenti l’une 
alle altre sono chiamate giunti, mentre le facce ester-
ne che sono visibili sono chiamate facce da paramento. 
Ovviamente la stereotomia può impiegare anche mate-
riali diversi come il legno e il metallo. In questo caso 
speci� co mi riferisco al taglio delle pietre, il problema 
può essere suddiviso in tre sottoproblemi principali:

- data una determinata forma da costruire progettare 
il modo più conveniente per comporla in singoli conci. 
Bisogna determinare l’apparecchio, cioè disegnare le 
diverse super� ci che separano i diversi conci;

- la geometria descrittiva serve appunto per determina-
re i diversi giunti e poter rappresentare in modo preciso 
le forme che compongono l’apparecchio. E’ fondamen-
tale quindi determinare le linee e le super� ci dei conci.

- L’ultima parte consiste nel trovare il modo più conve-
niente per tagliare i conci.
Da quanto detto è evidente che la scelta dell’apparec-
chio più opportuno nasce da varie questioni che vanno 
dalla statica all’estetica e da considerazioni di carattere 
più pratico legate all’esecuzione e al costo dell’opera. A 
noi interessa solo l’aspetto geometrico della questione 
ma, in alcuni casi, l’aspetto geometrico è determinante 
per l’economicità e la fattibilità dell’opera.

Esistono alcune regole fondamentali che bisognerebbe 
seguire nel determinare l’apparecchio1:

1. Si deve evitare che le facce di un concio s’incontri-
no ad angolo acuto, perché lo spigolo di un diedro acuto 
è più rompersi facilmente.

2. Le super� ci dei giunti dovrebbero essere piani o su-
per� ci sviluppabili o al limite super� ci  rigate. Le diver-
se super� ci dei giunti adiacenti dovrebbero combaciare 
il più possibile, in modo da distribuire le spinte in modo 
uniforme su tutta la faccia e non solo in alcuni punti. Da 
qui si capisce la preferenza per giunti costituiti da fac-
ce piane o comunque da super� ci facilmente lavorabili 
come le rigate e le sviluppabili. Queste ultime hanno il 
vantaggio di poter essere sviluppate su piano in modelli 
di cartone o in latta e poter essere controllate in modo 
più preciso ed ef� cace. 

3. Si devono evitare gli angoli rientranti fra due giunti 
di uno stesso concio.

4. Le dimensioni dei conci dovrebbero essere il più 
simili fra loro, soprattutto le dimensioni lungo una dire-
zione rispetto all’altra. 
Da quanto detto si capisce che il modo migliore per far 
incontrare i giunti è ad angolo retto. Inoltre sulle super-
� ci di paramento andrebbero scelte come linee di giunti 
le linee di curvatura della super� cie stessa. I giunti al-
lora sarebbero le sviluppabili formate lungo le normali 
a queste linee. Questa sarebbe la scelta più opportuna 
anche se non è sempre possibili. I conci di un apparec-
chio si distribuiscono generalmente lungo � lari o cor-
sie. Le super� ci costituite dai diversi giunti adiacenti 
di un � lare con quello adiacente son detti letti dei conci 
e letti di posa. In un muro i letti di posa sono le super-
� ci orizzontali costruite dei vari conci. Normalmente i 
giunti che dividono i conci lungo uno stesso � lare sono 
sfalsati rispetto al � lare adiacente, perciò sono detti 
conci discontinui. La pressione maggiore del carico si 
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esercitata lungo i letti dei conci, cioè tra i diversi letti.
Con volta si usa indicare qualsiasi copertura in muratura 
formata de elementi che disposti in un certo ordine si 
sostengono a vicenda per muto contrasto, trasmettendo 
gli sforzi ai piedritti verticali. Il piano d’imposta è il 
piano dove nasce la volta. Di solito indicata il piano di 
partenza della super� cie interna o d’intradosso. La su-
per� cie esterna è detta di estradosso. Le volte possono 
essere semplici, se sono formate da un’unica super� ci 
d’intradosso, o composte, se sono formate da più super-
� ci. Esistono numerose tipi di volte semplici che gene-
ralmente sono classi� cate secondo la loro genesi geo-
metrica. Tra le più utilizzate ci sono quelle cilindriche 
o volte a botte. Dal nome si intuisce che sono generate 
da forme cilindriche e vengono classi� cate in base alla 
natura della direttrice e della generatrice della super� cie 
d’intradosso. Quando le generatrici sono perpendicolari 
ai due piani di fronte allora la volta è detta cilindrica 
retta. Può capitare che i piani frontali siano obliqui ri-
spetto alle generatrici della super� cie allora la colta è 
detta obliqua. L’angolo di obliquità misura l’angolo for-
mato dalle generatrici con il piano di testa. Più l’angolo 
è piccolo e maggiore sarà l’obliquità della volta. Per una 
volta cilindrica retta tale angolo è retto.

Apparecchio elicoidale
Queste volte si usano per coprire aree aventi forma di 
parallelogramma2. La super� cie d’intradosso della volta 
è una porzione di cilindro retto sezionato con due piani 
obliqui rispetto all’asse. Questa volta è interessante per-
ché crea un problema di carattere statico ed estetico che 
può essere risolto con la geometria descrittiva. In questo 
caso, infatti, le linee dei giunti dei conci longitudinali 
e quelle dei giunti discontinui non possono seguire le 
linee di curvatura dell’intradosso (le generatrici rette e 
gli archi perpendicoli all’esse), perché i conci di testa 
sarebbero obliqui rispetto al piano di fronte e non sa-
rebbero contrastati ai lati, dove le forze sono maggiori. 
Questo produrrebbe delle spinte a vuoto che sono as-
solutamente da evitare se non vogliamo il crollo della 
copertura. Per ovviare a questo  problema si sono esco-
gitate varie soluzioni, qui illustrerò la soluzione dell’ap-
parecchio elicoidale (� g. 1). 
Siccome la volta è cilindrica è possibile sfruttare le pro-

prietà delle super� ci sviluppabili e conviene disegnare 
lo sviluppo dell’intradosso. Nel nostro caso la super� cie 
d’intradosso è un cilindro di rotazione, perciò lo svilup-
po delle linee di fronte, oblique rispetto all’asse, nello 
sviluppo si trasformano in sinusoidi. 
Esistono diversi apparecchi per le volte oblique, fra i 
più usati ci sono:

- l’apparecchio secondo generatrici ad archi di sezioni 
rette, in cui la disposizione dei conci interni segue l’an-
damento della volta retta. Allora i giunti longitudinali 
seguono le generatrici del cilindro. Per i conci frontali 
questi subiscono una rotazione secondo l’andamento 
della sezione obliqua. In questo modo i conci delle fron-
ti sono tutti di dimensioni diverse. Questo sistema può 
essere utilizzato per volte con angolo di obliquità basso. 
Un altro tipo di sistema è l’apparecchio ad anelli, in cui 
i conci sono sistemati secondo archi retti sistematati a 
risega secondo la direzione normale ai lati di fronte. Per 
collegare fra loro questi archi si usa adoperare lo stesso 
concio in chiave per i due archi adiacenti;

- un ulteriore apparecchio è formato da letti dei conci 
perpendicolari ai piani di fronte. Questo apparecchio si 
usa per piccole coperture come i passaggi nei muri. Di 
solito le due fronti sono formate da due archi di cerchio 
uguali. I letti dei conci si dispongono in piani perpendi-
colari alle fronti. Questi piani passano tutti per una me-
desima retta r, perpendicolare alle fronti e passante per 
il punto medio che collega i centri dei due archi delle 
fronti stesse. Questi piani segano la super� ci cilindrica 
d’intradosso secondo archi d’ellisse. I conci discontinui 
generalmente sono sezioni parallele ai piani delle fronti. 
Questo sistema, solitamente, è utilizzato in piccole luci 
e la volta può essere formata da una singola serie di con-
ci, senza il bisogno di giunti discontinui.

L’apparecchio elicoidale consente di avere, almeno per 
i conci interni, tutti i cunei uguali mantenendo le orto-
gonalità sui lati di fronte in modo da avere una distribu-
zione di carichi il più uniforme possibile. 
Il parallelogramma ABCD è l’imposta della volta, che 
è di forma cilindrica di rotazione (� g. 2). L’angolo di 
ubiquità è l’angolo � misurato (sul primo piano di proie-
zione) dall’asse della volta e dalla proiezione dell’arco 
di fronte (che è un segmento di retta). I piani di fron-
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1/ Apparecchio elicoidale.
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te essendo delle sezioni piane del cilindro di rotazione 
sono delle ellissi che si proiettano sul secondo piano di 
proiezione come cerchi. La super� cie d’intradosso si 
sviluppa nel piano secondo un quadrilatero formato da 
due lati retti e paralleli (i lati AD e BC) e in due linee  
curve, sinusoidi. Per disegnare le linee dei giunti con-
viene utilizzare la super� cie di sviluppo e in un secondo 
momento proiettare tali linee sulla super� cie oggettiva 
dell’intradosso. Utilizziamo come linee dei giunti tra-
sversali discontinue delle linee rette parallele alle corde 
AB e CD. Come linee dei giunti longitudinali utilizzia-
mo delle rette ortogonali alle prime. Le linee dei giun-
ti oggettive sono due sistemi di eliche, che avranno lo 
stesso passo e lo stesso asse coincidente con l’asse del 
cilindro d’intradosso. Come super� ci dei giunti laterali 
si adoperano delle rigate ortogonali alla super� cie cilin-
drica lungo le eliche suddette (� g. 3). Queste super� ci 
rigate sono tutte degli elicoidi uguali secondo i due si-
stemi dei giunti. Inoltre gli elicoidi sono retti ed hanno 
il piano direttore perpendicolare all’asse del cilindro. La 

super� cie d’estradosso è un altro cilindro con lo stesso 
asse del primo. I conci interni hanno le quattro facce la-
terali formate da elicoidi retti e le due facce d’intradosso 
e d’estradosso cilindriche. Inoltre tutti gli spigoli, tranne 
i quattro ortogonali all’intradosso (che sono delle rette), 
sono eliche. Le facce degli elicoidi così formati sono la 
super� cie minima rispetto agli spigoli che le limitano. 
Ricordiamo, infatti, che l’elicoide retto è l’unica super-
� ci minima costituita da rette (escludendo il piano). 
Il concio interno può essere spostato con un movimento 
elicoidale sia nel seno longitudinale che trasversale e so-
vrapporsi al concio successivo senza scarti (� g. 4). Que-
sto implica che i conci interni sono tutti uguali. Questo 
è un vantaggio notevole sia per il disegno dell’apparec-
chio e sia per la sua realizzazione effettiva.

Lo sviluppo dell’intradosso
I modellatori NURBS come thinkdesign consentono 
di costruire automaticamente lo sviluppo piano di una 
super� cie sviluppabile. Per cui una volta ottenuto il 

2/ Sviluppo della super� cie cilindrica dell’apparecchio elicoidale.
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quadrilatero mistilineo (formato da due rette e da due 
sinusoidi), bisogna decidere il numero dei conci che si 
vogliono avere sulla fronte della volta. Allora dividiamo 
la corda AB in numero dispari di parti, per esempio 15. 
I ricorsi longitudinali, nello sviluppo, sono delle rette 
passanti per questi punti e perpendicolari alle corde AB. 
Af� nché i conci dividano in maniera esatta la super� cie 
è importante che la linea del giunto longitudinale uscen-
te da D passi per un punto della divisione della corda 
AB. Questo vuol dire che i due sistemi di linee non sa-
ranno perfettamente perpendicolari ma i conci saranno 
comunque uguali fra loro. Per fare ciò si stacca una retta 
d perpendicolare ad AB dal punto D. Questa retta seca 
la corda AB in un punto D1. Si prende il punto di divi-
sione della corda AB più prossimo dalla parte più pros-
sima all’interno della super� cie. Nell’esempio è quarto 
punto a partire da A. Allora le rette longitudinali sono 
quelle parallele alla retta che passa per i punti D e 4. 
Questa operazione ha lo scopo, in aggiunta ad avere tut-
ti i conci interni uguali, di avere le eliche longitudinali 

il più possibile perpendicolari agli archi di fronte. Come 
linee dei giunti longitudinali si hanno delle rette passan-
ti per i punti di divisione. Sugli spigoli laterali CB e AD 
abbiamo tre linee per parte che vengono intersecate. Per 
determinare le linee dei giunti discontinue si prendono 
le rette parallele alla corda AB a partire dai punti d’in-
tersezione G, H, e I. Se i conci sono ancora grandi e li si 
vuole suddividere ulteriormente si può divide in tre parti 
lo spigolo C°B°. Per i conci frontali (nello sviluppo sono 
quelli tagliati dalle due sinusoidi), conviene mantenere 
una dimensione il più omogenea possibile in rapporto 
alla divisione fatta. Lo sviluppo della super� cie d’estra-
dosso non è necessaria ai � ni della modellazione. Infatti 
una volta ottenuto il disegno dell’intradosso è suf� cien-
te proiettarlo sulla super� cie in modo da avere le linee 
dei giunti oggettive. Le super� ci elicoidali passanti per 
le linee dei giunti e ortogonali al cilindro d’intradosso 
taglieranno il cilindro d’estradosso secondo altre eli-
che. In questo modo i conci sono tutti determinati. Per 
disegnare la super� cie elicoidale passante per un’elica 

3/ Costruzione di un concio della volta dell’apparecchio elicoidale.
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4/ Il concio interno può essere spostato con un movimento elicoidale sia nel seno longitudinale che trasversale e sovrapporsi al concio suc-
cessivo senza scarti. I conci interni sono tutti uguali.



191

Federico Fallavollita
Appendice. Le super� ci rigate e le super� ci sviluppabili in alcuni apparecchi per pietre da tagli

longitudinale o trasversale (giunti discontinui) conviene 
costruire una super� cie spinata che abbia come spine 
l’elica e come generatrici è suf� ciente dare le due orto-
gonali iniziali e � nali al cilindro agli estremi dell’elica. 
E’ possibile volendo calcolare il passo dell’elica e co-
struire l’elicoide retto come primitiva, ma è più comodo 
e ugualmente corretto il sistema suddetto.

Diversi tipi di conci
Nella volta elicoidale esistono tre tipi di conci 
differenti:

- I conci interni o correnti che sono quelli interni ala 
volta e sono tutti uguali fra loro.

- I conci frontali o di testa che hanno oltre all’intrados-
so anche la faccia frontale visibile. Questa è una super-
� cie piana.

- I cuscinetti d’imposta che poggiano sui piedritti. 
I cunei interni sono tutti uguali e sono formati da sei 

super� ci, di cui:
due sono di forma cilindrica (estradosso e intradosso), 
e le rimanenti sono elicoidi retti. Gli spigoli delle facce 
sono tutti delle eliche tranne i quattro in senso verticale 
che sono delle rette. Il singolo concio è posizionato con 
la super� cie d’estradosso tangente al piano orizzontale 

(nel suo punto di mezzo rispetto al parallelogrammo di 
sviluppo) e con le generatrici perpendicolari al secondo 
piano di quadro. 
I conci frontali differiscono con quelli interni per la 
faccia piana frontale che è di paramento come quella 
d’intradosso. Le dimensioni dei conci sono diverse e di-
pendono dalla loro posizione rispetto al piano obliquo 
della volta. 
I conci d’imposta sono uniti con dei cuscinetti per evita-
re l’angolo acuto che si viene a formare nell’apparecchio 
alla base. Essi sono costituiti da una base orizzontale 
che consente un inserimento coerente con la costruzio-
ne. Sui piedritti poggiano nell’esempio illustrato otto 
cuscinetti d’imposta di cui quattro sono frontali e altri 
quattro interni (� g. 5). Il cuscinetto d’imposta interno 
è formato da un prisma retto a sezione pentagonale e 
da un ulteriore pezzo costituito da due facce cilindriche 
triangolari, che sono quelle d’intradosso ed estradosso 
della volta, e da due super� ci elicoidali rette. In tutto il 
concio è costituito da dieci facce. I cuscinetti frontali 
son diverse a seconda che si trovino nell’angolo acuto o 
ottuso della volta rispetto al piedritto. Negli angoli acuti 
si è unito l’ultimo concio della volta con il cuscinet-
to d’imposta, mentre nell’angolo ottuso si può lasciare 

5/ Sui piedritti poggiano nell’esempio illustrato otto cuscinetti d’imposta di cui quattro sono frontali e altri quattro interni.
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indipendente l’ultimo concio. Inoltre è preferibile cam-
biare la forma della base in modo da avere i lati esterni 
perpendicolari ai piani di fronte.

Modellazione della épure de l’arrére-voussure de 
Marseille  
L’esempio rappresentato è un esercizio di stereotomia 
utile per capire le attuali procedure informatiche di ge-
nerazione e costruzione della forma.3La modellazione 
di questo disegno4 è un’applicazione immediata dei 
principi che abbiamo esposto nel primo capitolo della 

tesi. Si tratta d’un esercizio di stereotomia in cui l’og-
getto è una particolare volta chiamata arriére-voussure 
de Marseille 5 (� g. 6).
Il piccolo varco creato nello spessore del muro6, chia-
miato volta di Marsiglia, si compone d’una volta a botte 
(porte droite) e d’una seconda volta (arriére-voussure), 
destinata a coprire l’allargamento di questa porta. Prati-
cato per facilitare l’entrata delle carrozze e impedire che 
le ante in legno, che chiudono l’apertura, non urtino. 
Quest’ultima parte del passaggio, l’arriére-voussure, è  
formata da diverse super� ci rigate dove le tre direttrici 

6/ Rappresentazione della volta dell’ arriére-voussure de Marseille composta da cinque conci di pietra. I piani di taglio seguono l’andamento 
delle generatrici rette delle super� ci rigate che formano l’intradosso. Per questioni di stabilità le super� ci di taglio migliori dovrebbero segui-
re l’andamento di vari iperboloidi. Hachette, giustamente, ha scelto dei piani privilegiando l’aspetto pratico legato all’esecuzione del concio.
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7/ Rappresentazione della épure de La Coupes des Pierres Arriére-voussure de Marseille di Hachette.
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sono sempre due archi di cerchio e una retta orizzonta-
le. La particolarità dell’apertura consiste nel costruire la 
tangenza fra le tre super� ci rigate che formano lo sva-
samento della seconda volta. Per fare ciò è necessario 
conoscere le proprietà già ricordate.
Nella prima super� cie dell’arriére-voussure, la posi-
zione della generatrice retta è determinata da tre con-
dizioni: la prima, deve passare per il cerchio verticale 
della scanalatura, di diametro dato; la seconda, deve 
appoggiarsi ad un secondo arco di cerchio situato, come 
il primo, su un piano; la terza deve appoggiarsi  all’asse 
orizzontale (� g. 7, 8).
L’arriére-voussure e la scanalatura hanno lo stesso 
piano di giunzione della prima volta (porte droitte); e 
poiché tutti i piani di giuntura di questa apertura pas-
sano per l’asse orizzontale, ne segue che tagliano la 
super� cie della volta secondo delle linee rette, che 
sono gli spigoli delle pietre di taglio di questa volta.

Supponiamo che l’arco di cerchio, che serve da di-
rettrice alla retta generatrice della prima super� cie de 
l’arriére-voussure, sia dato: questo arco, quale che sia 
il suo raggio7, sarà tagliato dalle verticali dei piani di 
strombatura, in due punti. I piani passanti per questi 
punti e per l’asse della porta dritta, tagliano il cerchio 
della scanalatura  in due altri punti. Questi quattro punti 
determinano la posizione e la lunghezza delle rette limi-
te della prima super� cie della volta. Ne segue che que-
sta super� cie copre solamente lo spazio che corrisponde 
alla parte centrale (in pianta è la parte trapezoidale).
Due ulteriori super� cie rigate coprono lo spazio corri-
spondente ai due triangoli in pianta, dove le generatri-
ci si appoggiano, come per la prima super� cie, per il 
cerchio della scanalatura e per l’asse. Queste hanno per 
direttrici dei cerchi dello stesso raggio, dati nei piani di 
svasamento. Il raggio di questi cerchi è almeno uguale 
alla metà della larghezza della scanalatura; se fosse più 

8/ Costruzione del modello de La Coupes des Pierres Arriére-voussure de Marseille.
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piccolo, le ante in legno, che si aprono secondo archi 
di cerchio non potrebbero appoggiarsi contro i piani di 
svasamento. La condizione più importante, tuttavia, è 
che abbiano la stessa tangente nel punto di contatto con 
l’arriére-voussure. Così facendo si mette in atto quella 
condizione per cui: due super� ci rigate che hanno una 
retta comune e tre piani tangenti comuni in tre punti dif-
ferenti di questa retta, sono tangenti l’uno all’altra in 
tutti i punti della retta comune8.

Note
1. Fano Gino (1925), Lezioni di Geometria Descrittiva, Torino. 

Pag. 347.
2. Fano Gino (1925), Op. Cit., Pag. 451.
3. De Carlo Laura (2004), Geometrie dal pensiero costruttivo 

nel trattato di stereotomia di Alonso de Vandelvira, in: Disegnare, 
idee immagini, n.28.

4. Hachette Jean Nicolas Pierre (1828), Traité de Géométrie 
Descriptive, Paris. «Porte N°3  Arriére-voussure de Marseille» pag. 
315. L’esercizio è complesso e richiederebbe una trattazione più lun-
ga per poterlo descrivere in modo esaustivo. 
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6. Gli autori che hanno scritto sul taglio delle pietre, hanno di-
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Abstract

The objective of this study is to reveal the properties 
of ruled surfaces and developable surfaces through 
Virtual laboratory and, overall, to be a contribution 
to the renewal of descriptive geometry. The basis of 
the research lies within the scienti� c foundations 
of drawing and of mathematical representation 
method. 
The study’s structure can be divided into two essential 
moments: 

- the historical recognition on ruled surfaces from 
the point of view of solid geometry and descriptive 
and projective geometry, going from the treaty of J.N. 
P. Hachette (1828) to the texts of G. Fiedler (1878), F. 
Aschieri (1888) and G. Fano (1925); 

- the rereading of theoretical propositions 
concerning this two type of surfaces, through a 
series of experiments carried out within the virtual 
laboratory of new descriptive geometry.
A virtual laboratory can be de� ned as a digital 
workshop, where it is possible to control directly in 
a three-dimensional space the problems of shapes’ 
generation that may be found in geometry and 

architecture. As a matter of fact, computer, besides its 
limits in modelling, has proved to be an essential tool 
for the display of some properties of ruled surfaces. 
Several theoretical concepts I have analysed are only 
enunciated in literature, but were never represented. 
The reason is the complexity of these drawings that 
could only be realised with the rule and compasses at 
that time. I am referring to some properties explained 
by J. N. P. Hachette and G. Fano, but not only these. 
Hachette was a mathematician, as was Monge before 
him. Most of his thoughts on ruled surfaces are the 
result of analytical studies or geometrical intuitions; 
as a consequence, when the representation becomes 
too complex it is left to the readers’ imagination. 
In conclusion, the objective of this research is also 
to reveal through representation what was only 
enunciated with words on theoretical basis. In this 
respect, I believe that the greatest contribution of 
informatics revolution to the study of descriptive 
geometry is the consolidation of drawing as an 
instrument of the logic, in other words as a tool for 
discovery and veri� cation of geometrical thoughts. 



 





 


